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1_ex2+y2+z2

Considere a funcao F(z,y,z) = (W,

In(l—z—y—2))

. s lim
Determine o seu dominio e calcule (w’%z)é(O’O’O)F(m,y,z)

Res: Seja F(z,y,2) = (f1(z,y,2), fa(z,y,2)). A origem é o tinico ponto onde f; pode ter um problema. Usando
a aproximacao et YR = or? ] + r2, para valores de (z,y,z) préximos da origem, vem que nessa regiao

fi = —1 e o limite pedido, ou seja, o valor de f; na origem é -1. O dominio de f; é Dy, = R3. Quanto a f3, o

argumento do logaritmo é a equagao do plano x + y + z = 1, que passa nos pontos (1,0,0), (0,1,0) e (0,0,1).

O dominio de fy é Dy, = {(x,y,2) : © +y + 2z < 1}, ou seja, todos os pontos por debaixo do plano. O limite de

f2 éIn(1) = 0. Assim, (w’%z)lﬁl(o’(]’o)F(x,y,z) = (—~1,0) e Dp = Dy,.

Considere as fungoes seguintes. Determine o dominio e o conjunto de ponto de continuidade de cada uma
das fungoes.

F(zy) = (cos(z +y),2%y).

Res: Seja f1 = cos(z +y) e fo = 2%y. Ambas funcdes sdo continuas em R? que é o conjunto de continuidade
de ambas. O dominio de F' é Dp = R?, que é também o conjunto de continuidade.

. 2 1 2+
Floy) = (e B 4 y)

Res: Sejam fi, f2 e f3 as componentes de F. O numerador de f; é continuo em R2. A raiz quadrada s6
admite um argumento > 0. Estando no denominador de f;, temos de excluir a circunferéncia 2 +y?> =1e o
seu exterior. Dy, = {(2,y) : 2° +y? < 1}.

O logaritmo no numerador de fo é zero na parabola x = —y?, centrada no eixo dos zx e aberta para a
esquerda. Como o argumento nao pode ser nulo nem negativo, o numerador s6 é véalido para pontos por cima e
por debaixo da parabola. Note que a origem é excluida do dominio do numerador. O dominio do denominador
consiste de R?\{(x,y) : = 0}, isto é, R? excluindo o eixo dos yy. O dominio de fo consiste de R? | excluindo
os pontos na pardbola e entre os seus dois ramos e excluindo também o eixo dos yy. O dominio de f3 é e R2.

O dominio de F' é a interseccao dos trés dominios descritos.

Considere as funcoes G(z,y) = (x +y,z —y) e H(z,y,z) = (xy — z, — zy).
[a] Verifique se existe G'((0,1) : (1,0)) e em caso afirmativo calcule essa derivada.

Res: As componentes de G sdo combinacoes lineares de funcoes diferencidveis em R?. Assim, G é diferencidvel
em R2. O que é pedido é a derivada de G no ponto (0,1), que é uma matriz, na direccio do vector (1,0).

' 1 1 1 1 1 .
G ((0,1) : (1,0)) = JG(0,1) [ 0 ] = [ 1 1 } [ 0 } = [ 1 ] . De notar que esta matriz tem um valor
constante, isto é, nao depende do ponto onde se esta a calcular a derivada, como no caso geral.

@ Determine JH(—1,2, — 2).



-y —x 0
[c] Determine H (( , 2),(07%7%))
) 2 -1 -1 ! —
g ((— _ o). (0 L 1y _ _ 4] -1 = 10 _ | ¥
Res: H (1,2, =2); (0, 75, 7)) = JH(-1,2, —2) 7 _[_2 L ] % _[%]
V2 V2

@ Defina L = G o H e calcule JL(1,1,1).

Res: As componentes de G sao diferencigveis em R? e as de H sdo diferenciaveis em R3. Vem que a funcéo
L : R? — R? estd bem definida e é diferencidvel, pois é a combinacdo linear de funcdes diferencidveis em R3:

JL(1,1,1) = JG(H(1,1,1))JH(1,1,1)
= JG(0, —1))JH(1,1,1)
- 11 y x —1 }
1 -1 -y —x 0 (1,1,1)
- 1 1 1 1 -1
1 -1 ] [ -1 -1 0 }
[0 o0 -1
122 -1 ]

DERIVADA DA FUNCAO COMPOSTA E DERIVADA DA FUNCAO INVERSA
Seja z = 22y, x = 3t + 4u e y = 5t — u. Calcule 2 57 de duas formas diferentes:

[a] Usando regras de derivacao da funcao composta.

Res: & = gfﬂ gf + 8; g?i = 2xy(3) + 2%(5). Substituindo as expressdes de = e y é obtido o resultado

%z — 2(3t + 4u) (5t — u)(3) + (3t + 4u)?(5) = 135t + 222tu + 56u>.
@ Comegando por escrever z como uma fungao de t e u.

Res: Comecando com a substituicao: z(t) = (92 + 24tu + 16u?) (5t — u) = 45t3 + 111t%u + 56tu? — 16u> que,
derivando parcialmente c.r.a t, resulta em % = 135t2 + 222tu + 56u>.

Em cada uma das alineas seguintes, exprima as derivadas parciais da fungdo dada (no ponto dado) em
termos das derivadas parciais de f. Assuma que f é diferencidvel.

[a] w = f(2), com z = eV em (z,y) = (0,0).

Res: Ao ponto (x,y) = (0,0) corresponde z = 1. aw(l) = f/(l)%(0,0), sendo a derivada parcial de z c.r.a

(;btida por %(80 0) = hm 0, 0)+t(1 9)-2(0.0) _ tlfb ett_l = 1. Assim, %(1) = f'(1). De um modo semelhante,
2w (1) = £'(1)22(0,0) = £ (1).

||1“

2,2

@ w = f(x,y,2), com x = 3sin(t?), y = s**u? e z = ssin(u), em (s,t,u) = (7/3,1,7/3).



Res: Ao ponto (s,t,u) = (7/3,1,7/3) corresponde o ponto (x0,Y0,20) = (3 sin(l) (2)4,(5)sin(3)).
%S (3307y07’20) 6_f(x07y07'20) 85( /37 17 /3) (xO,yOyZO)aS (W/37 177T/3) 82 (x07y07Z0)_Z(7r/37177r/3)
o )

%5 (x07y0720) o (x()ayOaZO)(O) + ?)5 (‘T07y0720) (2St u )‘(ﬂ/g 1 ‘rr/g) 8£ (x07y0720) (Sln( ) ’(7\'/3 1 7\'/3

0 T I5) .
%_ls(xmy()vz()) = 8_5(33072/07'20)(2(3)3) + 8_£(x07y0720)(81n(ﬂ/3))‘
De um modo semelhante,

P P
9 (20,0,20) = a—i(mo,yoazo)g—(”/?» 1,7/3) 4 ay(ﬂﬂmyo,zo)m( m/3,1,7/3) + f(mo,yoazo)%(“/?»,l,“/@ &

%_zz] (x07y0720) - % (x()ayOuZO) (3 COS(t2) (2t) ‘ (7/3,1,7/3) + g_i: (x()ayOaZO) (2t$2u2) ‘ (v/3,1,7/3) + % (‘T07y0720) (O) ’ (/3,1,7/3)"

90 (20,90,20) = 2L (20,50,20) 22 (/3,1,7/3) + (l’o,yo,zo) U (n/3,1,7/3) + 9L (20,y0,20) 2 (/3,1,7/3) &

B (20,90,20) = 3L (0,0,20) (0 MN(wfs,1, 7/3) 55 (20:Y0,%0) (2t282u)|(ﬁ/371,ﬁ/3) + 8L (x0.90,20) (s €oS(W))| (x/s, 1, 7/3) >

com as derivadas parciais a serem calculadas como indicado. (Fazer essa substituicao.)
[c]r=f(zy), comz="24w y=2+0v% em (uvw) = (1, — 1,1).
Res: Ao ponto (u,v,w) = (1, — 1,1) corresponde o ponto (x¢,y0) = (0, 2).

9 (0,2) = 20, 2)%—(1 —1,1) + 6f(0 2)%(1, —1,1) <

(0,2) = 5(0,2) (D], +80,2) (- a1

0 0 0
%(072):(‘)—!;(072)%(17 -1 1) 8_5(072)3_5(17 _171) <~
o] 0 8

9r0,2) =% (=% \(1 1 3—5(072) (20)l(1, —1,1)

0
86_5;(072) = %(0,2)3—3(1, - 171) (0 2)a_y(17 - 171) <~

0 0
50(0,2) = 55(0,2) (Dl 1, —1,1) + 350.2) (D0, _1 1
As derivadas parciais obtidas tém de ser calculadas no ponto indicado. (Fazer essa substituigao.)

Nos exercicios seguintes assuma que f é uma funcao diferenciavel.

[a] Seja z = f(z,u,v) e F(xy) = f(x,x + y,xy). Verifique que ax| @1~ or = % af

%y (2,1) *1(2,3,2)

v1(2,3,2)

Res: F(z,y) = f(z,x +y,2y) = f(p,s,t). Ao ponto (z,x + y,xy) = (2,3,2) em R3 corresponde o ponto
(2,1) = (2.y) em B2

9 (

T2
SIS
L

S

9 9 9
=5+ 30+ 5w

SIS
e
T
[

5

+ +

z,y) =
or of o af d of ot OF __ Of of af
a_y(xyy) Bpaz—’_ﬁs 8gs/+ ‘ot Oy At %_Fp(o)—i_%(l)—i_m('x)

Calculando as duas parciais de F' no ponto (2,1) e subtraindo os resultados vem

or|  _ ot ol - Y @e

8_95‘(2,1) T oy (2,1) ~ Op (2,3,2) ot (2,3,2) ot (2,3,2)

9s{(2,3,9) ‘(2,3, 2)

3



oF|  _ OF _of ﬂ‘
i) Wlen  Plesz  Yles2
@ Seé]')a w :Eiffa ,y)atjig: = u8; v, Y zafv — u. lgdostr(;fq;e 6%;3 5o zafO o
Res: 52 = 5050 + 5550 = a: (1) + 5, (1) 58 = Gr5e T 5550 = gx(—1) + 5, (1). A soma das duas expressoes
é zero, como se pretendia demonstrar.

ow

Seja w = f(xz,yz), f: R? — R. Mostre que :an 4y ay =25y
Res: Seja f(zz,yz) = f(uw). A: :Eg—l: = gﬁ g; +z g{jgg = :E?i( )+ f(O)
0 0

B: yGy = u5h 5 + v gy = u5h(0) + y gk (2);
C: z%zj = zgi ?)Z +z gi g;’ = zgz( )+ zaf( ). A soma das parcelas A e B resulta em C.
@ Seja g : R? — R definida por g(z,y) = xh(3z — 2y, — 3z + 2y), onde h é uma funcdo de classe C2. Mostre
que 2% + 32—3 = 2h.
Res: Seja h(3z — 2y, — 3x + 2y) = h(u,w).

0
A: 203 = 2oau e + gy gul + 2h = 2e[5u(3) + G (=3)] + 2h

(y — x), que, para os valores de z e y do ponto, resulta no pedido.

2]
B: 35 = SulGif + 5o = Sol (-2 + K
A+B: Zgg 3?)5 = 22(6@ ( 6z) + 2h —|— h(—6x) + %(6@ = 2h, que é o resultado pedido.

Considere a fungao F': ]R3 R? definida por F(z,y,2) = (zvy,yz,12).

[a] Verifique que F' ¢ invertivel numa vizinhanga do ponto (1,1, 1).

Res: De F(z,y,2) = (zy,yz,xz) define-se f1 = zy, fo = yz e f3 = xz. Podemos resolver estas trés equagoes em
ordem a (z,y,z) numa vizinhanca de (1,1,1) se o determinante do Jacobiano de F' no ponto for diferente de

zero. O Jacobiano é
of  O0fr Of1

ox 8}/ 0z Yy x 0 1 1 0
JF(1,1,1) = Zr)—? Za—]; ZB—? = 0 z y = |0 1 1 |, cujo determinante é 2.
a_:f a_; 6_23 G z 0 «x (1,1,1) 1 0 1

Conclui-se que a funcao é invertivel numa vizinhanga do ponto dado.
@ Determine a matriz Jacobiana da fungao inversa no ponto F(1,1,1).
Res: A matriz Jacobiana da fungao inversa no ponto (1,1,1) é a matriz inversa da que foi obtida na alinea
anterior. .
1 1 0 1 -1 1
(JE(L,L,D)]t=]0 1 1 =(2)| 1 1 —1| . (Verifique este resultado.)
1 0 1 -1 1 1

Considere a fun¢io F : R? — R?, definida por F(r,0) = (rcos @, rsin6).
[a] Verifique que F' ¢ invertivel numa vizinhanga de qualquer ponto (r,0) para o qual r # 0.
Res: Com F(rcosf,rsinf) define-se fi = rcosf e fo = rsinf. A matriz Jacobiana genérica é

oh %] B |:COS@ —rsinf

JF(rcosf,rsinf) [ é,)fz ﬁ sinf  7cosf } , cujo determinante é r # 0, que é o resultado

. or 00
desejado.
@ Verifique que F(1,5) = (0,1) e determlne a matriz Jacobiana da funcao inversa no ponto (0, 1).
Res: rcosf = (1) cos( % = 0; rsinf = 1sin 5 = 1. A matriz pedida ¢ a inversa da Jacobiana no ponto, ou seja,
é [JF(rcosf,rsinb)] 23]21 % B _ | osf —rsing )
f2 9f2 | sinf rcosf
or (1cos 5,1sin 5) (1cos 5, 1sin 3)

Jo =177 To

|10 -1 0

@ Averigue se o sistema seguinte pode ser resolvido em ordem a (z,y,z) numa vizinhanca de (0,0,0) :
u=zx+ryz;v=y+ayew=z+ 2z + 322

Res: Temos trés fungoes definidas em termos de x, y e z. O pedido é equivalente a determinar se a fungao
F :R? — R3 é invertivel numa vizinhanca de (0,0,0), sendo F = (x,y,2) = (z + 2yz,y + 2y,z + 22 + 32%). A
resposta é dada pela matriz Jacobiana no ponto:



oh Oh  ON

PRI A A | N o1
Bz By 0z 10,00 (0,0,0)
determinante é 1. Conclui-se que o sistema ¢ resolivel numa vizinhanga do ponto (0,0, 0).

: _ _ 2 2 2 d%u d%u Pu _ 9w 2 Ju
Sejau—f(r),comr—\/az +y +z.Mostreque%g+W+W—W+F—r

Res: Gt = f150 = /(0% 4 +29)7 ()

P oo [0 452+ )@+ + )]+ P+ D)) + @4+ ) e
M: &8 == f"(2? +y? + 22) 7 + |- (2 + 2 + 22) 7P (a?) + (2 + 92 + 22) 7
Ne G == [ + 2 + 272+ [ (@ 2+ 2T + (@ g+ 2T
P: 24 == /(@ + 9 + 22) 7% 4 [-(@% + 97 + 227V (R) + (2 + o+ 22) )

A soma M+N+P simplifica-se se observarmos que:
i) a soma das expressoes que multiplicam f~ iguala 1: f {(z2 432 + 22) "N (22 + 492 + 22} = [~

ii) a soma das expressoes que multiplicam f iguala 2(z2 + y? + 22)~ /2

/

S =

Fl@+ 92+ 227222 + 42+ 22) + 32 + 92+ 22) 2} = 2f (a2 + 42 + 22) "2 = 2f
Resumindo: M+N+P= f" + f/(%), que é o resultado a provar.

Seja f uma funcao continuamente diferenciavel tal
que f(1,1) =1, §£(1,1) =ae L (1,1) = 0.

Seja ¢(x) = f(x, f(x, f(z,x))). Caleule ¢(1) e ¢'(1).
Res: A funcao f é usada recursivamente para criar ¢. O
diagrama a direita ajuda a estruturar a resolucao. Aqui
comecamos com a situacao geral, onde f é aplicada aos

argumentos r e y para gerar um valor real.
¢ usa a funcao f trés vezes, o que se pode ver na figura pelos trés pares de arcos que convergem no mesmo

ponto, da esquerda para a direita. (Cada malha a tracejado mostra uma aplicacdo de f.) O argumento = é
transferido duas vezes para a direita, para ser usado no tltimo uso de f. Vamos denominar os mapeamentos G,
H e L, da esquerda para a direita, como indicado. Com esta estrutura, podemos obter a derivada de ¢.

Para obter o valor de ¢(1) usa-se ¢(z) = f(z, f(x, f(z,2))) : ¢(1) = f(1, f(1, f(1,1))) & o(1) = f(1, f(1,1)) &
o(1) = f(1,1) & ¢(1) =

A fungao G consiste de duas fungoes: G(z,y) = (z,f(x,y)) e a sua derivada é dada pela matriz Jacobiana

1 0 1 0
JG(zy) = [ of of A funcdo H ¢é idéntica a G: JH(xzy) = | af of ] Quanto a funcao L, a sua

derivada é dada pelo gradiente, visto ser uma fungao real de varidvel vectorial: JL(z,y) = ( %, g—g ).

1 0 1 0

. ;! e} a9 af o 0

Aderlvadade(be(b:[JL][JH][JG]Z(a—g, 6—5) % %] [% %] (f+a£a£+ f( 5) 7(3_5)3)'
z Oy z  Jy

[De notar a ordem da multiplicacao.] Substituindo os valores dados das derivadas parciais,

!

& = G+ B5E+ BEG0 (B = (ot abt at?, )



Seja f(x,y) = (zy,2® + y?). Quais os pontos X € R? tais que f/(X) ¢ um isomorfismo?

Res: A funcio f é diferencidvel em R? e a derivada de f em cada ponto (zg,y0) é uma aplicacdo linear f'(z,y)

representada pela matriz Jacobiana J f(x,yo) = [ y oz ] . Para ser um isomorfismo a Jacobiana tem

20 2y
(movyo)
de ser invertivel, o que impoe a condicdo det Jf = 2y — 22? = 2(y — z)(y + ) # 0. O determinante é nulo nas
rectas y = x e y = —z. Vem que nessas rectas f ,(X ) ndo é um isomorphismo.

Os pontos nos quais f é um isomorphismo formam o conjunto Q = R?\{(z,y) : y = £z}

JJCosta, Maio 2010



