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3 Processos Estocasticos

3.1 Conceitos Basicos

Um processo estocastico x(n) € uma familia de fungdes (apenas tratamos o caso discreto), reais ou complexas, definidas
num espaco de probabilidades.

Uma amostra x(n) de x(n) ¢ denominada uma realizagdo ou instancia do processo.

1 - Média: E[x(n)]= p,. (n)
2 — Correlacao cruzada: E[x(n)y (ny)]=r Xy (ny,n,)
3 - Autocorrelacgao: E[x(n, )X* (ny)]=ry (ny,ny)=r(ng,ny)

2
r(n,n) =E[X"(n)] ¢ a intensidade ou poténcia média do processo.

EL(x(n,) + x(15))* 1= E{x(n,) + x(n)][X" () + X" (n)){= (g 1)) + 13 my) + 26y )

4 — Variancia: o f = V[x(n)] = E[(X(n) — Hy ("))2]

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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5 — Covariancia cruzada:

E[(x(ny) — s, ()Y (ny) = 1, ()] =, (ny, 1)

Logo:

cxy(nlﬂnZ):rxy(nlﬂnZ)_tux(nl),u;(nZ)

6 — Autocovariancia:  c(n,ny) =r(n,ny) =, (n)u, (n,)

Em particular: c(n,n)=r(n,n)— ‘ 78 (n)‘2
7 — Centragem:

Seja o processo: X, (n) =x(n) — u, (n).
Entdo o processo x. tem média nula e

Cx,x. (ny,ny) = Fx.x, (ny,ny) =cy(ny,ny)

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal 2003
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& — Estacionaridade:

Em sentido estrito: Todas as propriedades estatisticas sdo invariantes para uma translacao do tempo.

Em sentido lato (fracamente estacionario):

E[x(n)]= 1 = constante estatistica de 1* ordem
r(n,n+71)=r(r)=E[x(n + z')x* (n)]: E[x(n + %)x* (n— g)} estatistica de 2* ordem
Em particular: E[X2 (n)] =r(0)

Para um processo normal (todas as fdp's conjuntas de ny, ...ny s20o normais) a estacionaridade lata implica a estrita, dado
que o processo fica univocamente determinado pela média e pela autocorrelagao.

Dois processos sao conjuntamente estaciondrios se ambos sdo estaciondrios € a covariancia cruzada s6 depende de 7.
9 — Ergodicidade:
Um processo x(n) € ergddico se todas as suas propriedades estatisticas se podem determinar a partir de uma sua Unica

realizacdo. Para tal o processo devera ser estacionario, podendo-se, entdo, substituir médias de conjuntos por médias
temporais.

N
Ele0]= lim > ¢(n)
EEGa A |

10 — Ruido branco ¢ um processo tal que: R(7)=10(7).

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal 2003
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Exemplos:

a) Numeros aleatorios com distribui¢do uniforme em [-1, 1. Sdo possiveis 24*3600*100 instancias equiprovaveis.

Trata-se de um processo estacionario e ergddico de média nula.
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-1.50
1 101 201 301 401 501 601 701 801 901

Figura 3.1. Uma realizaciao de x(n).
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Experiéncia de 25 realizagdes (consecutivas...) de N = 1000 amostras.
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Figura 3.2. Média temporal estimada em 1000 amostras para 25 sinais (em cima); média de conjunto estimada
em 25 sinais para 1000 amostras (em baixo).
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Figura 3.3. Autocorrelacio temporal de uma realizacdo de 1000 numeros com distribuicio uniforme em [-1, 1]
(aproximacao de ruido branco).

b) Passeio binario simétrico:

X()=3s(k)  com P(s(k)=5)=PsK)==)=~ | 400

k=0 2 3.50 -
3.00 -
2.50 -
2.00 -
1.50 -
1.00 -
0.50 -

0.00 +
-0.50 101201 301 401 501 601 701 801 901

Figura 3.4. Uma realizacdo do passeio aleatorio
simétrico com s = (0.1. Usou-se a anterior realizacao
uniforme para as probabilidades do incremento.
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E possivel mostrar que:

E[x(n)] = 0; E[x*(n)] = ns” logo a varidncia cresce com #.

O processo nao € estaciondrio e, portanto, ndo ¢ ergodico.

¢) Seja:

*(n) = {xl (n), sequéncia de Bernoulli com P=0.5 P(x;(n))=0.5

X,(n), sequéncia de Bernoulli com P=03; P(x,(n))=0.3

Entao:

E[x(n)]=0.4
R(ny,n,)=0.40(7r)

Logo, o processo ¢ estaciondrio. Contudo, ndo € ergddico (p. ex. x;(n) =0.5 # E[x(n)]).

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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3.2 Espectro de Poténcia

No caso de sinais estocasticos a transformada discreta de Fourier de uma realizagdo ndo tem significado util.

Para sinais estacionarios usamos o espectro de poténcia:

S(w) = i r(m)e™ ™ < r(m):zi][S(a))ef’"%w

m=—a0 T

Veremos mais tarde o problema de estimar S(w).

Notar, em particular, que:

T
r(0)= [S(w)dw
/A
Para o ruido branco: S(w)=1 (dai o nome)
O espectro de poténcia cruzada ¢ definido de forma semelhante:

Sy (@)= irxy (m)e /™

m=—oo

Para processos ndo estacionarios define-se um espectro de poténcia variante no tempo:

S(k,w) = ir(k, m)e "

m=—o0

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal




APSI - Processamento de Sinal 11

3.3 SLITs com entradas estocasticas

y(n) =x(n) ® h(n) com:

o Ely(m]=E[x(n)]® h(n)
o ry(mam)= Y r(n.n, — A (K
k=—o0

[ I"yy(l’ll,nz):k_ery(nl—k,nz)h(k)

Em particular, para processos estacionarios, y(n) ¢ também estacionario, com:

)= Srm KK )
()= S rg (mAYAE) = 1y, (m) = (m) @ p(m)
k=—o0

e p(m)= i h(n+ k)™ (k)

k=—0

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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Usando H(z)= > h(n)z™" , conclui-se:

¢ Sy,(@=5,(0)H (o)

¢ 8, @=5,@H@ > eyl =, 0= s, @lHe)

Suponhamos que um processo discreto y(n) € obtido com uma excitagdo de entrada x(n) de um SLIT de ordem p:
ym)+ayn-0)+...a,y(n—p)=byx(n)+...b,x(n— p)

Consideremos uma excitagéo por ruido branco, S ; (@) =1. Entdo:

S,y (@) =|H (@)’ = H(@)H(-0)= H)H ()| _

e/®
Logo:

S, (2)=H()H(z")

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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Exemplo:

Processo estocéstico de primeira ordem.

o —ay(n-D=x(n);  S.(@)=L HE=—
z—a

Entao:

S (2)= z _ —a” ,

? (z—a)1-az) (Z+Z_1)—(a+a_1)’

[m|
ryy(m)=lcia2;
Syy (@)= 1

1-2acosm+a’

Por forma a obtermos simplesmente r,,, (m) = al™ , basta multiplicar S, (z) por (I — a*), correspondendo a:

y(n)—ay(n—1)=+/1-a’ x(n)

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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Experiéncia para a=0.8 e entrada ruido Gaussiano branco (distribui¢do normal, N(0,1)).

1.50 1.50
1.00 1.00 -
0.50 0.50
0.00 0.00 -
-0.50 - -0.50 |
-1.00 - -1.00 |
-1.50 -1.50
a b

Figura 3.5. a) Uma realizacio de ruido Gaussiano branco; b) Resposta da anterior realizacio por um sistema de
primeira ordem com a = 0.8.

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal 2003
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1.2
0.9+ B
1L i
0.8 i
0.8 4 0.7 i
0.6 B
0.6 i
0.5+ [ i
0.4+ [ 1
0.4 B | |
0.3 :
0.2- 02+ i
0.1} 3 i
ol . “ “ // . i
_0_2 -0.1 L L L L L L L L L L L 1 1 1 1 1 1 I I
200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 o 1t 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Figura 3.6. a esquerda, autocorrelaciao (estimativa) da realizacido do anterior processo de 1* ordem usando 1000
amostras; a direita, detalhe das seguintes autocorrelacoes (o ponto de abcissa 10 corresponde ao anterior 1000):
ruido Gaussiano branco (verde); processo de 1* ordem (preto); curva teérica do processo de 1* ordem, 0.8™ "
(vermelho).

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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3.4 Filtragem de Sinais Estocasticos

Dado: x(n) = f(n)+e(n)

Estimar f{(n) na presenca de ruido aditivo e(n), com espectro de poténcia S(w).
Trés casos:

e O sinal f(n) é conhecido

e O sinal f(n) é desconhecido

e O sinal ¢ um processo estocastico, f(n), com espectro de poténcia conhecido

Consideramos apenas sinais reais.

3.4.1 Deteccao de sinais conhecidos com o filtro adaptado

Pretende-se estimar se o sinal f{(n), conhecido, ocorre ou ndao em x(n).
Usamos um estimador linear:

y(n) =x(n) ® h(n) = f(n) ® h(n) + e(n) @ h(n) = y ¢ (n) +y, (1)

Pretendemos determinar A4(n), tal que para n = ny seja maximo:

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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vy ()
\/Eyﬁ (n9)]

SNR =

Usando o resultado anterior, temos:

E[yg (n)] - i iS(a))‘H(a))‘ *do

7Z- .
Por outro lado:  y ,(ng) = 2L IF (w)H(w)e’ ™ dw
T _x
Considere-se a desigualdade de Schwartz:

< _[:‘z(x)‘z dx j:‘w(x)‘z dx , ocorrendo a situacao de igualdade para z(x) = ow'" (x).

[zt
L z(x)w(x)dx

Usando este resultado, obtém-se:

TF(w)H(w)ef“’”Odw ], ()‘

- -7

do j S(w)|H(w)|* dw

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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Donde:

SNR? < T (w)‘
2 S(a))

-

O maximo de SNR ocorre para a situacao de igualdade que corresponde a:

F’ (@) - jon
JS(@)H(w)=k Jany
(0)H (0) = S@)°

Obtém-se, entdo, o filtro adaptado:

F' @) jon
k J 0
@) =k50) ¢

No caso de ruido branco, S(®)= N, temos:

=, E/N, ,sendo E a energia do sinal.

max

h(n)zNif(no—n) e SNR
0

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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Exemplo:

fin)=10.25 0.75 2.00 4.00 5.00 4.50 3.00]

e(n): ruido branco (nimeros aleatdrios com distribui¢dao uniforme em [-1, 1[)
x(n) = 0.35 f(n) + e(n)

h(n)=1[3.00 4.50 5.00 4.00 2.00 0.75 0.25]

6 3
> 2
. | | |
3 n |
2 i
1 0 .
0 n T T T T T T T 1 4
_1 Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il
12345678029 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150

30

5

3 | 10+

2 ] 0

1 T 1 10

0 ?@ 20 ! 1 1 ! 1 ! 1 1 I I I | | |

0 2 4 6 8 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150

Figura 3.7. Em cima: Um sinal (a esquerda) mergulhado em ruido branco (a direita). As ocorréncias do sinal em
ny=13, 65 sao visiveis; a ocorréncia em ny=116 nao o é. Em baixo: filtro adaptado (a esquerda) e sinal filtrado (a
direita). Os trés maximos locais proeminentes deste sinal ocorrem precisamente nas anteriores posicoes.

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal 2003
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3.4.2 Suavizagao de sinais desconhecidos

3.4.2.1 Suavizacio de média movente

Assumimos que f(n) ¢ desconhecido e e(n) ¢ um processo estocastico de média nula e autocorrelagdo r(n;, ny).
) 2 2

Temos:  E[x(m]=f(n); of =Ele*(n)]=r(n,n)

Suavizamos o sinal por média movente de 2N + 1 amostras:
1 N
n=—— ) x(n—-k
y(n) N k_Z_:N (n—k)

Logo:

1 N N

S =R+ Yen =Ry =y, () +y ()

y(n) =
2N TN N =N

Queremos determinar N por forma a minimizar o valor médio do quadrado do erro y(n) — f(n).

Mas y(n) € um processo estocastico de média y(n) e variancia:

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal 2003
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n+N n+N

Z Z”(klakz)

klnNkan

o2 =Ely? (n)]

Suponhamos que o ruido é branco:  r(n;,n,)=1(n;)o(n; —n,)
Entdo, prova-se que (Papoulis, 1977):

A 1
e Variancia: 0'5 :ﬁl(n +ny) com ‘no‘ <N

2
o Viés: b=E[y(n)]- f(n) = N? fr(n+n),  |m|<N

Dilema:

Para NV largo a variancia é pequena e o viés é grande; para /N pequeno a variancia é grande e o viés pequeno.

Note-se que quando f"(n) = 0 (e.g. intervalos onde o sinal ¢ nulo) o viés ¢ nulo.

Na situacdo em que f"(n) e I(n) sdo suficientemente suaves, temos:

I(n+ny)=~I1(n); f"(n+n)= f'"(n)

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal 2003
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Entao:

N, 1)
36[f (n)] Yy

91(n)
N, =s|——
2L ()]

e=Elym - fnP |26 + o2 =

O minimo de & ocorre para:

Note-se que depende de f"(n) e I(n).

Exemplo:

Determinar o N optimo para a filtragem de sinais com f"(n) = 0.2 e I(n) = 1.

Aplicando a férmula, obtém-se: N,,= 2.57 = 3. Logo, um comprimento total do filtro de L =2N +1 =17.

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal 2003
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Variancia
Viés

Erro

Figura 3.8. Curvas de variancia, viés e erro para f''(n) =0.2 e I(n) = 1.

Seja fin) constituido por varias réplicas de sinais parabolicos, do tipo s(n) = G[49—(n—7)*], com ganho G = 0.1,
embebido em ruido branco com distribui¢do Gaussiana de variancia 1. Estamos nas condi¢des de aplicagdo do
resultado anterior.

8.00

6.00 -
4.00 A
2.00 A
0.00 -
-2.00 ]

-4.00

Figura 3.9. Uma realizacio do processo x(n), com f{(n) constituido por "impulsos parabdlicos" com f''(n) = 0.2 e
ruido branco com I(n) = 1.

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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25

6.00
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1.00

0.00
-1.00 3
-2.00

- - ™ = - v
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- - ™ ™ - =

Figura 3.10. Resultado da filtragem da anterior realizacdo de x(n) para varios valores de /N. Notar o efeito do

viés e da variancia.

Erros obtidos nas filtragens anteriores (realizagdo com 148 amostras):

N L=2N+1 > & (n)
1 3 69.61
2 5 56.62
3 7 57.61
4 9 63.31
5 11 70.90

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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3.4.2.2 Técnica de Médias

Condigdes:

e Processo ergodico.

e Uma realizagdo do processo consiste na repeticdo espagada de varias réplicas de um sinal.

e Ruido de média nula, E[e(n)]=0.

Podemos obter uma versao suavizada do sinal da seguinte forma:

e Alinhar temporalmente as diversas réplicas do sinal, segmentando-o e usando uma medida de correlacao cruzada.
e Determinar a média das réplicas do sinal:

M
2x;(m) > E[x(m]= 1)+ Ele(n]= 1 (n)
i=1 %

Exemplo:

Determinacao de um complexo médio de ondas do ECG.

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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Figura 3.11. Exemplos de obtencao de complexos médios de ondas de ECGs, usando a técnica de médias. Note-se
como se obtém uma suavizacio adequada mesmo para um numero pequeno de réplicas do sinal

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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3.4.3 Estimacao de processos estocasticos

Temos:
x(n) =f(n) + e(n)

Assume-se que todos 0s processos sdo estacionarios e reais.

3.4.3.1 Filtro de Wiener

Pretendemos obter uma estimativa de f(n), usando uma combinagao linear:
f(n)= > x(n—k)h(k),

k=0

por forma a minimizar o erro quadratico médio:
o0

e= 3 (Em -t

n=—0

Para tal, o erro tem de ser ortogonal aos dados:

E{ {f(n) - i x(n — k)h(k)} X(n —m) } =0, Vm
k

=—00

J.P. Marques de Sa - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal
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Donde:

r (m) = ki Voo (m—=k)h(k), Vm

Logo, tomando a transformada em z: S 4 (2) =S, (2)H(z)

O filtro optimo de Wiener, é:

com €rro

e=ry ()~ 3 ri (k)
k=—x

Casos especiais:

1 — A correlagao cruzada do sinal e do ruido ¢ nula:
r fe (m) =0

Entao: Ss(2)=84(2), S (2)=S8y(2)+S.(2)
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H(z)= Sﬁ(z)
Sﬁ‘(z)—i_See(Z)

2 — Verifica-se a condicdo anterior com ruido branco, r,,(m) = 16(m)

Entao:
S (z
H(z)=—2""_ )
S Vi (z)+1
Exemplo:

Processo estocéstico de primeira ordem (ver atras) com ruido branco.

-1
—da

rpmy=a" = §,()=01-d?) . 0<lal<I

(Z+Z_1)—(a+a_1)

Substituindo no anterior H(z):
(a—a ")/

H(z) = | |
(z+z )—-(b+b)

com b+b ' =a+a+@ ! —a)/l
Logo:
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-1
h(m) =22y
(b —b)
-1
E possivel provar que o erro é, neste caso: & = = Z

Para o exemplo da sec¢ao 3.3, coma =0.8 ¢ / = 1, obtém-se:

b=05 h(n)=03x2""; £=03

1

0.9+~

0.8+

0.7+

0.6+

0.5F

0.4+

0.3+~

0.2+

0.1

0 ll é é A‘l é é ‘7 é é 1‘0 1‘1 1‘2 1‘3 1‘4 15 1‘6 1‘7 1‘8 1‘9 20
Figura 3.12. Detalhe das seguintes autocorrelacoes: processo da seccao 3.3 (azul), estimada numa realizacdo de
1000 amostras; curva tedrica (vermelho); resultado da filtragem pelo anterior filtro de Wiener (preto).
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