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4.3 Descrições Tempo-Frequência 

4.3.1 Motivação 
),()( ftTtx x⇔  

 
Análise de sinais determinísticos variantes no tempo ou estocásticos não-estacionários. 
 
Duas classes de métodos: 
 
• Linear 

),(),(),()()()(
2121 ftbTftaTftTtbxtaxtx xxx +=⇒+=  

 
Exemplos: 
  Transformada de Fourier variante no tempo 
  Transformada de ôndulas 
  ... 
 
• Quadrático 

),(),(),(),(),(

)()()(

122121
**22

21

ftbTaftTabftTbftTaftT

tbxtaxtx

xxxxxxx +++=

⇒+=
 

Exemplos: 
Transformada de Wigner 

  ... 
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4.3.2 Transformada de Fourier Variante no tempo 
 
Ideia-chave: Multiplicar o sinal por uma janela corrente no tempo. 
 

∑
∞

−∞=

−+=
1

)()(),(
m

mjemwmnxnX λλ  

 

Temos a versão discreta da Transformada de Fourier variante no tempo, também designada por STFT ("Short Time 
Fourier Transform"). A representação de STFT é chamada espectrograma. 
 
Exemplo: 
 
Chirp linear. 

)sin()( 2
0nwnx =  
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Figura 4.24. Cirp linear com f0 = 0.4x10-3 (512 amostras) e uma janela de 64 amostras. 
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Frequência instantânea de =
∂

∂
n
nn )(:))(sin( ϕϕ 2πf0n = 0.8π10-3n. 

 
Análise com uma janela de Kaiser de 64 amostras e β = 3.5363. 
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Figura 4.25. Espectrograma do chirp linear. A inclinação da recta que passa pelos máximos corresponde à 
frequência instantânea. 
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Figura 4.26. Transformadas de Fourier correspondentes às várias translações da janela de Kaiser. 

 
A STFT é invertível se w(0) ≠ 0: 
 

∫=
π

λλ
π

2

0
),(

)0(2
1)( dnX
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nx  

 
Usando m' = n + m, temos: 
 

∑
∞

−∞=

−−−−=
1

'

)'())'(()'(),(
m

mnjemnwmxnX λλ  



  

APSI - Processamento de Sinal  7 
 
 

 

J.P. Marques de Sá - Fac. Eng. Univ. do Porto, Portugal 2003 
 

Logo: 
 

njenwnhenhnxnX λ
λλλ )()()()(),( −=⊗=  

 
Na versão DFT, calculada com N amostras, temos: 
 

[ ]( )ωπω −= Nkj
k eWH /2)(  

 
Podendo-se obter a STFT a partir de um banco de N filtros. 
 
 

hN-1(n)

h1(n)

h0(n)

x(n)

X(n, N-1)

X(n, 1)

X(n, 0)
...

 
Figura 4.27. Obtenção da STFT por um banco de filtros. 
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Influência da largura da janela: 
 
• Largura reduzida: boa resolução no tempo e má nas frequências. No limite, a janela tem apenas uma amostra, 

)()( nnw δ= , com espectro constante, não permitindo resolver nas frequências. 
 

• Largura ampla: boa resolução nas frequências e má no tempo. No limite, a janela é constante, 1)( =nw , não 
permitindo resolver no tempo. 

 
Princípio da incerteza: 
 
Dado o Teorema do escalamento: 







⇔

a
Fataf ω)(  

 
Então, nenhuma função pode ter uma resolução arbitrariamente boa simultaneamente no tempo e na frequência. 
 
Usando como medidas de duração no tempo e na frequência: 
 

∫∫
∞

∞−

∞

∞−

== ωωω
π

dF
E

Ddttft
E

d 222222 )(
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1;)(1  

 

sendo E a energia do sinal: ∫∫
∞

∞−

∞

∞−

== ωω
π

dFdttfE 22 )(
2
1)(  
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Prova-se que: 
 

Se  0)( →tft   com  ∞→t , então  2/1≥Dd  
 
A igualdade é atingida apenas no caso da curva normal:  

2
)( tAetf α−=  

Exemplos: 
 
a) ECG amostrado a 500 Hz. 
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Figura 4.28. ECG amostrado a 500 Hz, com indicação de vários componentes de onda. 
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Análise no Matlab: specgram(x,512,500,kaiser(256,3.5),250) 
specgram(x,256,500,kaiser(64,3.5),60) 

specgram(x,256,500,kaiser(128,3.5),120) 
specgram(x,256,500,kaiser(32,3.5),20) 
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Figura 4.29. Espectrogramas do ECG para uma largura de janela de 256, 128, 64 e 32 amostras. 
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Notar a boa resolução no tempo e na frequência para 64 amostras, com a detecção dos componentes de onda de maior 
frequência, ondas Q, R. 
 
b) Análise de sinais de voz 
 
Frase "Boa tarde" amostrado a 4009 Hz; 2251 amostras. 
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Figura 4.30. Sinal de voz correspondente à frase "Boa tarde". 
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Figura 4.31. Espectrograma do sinal anterior (Matlab: specgram(x, 256, 4009, hanning(256), 250). A transição 
entre fonemas è visível. 
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4.3.3 Transformada de ôndulas 
 
Ideia-chave: em vez de avaliarmos a semelhança do sinal com uma sinusóide a múltiplas frequências, avaliamos a 
semelhança com uma "ôndula" a múltiplas escalas. 
 
Transformada contínua de ôndulas (CWT): 
 

dt
a

t
a

txaW ∫
∞

∞−






 −

=
τψτ *1)(),(  

 
O parâmetro a é um factor de escala, de dilatação (quanto maior a, mais dilatada é a ôndula). 
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Figura 4.32. Exemplo de duas ôndulas, a ôndula mãe para a=1 e outra comprimida para metade, e o resultado 
da sua aplicação a um sinal. Notar a descrição proporcionada pelas duas ondas. 
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A transformada de ôndulas preserva translações e escalamentos no tempo: 
 

• ),(),()()(~
0~0 atWaWttxtx xx −=⇒−= ττ  

• ),(),()()(~ ~
s
asWaWstxstx xx ττ =⇒=  

 
Não preserva, contudo, translações na escala. 
 
Note-se que a escala  está em correspondência inversa com a frequência: quanto maior a escala, menor a frequência e 
vice-versa. De facto, é possível escrever a CWT na forma: 
 

dtt
f
f

f
ftxfW ∫

∞

∞−








−= )()(),(

0

*

0
τψτ  

 
sendo ψ , a ôndula mãe, uma função ou complexa do tipo passa-banda tendo f0 como frequência central. 
 
Também é possível escrever: 
 

( )dtttxaW a∫
∞

∞−

= *
,)(),( τψτ        com       






 −

=
a

t
a

ta
τψψτ

1)(,  

 
O factor a/1  assegura que todas as ôndulas têm a mesma energia. 
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Notar em particular que )()(1,0 tt ψψ =  é a ôndula mãe. 
 
A transformada inversa de ôndulas é dada por: 
 

∫ ∫
∞

−∞=

∞

−∞=

=
a

a dadtaW
aC

tx
τ

τ τψτ )(),(11)( ,2
 

 
A CWT proporciona uma representação redundante, já que não necessitamos de todo o suporte de W(τ,a) para 
recuperar x(t). 
 
De facto, obtém-se uma representação não redundante dilatações e translações múltiplos de 2: 
 

∑ ∑
∞

−∞=

∞

−∞=

−− −=
k l

kk ltlkdtx )2(2),()( 2/ ψ  

 
sendo d(k, l) a transformada discreta de ôndulas (sinais reais). 
 
Temos, agora, uma representação diádica. 
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Figura 4.33. Representação diádica da transformada discreta de ôndulas. 

 
Notar que: 
 
• A largura das "caixas" é maior quando a altura é menor e vice-versa. 
• A área das "caixas" é constante. 
 
A transformada discreta de ôndulas tem assim um comportamento mais adequado que a STFT face ao princípio da 
incerteza. 
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A transformada discreta de ôndulas (DWT) é definida como: 
 

( )∫
+

− −=
)1(2

2

2)(
2
1),(

l

l

k
k

k

k
dtlttxlkd ψ  

 
Suponhamos que as ôndulas satisfazem as seguintes condições: 
 

∫
∞

∞−

= 0)( dttψ  

∫
∞

∞−

= 1)( 2 dttψ  

)()(),( nntt δψψ =−  

0)(),( =− ntt φψ ,  com 


 ≤≤

=
t

t
t

outros0
101

)(φ  

 
Então os coeficientes da DWT podem obter-se através da decomposição do sinal em: 
 

• Aproximações: ∫
+

=
)1(2

2

),()(
2
1)(

l

l
kk

k

k
dkxtx ττψτ  

 
• Detalhes:  )()()( 1 txtxtg kkk −= −  
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Figura 4.34. Decomposição do sinal anterior em aproximação e detalhe. 

 
A decomposição é realizada usando filtros correspondentes às ôndulas, com decimação por 2. 
 

xk-1(n)

D=2 D=2

LP HP

cAk cDk  
Figura 4.35. Decomposição de um sinal em aproximação cAk e detalhe cDk. 
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A decomposição pode ser iterada em vários níveis até atingir um nível em que os detalhes só representam ruído branco. 
 

x(n)

cA1 cD1

cA2 cD2

cA3 cD3
 

Figura 4.36. Decomposição multinível (3 níveis) de um sinal em aproximações e detalhes. 
 
A reconstrução é feita "bottom-up" usando as interpolações duais das decimações. 
 
Notar que: 
 
• É necessário escolher a ôndula, ordem e nível de decompsição adequado ao problema. 
• Na escolha da ôndula é necessário ter em conta as suas propriedades (ver referências) 
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Exemplos: 
a) Análise de sinais 
Análise do ECG: decomposição nas ondas componentes. 

 
Figura 4. 37. Aproximações e detalhes na análise do ECG usando a ôndula coiflet de ordem 3. Notar que o 
detalhe d3 só ocorre no segmento QR do sinal. 
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b) Remoção de ruído em sinais 
 
Remoção de ruído de alta frequência do ECG. 
 

Método: fixação de limitações nos detalhes. 
 

 
Figura 4.38. Remoção e limitação de detalhes para o ECG anterior. 
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Figura 4. 39. ECG original e reconstruído. 

 
c) Detecção de descontinuidades 
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Figura 4.40. Detalhes mostrando uma descontinuidade imperceptível (ôndula coif3; 3 níveis). 
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d) Remoção de evoluções lentas ("trends") 
 

a  

b c
Figura 4.41. Sinal ECG original (a) e sinal reconstruído (b) usando só os detalhes de uma decomposição em 9 
níveis (c), usando a ôndula Daubechies db5. 
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4.3.4 Transformada de Wigner 
 
Transformação quadrática: adequada à representação tempo-frequência da energia de um sinal, logo, adequada à 
representação de sinais estocásticos não-estacionários. 
 
Transformada de Wigner: 
 

ννντττ νπ

ν

τπ

τ
defXfXdetxtxftW tjfj 2*2*

2222
),( 






 −






 +=






 −






 += ∫∫

∞

−∞=

−
∞

−∞=

 

 
Propriedades: 
 

∫ =
f

txdfftW 2)(),(  
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t
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),(),(* ftWftW =  

),()( 00 fttWttx −⇒−  
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⇒
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Exemplo: 
 
Segmentos de EEG de vigilância e sono com 500 amostras. 

 
Figura 4.42. Transformada de Wigner do EEG de vigilância. 
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Figura 4.43. Transformada de Wigner do EEG de sono. 
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