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1. Introducéao

A extensdo da programacdo linear para ambientes de decisdo em que predomina a
incerteza permite continuar a usar modelos bem conhecidos dos analistas e agentes de
decisdo, mas sem o caracter peremptdrio acerca de dados e parametros que as ferramentas
classicas pressupdem. E possivel, assim, abordar situagdes em que a fixacdo de valores
teria de ser algo arbitréria, embora se conhecam distribuicdes de possibilidade ou, pelo
menos, intervalos de variagdo para esses valores.

O presente texto foi elaborado na sequéncia da leccionacdo, em disciplinas de mestrado,
de sessdes introdutdrias sobre esta matéria. Em consequéncia, tem um caracter funda-
mentalmente pedagdgico, recomendando-se o aprofundamento destes conhecimentos
através de consulta a bibliografia recomendada.

Essencialmente, abordam-se as diversas formulagdes para a extensédo mais vulgarizada,
aquela que incorpora incertezas nos recursos (termos independentes das restrigcdes),
discutindo-se as semelhancas e diferencas entre os varios modelos, e abordando-se o caso
multiobjectivo. No entanto, também sdo referidos outros modelos, aplicaveis quando ha
incerteza nos coeficientes da funcgéo objectivo, e modelos para o caso em que todos 0s
parametros sé@o incertos.

O texto pressupde conhecimentos basicos sobre conjuntos imprecisos (fuzzy sets) e sobre
programacéo linear (PL). No entanto, a primeira seccéo recorda a formulacao tipica da
PL, com o objectivo de fixar notacdo e servir de base a exposi¢do seguinte. As restantes
seccoes descrevem os modelos para diversas situagdes de incerteza no modelo base.

2. Programacao Linear

Recorde-se 0 modelo tipico dos problemas de programacdo linear em que se pretende
maximizar uma quantidade (p.ex. producéo) utilizando recursos limitados:

P1: Problema de programacéo linear

max z =c'.X
suj AXx<b
x=0




Nestes problemas, procura-se a decisdo 6ptima x* que permita obter o 6ptimo z*=c'.x*,
respeitando as restrices (x*[IX, sendo X={x=0 | A.x<b}). Os valores dos recursos
disponiveis b supdem-se conhecidos, bem assim como os coeficientes ¢ da funcédo
objectivo.

As técnicas de resolucdo sdo bem conhecidas, avultando o algoritmo do Simplex (devido
a Dantzig) que foi o padrdo para estes problemas durante mais de quarenta anos.
Modernamente, tem vindo a ganhar importancia os algoritmos de ponto interior, a partir
dos trabalhos de Karmarkar. A questdo da resolucdo, no entanto, esta para além do
ambito deste texto.

3. Decisdes em ambiente de incerteza

Na maior parte dos casos reais, os valores de b, c e A do problema anterior ndo podem
conhecer-se com exactiddo, correspondendo a estimativas ou previsdes das condi¢cdes em
que o processo de decisdo toma lugar. Tradicionalmente, fazem-se estudos de pos-
-optimizacdo, nos quais se procura determinar a sensibilidade dos resultados as variagdes

dos dados.

Por um lado, preferem-se solucdes robustas, ou seja, decisbes que se mantém optimas
para uma certa gama de valores dos termos independentes ou dos coeficientes da funcéo
objectivo. Por outro lado, ndo se querem descartar hipoteses de decisdo muito favoraveis,
apenas porque violam ligeiramente uma restricdo cuja rigidez €, talvez, excessiva.

A introducdo da teoria dos conjuntos imprecisos (fuzzy sets) permitiu atacar estas
questdes de forma sistematica, tendo surgido, nos anos mais recentes, uma multiplicidade
de modelos com diferentes perspectivas de abordagem. Alguns aspectos, no entanto séo
comuns a generalidade dos modelos:

- Existéncia de uma situacdo de base, correspondente a um conjunto de valores
com possibilidade 1, ou seja, uma situacdo compativel com a descri¢do
linguistica das variaveis. A diferenca essencial para o caso rigido € que ndo se
estipula que esta situacédo é Unica, nem que todas as outras ndo s@o de considerar;

- Necessidade de tomar decisdes. Nos problemas operacionais como P1, a decisdo
Optima € o resultado da resolucdo do problema, ndo havendo, realmente,
necessidade de tomar decisGes, mas apenas de as aplicar. Mas, quando se toma
em conta a incerteza, surge sistematicamente a necessidade de decidir entre obter
mais (com maior risco), ou diminuir o risco (obtendo menos). Esta questdo
torna-se clara nas secgdes seguintes.




4. Recursos imprecisos

A primeira versdo de programacéo linear imprecisa, e ainda hoje a mais divulgada,
corresponde a modelizar a incerteza nos recursos, considerando que a situagdo expressa
nas restricdes corresponde a uma estimativa prudente dos valores disponiveis, ou que
existe flexibilidade para alguma violacgao das restrigdes.

4.1. Modelo fundamental

Os modelos admitem, ent&o, que os valores dos termos independentes b (em P1) podem
ser ligeiramente ultrapassados, com insatisfacdo crescente, e sem ultrapassar uma certa
tolerancia p; em cada restricdo i. Havendo m restri¢Ges, isto corresponde a definir m
conjuntos imprecisos:

A="x satisfaz a restricdo i"
com funcdes de pertenca

! (Ax), <b,
ui(x,,&i): Eu[(A.x)i —bi] b, <(Ax), <b, +p, (1)
L (Ax) > b, +p,

onde P - [0, 1] é uma funcdo mondtona nédo crescente

A extensdo do conceito de admissibilidade corresponde a substituir o conjunto X pelo
conjunto impreciso X = "x é admissivel™;

X=AnA,n..A,
sendo o grau de admissibilidade da solucéo x dado por:
Ug (X, X ) = min {u(X, Ay), Up(A)), ..., Un(, A}
Esta nova situacdo pode representar-se, nas formulagc6es dos problemas, por
AXx<b ou AXx<b
significando, no primeiro caso, que Se representa a incerteza nos recursos e, no segundo,

que as restricdes sdo flexiveis. Repare-se, no entanto, que a formulacdo matematica é
comum as duas interpretacoes.



4.2. Resolucéo

Independentemente dos modelos, usa-se normalmente uma funcédo p linear, conduzindo a
uma funcéo de pertenca aos conjuntos A; com a seguinte forma:

il (Ax) <b,
ui(x"&i)zg_% b, < (Ax) <b, +p, )
o (Ax) >b, +p,

Por outro lado, define-se tambeém, usualmente, um conjunto impreciso relacionado com a
funcdo objectivo:

Z="x satisfaz o objectivo"

cuja funcdo de pertenca € construida de forma semelhante a anterior, com base na
definicdo de uma meta b, e uma tolerancia p,, que exprimem as aspira¢cdes do agente de

deciséo e a rigidez com que as encara:

[0 c'x<b, —p,
= b, —c'x ,
Uo(X'Z)=§‘Op— b, =c'x=b, -p, ©)
0
=] c'X>Db,

Ou seja, se a solugdo x conduz a z(x) = b,, entdo é compativel com o conceito associado a
z, e U,=1. Se o valor da funcgdo objectivo nem sequer esta dentro da tolerancia (z<by-p,),
0 conceito ndo se aplica, e u,=0. Nas situacdes intermédias, u, varia suavemente,
exprimindo a proximidade a uma ou outra das situacdes extremas.

4.3. Modelo de Zimmermann

Neste modelo, o utilizador define o valor de b, e p,, com o significado indicado atras, e a
funcdo objectivo é transformada numa restri¢do adicional, que poderia escrever-se:

a cuja satisfacdo ficava associada a funcédo de pertenca u, (x) definida anteriormente.

Tendo em conta que a "decisdo Optima™ € a interseccdo do conjunto "x satisfaz as res-
tricdes™ com o conjunto "x satisfaz o objectivo” (todos os trés conjuntos sdo imprecisos),



a decisdo x a tomar sera, finalmente, aquela que tiver a maior funcéo de pertenca:

a = max min{ug () u,(x} (4)

A determinagdo de x e a pode feita com facilidade se se notar que todos os valores dos
graus de pertenca das restricGes (incluindo a da fungdo objectivo) tém que ser maiores
que a (ou a ndo seria 0 minimo...). Por outro lado, procura-se 0 maior o que satisfaca
essas condicdes e esteja no intervalo [0, 1]. Estas consideragdes conduzem ao problema
de PL seguinte, que permite obter x e a.

P2: Problema auxiliar (Zimmermann)

max o

suj: ui(xX)=a  i=0,1,2,..,m
a<l
x20,a020

Repare-se que x € a solucdo Optima (neste contexto), enquanto a d& uma ideia do risco
associado, ou seja, se o estiver proximo de 1, as violagbes as condigdes base das
restricbes ndo sdo muito grandes, enquanto que, para valores baixos de o, hd uma
possibilidade elevada das restri¢es serem violadas.

Isto leva-nos a observacdo feita atrds, acerca da necessidade de tomar decisdes. Na
verdade, ao definir b, e p,, 0 agente de decisdo estabeleceu, implicitamente, o risco
associado a decisdo final. Se ele entende que o risco é muito elevado, tendera a resolver
de novo P2, mas com uma meta menos ambiciosa (menor b,) ou menos rigida (maior py).
No caso de ser z* que é considerado insuficiente, podera haver um processo inverso,
sabendo-se que a diminuird. Os métodos seguintes mostram diferentes maneiras de
abordar esta questao.

4.4. Modelo de Werner

Esta abordagem usa um procedimento semelhante ao do modelo anterior, apenas sendo
diferente a forma de definir o grau de satisfacdo do objectivo, ou seja, os valores de b, e
Po- A0 contrario do modelo de Zimmermann, em que esses valores sdo fixados pelo
agente de decisdo, Werner propbe a resolucdo prévia dos dois casos extremos que
correspondem a versdao base dos recursos (b) e a maxima quantidade de recursos



disponiveis (b+p). Designando por z, o valor optimo da funcdo objectivo no primeiro
caso, e por z, o valor dptimo no segundo caso, tem-se, para a meta e tolerancia:

A partir daqui, o processo € idéntico ao que se descreveu na sec¢do anterior, incluindo a
construcéo e resolugdo do problema auxiliar P2. Neste caso, ndo ha qualquer intervengdo
do agente de deciséo, 0 que pode ser entendido como uma vantagem (o modelo fornece,
peremptoriamente, uma solu¢do "Optima™), ou como uma desvantagem (a solucédo
"Optima" pode envolver demasiado risco, ou pelo contrario ser demasiado prudente,

dependendo da estrutura de preferéncias do agente de decisdo).

4.5. Modelo de Verdegay

Neste modelo, a op¢do tomada é filosoficamente oposta da anterior, fazendo o agente de
decisdo participar explicitamente na decisdo final. O processo comeca por uma
formulacdo paramétrica do problema base, que permite relaxar globalmente as restrigdes,
de acordo com um pardmetro a, correspondente ao grau de satisfacdo minimo do
conjunto das restrigdes.

P3: Formulacdo paramétrica do problema

max z = c'.X
suj AXx<b+ (1-a).p
as<1
x=20,a=0

Ou seja, para a = 1 tem-se o problema original, e diminuindo a vao-se obtendo solugdes
com z maior, a custa de uma maior utilizacdo dos recursos, até ao méximo das
toleréncias, que corresponde a a = 0. Repare-se que, nas duas situacfes extremas, a
funcdo objectivo toma os valores z, (para a = 1) e z;, (para a = 0) referidos na seccao
anterior.

A ideia do método de Verdegay consiste em resolver P3 para varios valores de a, e
apresentar a lista de solucBes ao agente de decisdo, que escolherd entdo a solucgéo
preferida, em face dos valores de z e da robustez correspondente. Ndo hd, portanto,



qualquer tipo de prescricao, sendo de esperar que diferentes agente de decisdo escolham
diferentes alternativas, em funcdo as suas diferentes percepcGes do risco e das suas
aspiracdes em relacédo ao valor da funcédo objectivo.

4.6. Modelo de Chanas

Este modelo combina varias caracteristicas dos modelos anteriores, podendo dizer-se que
¢ praticamente uma combinacdo dos modelos de Verdegay e de Zimmermann, com
alguma representacéo grafica (ndo essencial) associada. Inicialmente, tal como no modelo
de Verdegay, € construido o problema paramétrico P3, de forma a gerar uma lista de
valores de z para diversos graus de satisfacdo das restricdes. No entanto, esta tabela ndo
visa, como no caso anterior, uma decisdo directa do agente de decisdo, mas apenas
permitir-lhe especificar b, e p, com maior conhecimento do problema do que acontecia
no modelo de Zimmermann.

A segunda fase corresponde a resolucao do problema P2, obtendo-se, portanto, a solucéo
com maior grau de pertenca ao conjunto impreciso "decisdo optima", tal como se referiu
na seccdo 4.3. No entanto, podem aproveitar-se os valores ja calculados na primeira fase
para obter uma resolugédo grafica relativamente simples, com recurso a expressao (3) e
nos valores de b, e p, fixados pelo agente de deciséo.

Na verdade, é possivel tracar o gréfico de u, em funcéo de 1-a, usando o valor de z(a) da
tabela, a expresséao (3) e os valores de b, e p,, e determinar a intersec¢do com ug(1-a)=q.
O valor obtido corresponde ao maximo de min{u,, Ug}, que é a solugdo procurada. A
fungdo u, é normalmente linear por segmentos, correspondendo os pontos de quebra a
mudancas na base 6ptima no problema parameétrico.

Figura 1: Modelo de Chanas - determinacéo gréfica da solugéo.
pt
Uo
Uec
Ug
1-al] -
1-a




A figura 1 da um exemplo do processo grafico descrito, mostrando como se determina o
valor de o* pretendido. A solucdo x* correspondente, e o valor de z*, podem ser obtidos
da tabela, ou resolvendo o problema paramétrico P3 para a*. Como se disse, esta solucéo
é igual a que se obteria resolvendo directamente P1 com os valores de b, e p, indicados
pelo agente de deciséo.

4.7.  Modelo multiobjectivo de Zimmermann

O modelo de Zimmermann descrito em 4.3 também foi aplicado a problemas multiobjec-
tivo, ou seja, problemas em que existem varias funcdes objectivo, normalmente confli-
tuosas entre si. Na formulacdo matricial destes problemas (compare-se P4 com P1), os
varios vectores de coeficientes das fungdes objectivo s@o reunidos numa matriz C,
ficando associado a cada solucdo x um vector z de valores das funcBes objectivo.
Finalmente, escreve-se "max™ para salientar a impossibilidade de maximizar simultanea-
mente todas as funcdes objectivo.

P4: Problema linear multiobojectivo

"max" z = C.xX
suy AXx<b
Xx=0

A discussdo deste tipo de problemas ultrapassa o @mbito deste texto, pelo que apenas se
refere que se procura obter a solugédo preferida, conjugando as condic¢Ges do problema P4
com a estrutura de preferéncias do agente de decisdo, muitas vezes através de
procedimentos interactivos.

O modelo de Zimmermann para o caso multiobjectivo passa ao lado desta problematica,
limitando-se a fazer uma extensdo do modelo apresentado na seccdo 4.3, supondo
novamente que os recursos disponiveis sdo dados com alguma tolerancia. O agente de
decisdo € chamado a fornecer os valores das metas b; e tolerancias p; para todos os
objectivos, construindo-se as restricdes correspondentes:

cj.xzbj

definindo-se os graus de pertenca u; (x) de forma semelhante a da expresséo (3).



O problema auxiliar a resolver é também essencialmente igual a P2:

P5: Problema auxiliar para o caso multiobjectivo (Zimmermann)

max a
suj: u;(X)=a  todas as f.objectivo j
U;(X) =a  todas as restrigdes i
a<1
x20,a0=20

Tal como anteriormente, a resolucdo fornece o valor de a e a decisdao "Optima™ x
correspondente, com o significado que se apontou na seccdo 4.3. No que respeita as
funcBes objectivo, as preferéncias do agente de decisdo ficam implicitamente definidas
quando ele estabelece — separadamente — as metas e tolerancias para cada uma das fun-
coes. N&o h4, portanto, qualquer julgamento sobre a importancia relativa dos objectivos,
0 que tem sido apontado como um ponto fraco desta abordagem. Possivelmente, a utiliza-
¢do de um método menos prescritivo, como de Verdegay, poderia permitir ultrapassar
parcialmente esta limitacao.

5. Outros modelos paramétricos

Os modelos tratados até agora lidavam, exclusivamente, com a incerteza nos recursos,
admitindo uma relaxagdo paramétrica das restriches até as tolerancias maximas. Nesta
seccdo, descrevem-se modelos que tratam a incerteza presente noutros parametros,
mantendo o principio paramétrico de existéncia de uma situacdo de base e variacdo
conjunta dos parametros até um limite maximo.

5.1. Imprecisdo nos coeficientes da fungéo objectivo

Este modelo, de Verdegay, considera as restricdes rigidas, mas admite que os valores dos
coeficientes ¢, da fungdo objectivo (supostos positivos) podem variar conjuntamente até
um maximo de c,+q,. Ou seja, consideram-se imprecisos 0s ¢,, com a forma seguinte:

~

G =C + (1_0)-% (5)

O modelo de Verdegay para estes problemas consiste em definir o problema dual do
problema inicial (P1 com coeficientes imprecisos):



P6: Problema dual (coeficientes imprecisos)

minz =b"y
suj Aly<c+(1-0).q
yUR

Com pequenas diferencas, fica-se com um problema com incerteza nos recursos, podendo
aplicar-se, portanto, qualquer dos modelos referidos na seccdo anterior.

5.2. Imprecisdo em todos 0s parametros

O modelo proposto por Carlsson e Korhonen pemite lidar com problemas em que a
incerteza afecta os recursos, os coeficientes da funcdo objectivo e a matriz dos
coeficientes tecnologicos.

P7: Incerteza em todos os coeficientes
max C'X
suj Ax<b
x=0

Em todos os casos, supBe-se uma variacdo paramétrica, tal como tem vindo a ser
considerado neste capitulo. A partir de valores de base ¢, b; e a;, admite-se uma varicao
paramétrica conjunta até limites respectivamente q,, p; € ri, OU Seja:

~

G =C, +({-a)aq,
5i =b, +(L-a)p,

Qy =ay t (l_ a)'rik

A substituicdo em P7 leva ao estabelecimento de um problema parametrizado em a, que
pode ser abordado segundo o conceito usado no modelo de Verdegay descrito em 4.5,
resolvendo para varios valores de a e apresentando a lista correspondente ao agente de
decisdo, que finalmente escolhe o risco que esta disposto a correr, em face da
remuneracao (o valor de z) associada. Na verséo original, sdo usadas funcgdes de pertenca
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nédo-lineares (aparentadas com funcdes utilidade) e diferentes para cada classe de valores,
conduzindo a um problema tecnicamente complexo, de caracter prescritivo (semelhante
ao modelo de Chanas que se descreveu atras).

Trata-se de um modelo bastante simplificado, onde a presuncao de variagcdo conjunta de
todos os parametros € dificilmente justificavel. Esta deficiéncia, comum a todas as
perspectivas parametricas, pode ser ultrapassada pela consideracdo de verdadeiros
numeros imprecisos, como se verd, embora superficialmente, no capitulo seguinte.

6. Modelos ndo-paramétricos

Em todos os modelos do capitulo anterior, partia-se de uma situacdo de base considerada
certa, que permitia obter um determinado resultado para os problemas, mas admitia-se
que poderia haver variacdo dos parametros (ou termos independentes das restricdes) no
sentido favoravel (permitindo aumentar o resultado), sendo essa variagdo conjunta em
todos os valores.

N&o é essa, no entanto, a situacdo mais frequente quando se lida com quantidades
incertas. Geralmente, é dado um valor central (ou um intervalo), com possibilidade 1, e
margens de variacdo lateral, correspondendo a intervalos cada vez mais largos onde se
pode situar o valor, com possibilidade associada cada vez menor. Uma forma vulgar de
representacdo sdo 0s numeros triangulares, como o da figura 2.

Esta representacdo estd bastante generalizada, nomeadamente na Engenharia, em
particular nos estudos de planeamento, onde as estimativas feitas por peritos tém
normalmente associada uma incerteza "bilateral” bem modelizada pelos numeros
triangulares (ou trapezoidais).

Figura 2: NGmero triangular

u(x)
1
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Nas seccdes seguintes da-se um exemplo de um modelo de programacéo linear que usa
numeros triangulares para modelizar a incerteza nos coeficientes da funcédo objectivo.

6.1. Coeficientes imprecisos na fungéo objectivo

Adimitindo que a incerteza associada aos coeficientes da funcdo objectivo de P1 é
representada por nimeros triangulares:

< — (A2 b Ac
Ck—(Ck,Ck,Ck)

onde os indices a, b, ¢ ttm o significado descrito na figura 2, verifica-se que o valor da
funcdo objectivo correspondente a uma solucdo x passa a ser, também, uma quantidade
imprecisa. Aplicando as regras operatorias da aritmética dos nimeros imprecisos, pode
calcular-se esse valor de forma bastante simples, através de

Z= Z (ci.xk, Cp Xy, cﬁ.xk)

ou
Z=(c,.x,c,.x,c.x)

onde ¢, = [cj‘ c ...ci], etc.

6.2. Modelo de Lai e Hwang

Neste modelo, parte-se do principio que os valores c, correspondem a situagdo "mais
pessimista”, sendo c. 0s "mais optimistas” e c, a situacdo de maior possibilidade. Note-se
que isto sO se aplica se todos os valores forem positivos, 0 que pode ndo acontecer, e
obriga a algumas altera¢des nao triviais.

Nestas circunstancias, os autores constroem um problema auxiliar, considerando que:
- Interessa maximizar a fungéo objectivo para os valores com maior possibilidade;
- Interessa alargar o resultado impreciso Z no sentido dos valores mais
optimistas, ou seja, se estes ocorrerem, a decisdo x deve permitir aproveita-los;
- Interessa apertar Z em relacdo aos valores pessimistas, para que a sua
ocorréncia ndo faga piorar muito o resultado.

O novo problema, que € um problema linear tri-objectivo, tem a formulagdo que se
descreve a seguir.

12



P8: Problema auxiliar (Lai e Hwang)

max c,.X

max (c, —c, ) x
min (c, —ca)'.x
suj:  xOX

Como se disse anteriormente (cf 4.7.), a resolugdo de um problema multiobjectivo
implica a participacdo do agente de deciséo, que valorizara os trés objectivos de acordo
com as suas preferéncias. Por exemplo, se se pretender minimizar o arrependimento
futuro em relacdo a uma decisdo Unica, o terceiro objectivo ganha importancia
(Juntamente com o primeiro) em relagdo ao segundo. Por outro lado, se a necessidade de
tomar decisOes se repete, a primeira fungéo objectivo torna-se com certeza prevalecente,
e a segunda pode ganhar importancia. Essencial é assentar-se que, neste tipo de
problemas, ndo se pode determinar uma solu¢do Gptima inquestionavel, pois diferentes
estilos de decisdo conduzem a solugdes "6ptimas™ diferentes, todas elas defensaveis.

Uma vez obtida, a solu¢do do problema auxiliar P8 constitui também a solugéo de P7, na
perspectiva indicada. Seriam possiveis outras abordagens, mais ou menos prescritivas,
mas € de notar que a transformacdo num problema de decisdo é inevitavel, pois, em
ambiente incerto, sempre havera que escolher entre risco e resultado que pode ser obtido.

7. Sugestdes bibliogréaficas

O principio
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A primeira biblia
Dubois, D., Prade H. (1980), Fuzzy Sets and Systems: Theory and Applications,
Academic Press, New York.

Possivelmente, o melhor para comecar

Zimmermann, H.J. (1985), Fuzzy Sets Theory and Its Applications, Kluwer-Nijhoff,
Boston.
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Topicos interessantes sobre SAD

Zimmermann, H.J. (1987), Fuzzy Sets, Decision Making, and Expert Systems, Kluwer,
Boston.

Para mergulhar nas profundezas da incerteza
Klir, G.J., Folger, T.A. (1988), Fuzzy Sets, Uncertainty, and Information, Prentice-Hall,
New Jersey.

Review muito actual e didatico

Lai, Y.-J., Hwang, C.-L. (1992), Fuzzy Mathematical Programming - Methods and
Applications, Springer-Verlag, Berlin.
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