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1. Introducéao

Este texto destina-se a utilizacdo no ensino e investigacdo, como manual operacional para a
regressao linear. Nesse sentido, prescinde-se de qualquer tipo de desenvolvimento tedrico, e
centra-se a atencdo nos procedimentos a efectuar para realizar um exercicio completo de
regressdo, ou seja, incluindo alguns cuidados com a selec¢édo de variaveis e a validacéo de
resultados (testes de hipoteses e intervalos de confianca), nem sempre tidos em conta na
pratica corrente.

Os leitores interessados em maior profundidade tedrica ou em aspectos adicionais podem
recorrer a lista bibliografica indicada no fim do texto, ou a qualquer livro sobre esta matéria.
O primeiro livro da lista serviu de base a muito do presente texto, cuja organizacdo e
redacc¢do sdo, no entanto, bastante diferentes, dados os seus objectivos.

Procurou-se ser 0 mais conciso possivel, partindo do principio que o utilizador ja teve algum
contacto com esta técnica. No entanto, o texto também pode ser usado por quem ndo tenha
tido qualquer contacto prévio com a regressao.

2.  Preliminares
2.1. Convencgles

As variaveis sao designadas por letras maiusculas em italico (Y, X,), 0 mesmo se passando
com as suas médias (Y, X,). Os vectores sdo representados em letra mintscula carregada

(y, i), e os seus elementos em italico e letra minuscula (y;, x;). Usam-se letras maidsculas
carregadas para as matrizes (X, M, W), sendo os seus elementos representados como os dos

vectores. O acento circunflexo é usado para indicar que se trata de valores estimados
(0, V). A transposicdo de vectores e matrizes é indicada por uma plica (y*, M"). Constantes

e outros valores mateméticos sdo apresentados em letra mindscula e italico. Outras
convencoes sao referidas a medida que aparecem no texto.

As referéncias a distribuicfes estatisticas sdo feitas do modo usual, indicando-se entre
paréntesis ou em indice os pardmetros necessarios. Por exemplo, N(u,0) designa uma
distribuicdo normal com média p e variancia ¢?, enquanto que t, ,,(n-p-1) indica o valor
critico da distribuicdo t de Student com n-p-1 graus de liberdade e nivel de significancia y
(teste bilateral).

2.2.  Modelo da regresséo linear

A regressdo nasce da tentativa de relacionar um conjunto de observacdes de certas variaveis,



designadas genericamente por X, (k=1..p), com as leituras de uma certa grandeza Y. No caso
da regressao linear, esta subjacente uma relacao do tipo:

Y=a+b, X;+b,X,+...+b, X

potp

onde a, by, b,, ... b, seriam os parametros da relagdo linear procurada. O objectivo pode ser
explicativo (demonstrar uma relacdo matemética que pode indicar, mas ndo prova, uma
relacdo de causa-efeito) ou preditivo (obter uma relacdo que nos permita, perante futuras
observacOes das variaveis X,, prever o correspondente valor de Y, sem necessidade de o
medir). Dadas as caracteristicas deste texto, ndo se aprofundara esta questdo, mas a distingdo
bésica entre as duas situacGes € fundamental. Independentemente dos objectivos, as
variaveis X, sdo muitas vezes designadas por variaveis explicativas, uma vez que tentam
explicar as razdes da variagdo de Y.

Supondo que se dispde de n conjuntos de medidas com as correspondentes observagoes, a
utilizacdo do modelo incluird sempre uma parcela de erro. Utilizando o indice i (i=1..n) para
indicar cada conjunto, ter-se-a entao:

Yi=a+ by Xy +byX+ ...+ Dby Xt € i=1..n

Independentemente das motivacfes, a versdo da regressdo linear que aqui Se apresenta
consiste em estimar os valores dos parametros a, b;, b,, ... b, atraves da minimizacéo da
soma dos quadrados dos desvios. Dai 0 nome de método dos minimos quadrados que as
vezes se utiliza, nomeadamente para a regressao simples (p=1). O termo multi-regressao é
usado para explicitar o caso p>1.

Neste ponto, é conveniente definir:

y =[iYe- Vil vector das leituras

Xie = [Xue Xo - X' vector das observag6es de cada varidvel X,

X =X Xz .. Xp] matriz de observagdes (elementos x;, i=1..n, k=1..p)
b =[abe]=[ab,b,..DbJ vector dos parametros

e =[ece; .. &) vector dos erros

1 =[1..1] vector unitario de dimenséo n

Xa =[1 X1 X5 .. Xp] matriz aumentada de observacdes (i=0..n, k=0..p)

Com estas definicdes, é possivel escrever a expressdo anterior de forma compacta:

y=al+Xb,+e



ou

Y= X.b +ef

Uma vez obtida a estimativa b dos pardmetros b, a expressdo operacional da regressdo
permite obter estimativas y das leituras correspondentes as observacdes X, X, .. X:

y=a+bx,+bx, + ... +b,x

ou

y=a+x'.b,

O célculo simultaneo dos valores estimados correspondentes as observacdes usadas na
parametrizacdo da regressao pode ser feito com base na expressdo matricial correspondente:

y=X,_.b

Nas restantes secgdes deste texto, ddo-se indicacBes sobre a selec¢do de variaveis, obtencdo
de estimativas dos parametros e interpretacdo e validacéo de resultados.

2.3. Pressupostos

Para além de pressupostos gerais acerca da correcta especificacdo do modelo e da medicao
sem erros das varidveis observadas, um pressuposto importante para todo o
desenvolvimento é de que os erros do modelo e tém média nula, ndo estdo correlacionados e
tém variancia constante o. Se estes pressupostos ndo forem verificados, muitas das
expressoes utilizadas neste texto podem deixar de fazer sentido, pois foram deduzidas a
partir dessa hipotese.

Uma condigdo adicional para os erros do modelo é de que estejam normalmente
distribuidos. Néo sendo essencial para a derivagdo das expressdes de célculo das estimativas
dos parametros, este pressuposto é indispensavel para toda a matéria respeitante a testes de
hipoteses e derivagdo de intervalos de confianga e, em geral, para toda a validagdo estatistica
dos resultados.

Para contemplar esse importante aspecto, este texto inclui alguns procedimentos de verifica-
¢ao, a posteriori, dos pressupostos respeitantes aos erros do modelo (analise de residuos).

2.4. Médias e variancias

Sobretudo com o intuito de fixar notagdes, recordam-se, a seguir, algumas defini¢es que



sdo utilizadas no resto do texto.
Define-se a média de uma variavel através de:

n n

Z Xik Z Y,

(observacdes) ou Y = e (leituras)

X, =

Note-se que, em rigor, as expressdes anteriores referem-se a média amostral, que € uma
estimativa ndo tendenciosa da media das variaveis. Com esse facto em conta, utilizar-se-&o
estas designacdes no texto, por ndo haver possibilidade de confusdo, uma vez que as médias
populacionais ndo sao acessiveis.

Por outro lado, definindo

soma dos quadrados dos desvios em relacdo a média de X,, a estimativa ndo tendenciosa da
variancia de X, é dada por:

d2 Z(Xik - Xk)2
K

n-1 n-1

S =

2
k

De forma analoga se calcularia a estimativa da variancia de Y.

3. Modelizagéo
3.1. Variaveis ndo-numéricas

A inclusdo de categorias no modelo da regressdo deve fazer-se recorrendo a varidveis
binarias. No caso mais simples, em que ha duas categorias (A e B), cria-se um variavel X,,
com dois valores possiveis, correspondendo cada um a uma das categorias. Os dois valores
costumam ser 0 e 1, mas pode ser usado qualquer par de nimeros. Se houver ¢ categorias,
deverdo criar-se as variaveis binérias necessarias para definir todas as categorias. O nimero
de variaveis a criar é o inteiro imediatamente superior (ou igual) a log, c. Por exemplo, para
3 categorias A, B e C, poder&o criar-se 2 variaveis X, e X,, definidas como na tabela 1:

Tabela 1: Variaveis binarias para 3 categorias



X
X, 0 1 0

[EEN
o

Um erro frequente consiste em usar variaveis com mais de dois valores, o que institui uma
ordem a priori e uma relacdo fixa entre classes. No caso do exemplo, seria portanto errado
usar apenas uma variavel que tomasse os valores (0, 1, 2) para as trés classes.

3.2. Interacgdes

Os efeitos conjuntos de variaveis podem ter de ser incluidos no modelo linear, se elas ndo
forem independentes. No caso de variaveis numeéricas, o grafico de Y vs X,.X, deve ser
linear, se o termo for de incluir. No caso de X, representar uma categoria, sendo X, uma
variavel numeérica, os graficos de Y vs X, para diversos valores de X, devem ter distintas
inclinacOes e ordenadas na origem, se a interaccgao entre as duas varidveis for importante.

3.3. Suavizar

Para facilitar a visualizagdo as tendéncias dos dados, nomeadamente em graficos, podem
usar-se mecanismos de suavizagdo de irregularidades em dados ordenados, como médias
moveis ou medianas de trés pontos. A regularizacdo por médias moveis consiste em
substituir cada ponto (x;, yi) por (X, z;), onde z; € a média dos valores de Y nos 3 ou 5 pontos
centrados em (x;, Vi), por exemplo z=(yi,+Yii+Yi+Yia+Yi.)/5, sendo ignorados, neste caso,
necessariamente os dois primeiros e dois Ultimos pontos da lista, previamente ordenada
pelos valores de X. Na utilizacdo da mediana de 3 pontos, substitui-se cada valor de y; pela
mediana de (yi1, Vi Vis1), repetindo-se o processo até estabilizar. Neste caso, 0s pontos
extremos da lista inicial, ordenada pelos valores de X, mantém-se fixos ao longo do
processo.

3.4. \Variaveis ortogonais

H& vantagem em que o0 maior nimero possivel de variaveis sejam ortogonais, pois permite
simplificacBes e separabilidade no céalculo. Recorda-se que duas varidveis X, e X, sdo
ortogonais se x| [x, =0. Note-se, por outro lado, que as variaveis que representam
categorias ndo sao obrigatoriamente ortogonais. No caso do exemplo da tabela 1, X; e X, séo
ortogonais, mas 0 mesmo néo se passaria se fossem definidas como na tabela 2:

Tabela 2: Variaveis binarias ndo-ortogonais



Xy
X,
4.  Transformacdes dos dados

OO>
=

Em alternativa ao uso das variaveis originais ("raw"), podem ser usadas variaveis centradas
("centered"), estandardizadas (“standardized™) ou com norma unitaria (“unit lenght"),
obtidas através das transformacdes indicadas a seguir. Todos estes procedimentos visam

compatibilizar, de algum modo, variaveis que podem ter escalas e dispersdes muito
diferentes. Em particular, a comparacéo da influéncia relativa das diversas variaveis, com
base nos parametros estimados, so faz sentido se as variaveis forem normalizadas.

Como se verd noutro local deste texto, os resultados obtidos depois de qualquer das
transformacdes que se descrevem a seguir sao sempre iguais aos da versdo com os dados
originais. Também os parametros tém relacbes simples entre si, permitindo passar
facilmente de uma formulacéo a outra.

4.1. Centragem

Uma transformacao simples consiste em centrar cada variavel em relacdo a sua média. A
variavel transformada M, obtém-se de X, através de:

Semelhantemente ao que se fez para X, também aqui se define M=[m; m, .. m].

4.2. Estandardizacao

A estandardizacdo corresponde a uma transformacdo para media nula e desvio padrdo
unitario de cada variavel original X,. A nova variavel Z, é obtida através de:

Neste caso, define-se Z=[z, z, .. z,].

4.3. Norma unitaria

Esta transformacao substitui os valores de cada variavel X, por uma nova variavel W,, obtida
pela seguinte regra:



Definindo aqui também W=[w; w, .. w,], verifica-se que a matriz W".W apresenta diagonal
unitéria (dai o nome da transformacdo). Os restantes elementos (W'.W),, correspondem a
correlagéo entre X, e X,. Note-se ainda que Z*.Z=(n-1) W*.W.

5. Estimacéo de parametros

A estimativa ndo tendenciosa de b pelo método dos minimos quadrados é dada por:

b=(X,.X,)" XLy

No caso de varidveis centradas, estandardizadas ou de norma unitaria, 0 processo de
obtencdo da estimativa dos pardmetros b, utiliza uma expressdo analoga a anterior,

substituindo-se X, respectivamente por M, Z ou W. A estimativa de a €, em todos esses
casos, igual a média de Y. Os valores de b, obtidos se as variaveis forem centradas sdo

iguais aos do caso geral. Para variaveis estandardizadas e de norma unitaria, cada Bk vem
multiplicado respectivamente por s, e d, em relagdo ao caso geral. A menos de erros de
arredondamento, os valores estimados com qualquer dos modelos sdo rigorosamente
correspondentes.

5.1. Passagem obrigatdria na origem

No caso de se pretender que o estimador passe pela origem, a=0, e
b=(X"X)"X.y
Os resultados obtidos com esta imposicdo sdo sempre piores do que os do modelo geral.

5.2. Interpretacdo dos parametros estimados

Os coeficientes do modelo linear representam a variacdo na resposta prevista que resulta de
uma variacdo de uma unidade no valor ajustado das respectivas variaveis. Se todas as
variaveis forem ortogonais, 0 aumento de uma unidade em x, (supondo as outras iguais) teria
como resultado um aumento de Bk em y. No entanto, no caso geral das varidveis ndo serem
ortogonais, nao faz sentido variar s6 uma variavel, pois aquelas que estdo correlacionadas
com ela também terdo que variar. Em consequéncia, a variagdo de y é afectada pelos
coeficientes de correlacdo aplicaveis.



6. Avaliacdo da qualidade do ajuste
6.1. Erro quadratico

O valor minimizado do quadrado dos erros pode ser calculado através de:
Z ri2 = z(Yi - 9i)2 = (y_yy-(y_y): y.y-y -Xa-B
A simplificagdo no Gltimo membro da igualdade deve-se a ser y.(y —y) = y.e=0.

6.2. Variancia do erro

Supondo que os erros séo independentes e tém a mesma variancia, a estimativa da variancia
do erro é dada por:
Z r2
I
57 =—

T n- p-1

Em principio, todas as futuras observacdes de Y estardo no intervalo +3¢ centrado no valor
predito y. Mais adiante se verad uma melhor definicéo de intervalos de confianca para y.

6.3. Coeficiente de Determinacao

A soma dos quadrados das observacgdes pode ser decomposta em:

ny =n.Y’+ Z(fl, —\_()2 +Z r’
ou
TSS = SSM + SSR + SSE

onde se usam as iniciais, em lingua inglesa, de "Total Sum of Squares” (soma quadratica
total), "Sum of Squares due to the Mean" (soma quadratica devida a média), "Sum of
Squares due to the Regression” (soma quadratica devida a regressao) e "Sum of Squares due
to the Error" (soma quadratica devida ao erro). A soma SSR+SSE chama-se "Adjusted Total
Sum of Squares” (soma quadratica total ajustada), com a sigla inglesa TSS(adj).

O coeficiente de determinacédo, usado como medida de qualidade do ajuste, € dado por:




, _ SSR Z(yi )

N S SSResSE SE-Y) 5

ou seja, o coeficiente mede a propor¢éo da variacdo de Y em relagdo a média que é explicada
pela regressdo. Um resultado a reter é que R* = piYA (quadrado do coeficiente de correlagdo
entre Y e \?). Em principio, a qualidade do ajuste serd tanto maior quanto mais R® se
aproximar da unidade.

6.4. ANOVA

As tabelas de anélise de variancia ("Analysis Of Variance™) sdo comuns em diversos tipos
de estudos estatisticos, sendo frequentemente incorporadas nos programas dedicados a
regressdo e nas folhas de calculo que incluem este tipo de estudos. A organizacdo dos
valores tem normalmente o aspecto indicado na tabela 3, onde sdo usadas algumas iniciais
referidas no ponto anterior. As médias dos quadrados s&o obtidas dividindo as somas de
quadrados pelos graus de liberdade correspondentes, como em MSE=SSE/(n-p-1). Repare-
-se que MSE=g.

Tabela 3: Quadro tipico de ANOVA

Graus de Soma dos Média dos

liberdade  quadrados quadrados F R2
Média 1 SSM MSM MSM/MSE SSR/(SSR+SSE)
Regresséao p SSR MSR MSR/MSE
Erro n-p-1 SSE MSE
Total n TSS

Os dois valores de F apresentados na tabela permitem realizar testes de nulidade dos
parametros. O valor na linha da média é em geral muito elevado, ndo conduzindo a qualquer
resultado com interesse; o valor na linha da regresséo é usado no teste de b,=0, descrito
noutra seccao do presente texto. Alguns programas e folhas de célculo incluem na tabela o
valor da probabilidade do teste F, permitindo uma avaliacdo imediata da rejeicdo ou nédo da
hipotese by,=0. A rejei¢do da-se quando o valor da probabilidade é pequeno, correspondendo
a valores elevados de F.

7.  Testes e intervalos de confianca

Os exercicios de validade (testes e intervalos de confianga) que se apresentam a seguir
permitem ter uma ideia indirecta da qualidade da regressdo. Para além de uma validagdo
geral do modelo obtido, os testes podem servir para confirmar hipdteses de valores
particulares para os parametros, estabelecidas por via tedrica ou em anteriores experiéncias.



As versfes habituais baseiam-se na distribuicdo normal e, em alguns casos, do x2, aqui
substituidas respectivamente pelas distribui¢fes t de Student e F, dado que a variancia o é
sempre estimada.

Esclareca-se, também, que todas as expressdes que se seguem apenas sdo validas se se
verificar o pressuposto de normalidade dos erros, para além das outras condigdes de
aplicabilidade.

7.1. Distribuicdes de probabilidade dos parametros

Os parametros do modelo linear apresentam distribuicdes normais, com as seguintes

caracteristicas:
Aé -~ N(a, Coo.o'z)
b, ~ N(by, C.c?)

7.2. Correlacdes e Matriz Covariancia

Definindo a matriz C:(X;.Xa)‘l, na qual o indice O corresponde ao parametro a,
respeitando os restantes indices aos parametros b; ... b,

E‘»:oo Cop - COpB
C cee C
c=tex ) =r o
U O
B Cm 0 Cp

podem calcular-se com facilidade as correlacdes entre parametros, a partir das regras:
A -~ C K ~ ~ C'k
corr(a, bk):ég e corr@j, bk)=—1—
v Coo- G v Cij - Cux

Relacionada com C esta a matriz covariancia dos parametros, Z,=¢2.C. A diagonal principal
de X, é constituida pelas variancias dos parametros, a partir das quais se calculam os desvios
padrdo usados nos testes de hipdteses e no célculo de intervalos de confianca: o’\/c_00 para a,
e o\/Cy para cada um dos b,. Os elementos fora da diagonal correspondem as covariancias

entre parametros. Como habitualmente se desconhece o, este valor é substituido por o, o
que permite obter uma estimativa ndo tendenciosa de Z,.



7.3. Testes de hipbteses

Os testes indicados a seguir seguem, em geral, o principio habitual de propor uma hipdtese
nula, uma hipotese alternativa e uma regra de rejeicdo, para um certo nivel de significancia
(tipicamente 5%, embora possam ser usados outros valores). Isto significa que a
probabilidade do teste rejeitar uma hipotese nula que fosse verdadeira (erro tipo 1) é inferior
a 0.05, mas ndo nos diz nada sobre o erro complementar (erro tipo Il) ou seja, ndo rejeitar a
hipotese nula, sendo esta falsa. Os resultados positivos dos testes devem ser, portanto,
utilizados com prudéncia, a menos que se possua uma estimativa da probabilidade do erro
do tipo II.

7.3.1. O valor do parametro b, é igual a b, ?

Este teste permite excluir ou ndo a hipotese do verdadeiro valor de b, ser um certo valor b,,
por exemplo um valor tedrico que se pretende confirmar, ou entdo o valor nulo,
correspondente a ndo incluir a variavel X, no modelo. Claro que o teste ndo serve para
verificar se 0 parametro tem exactamente o valor estimado, pois t=0 e a hip6tese nula nunca
seria rejeitada.

b, -b
H,: b.=b, H.: b.#b, t=—X
0 /Cp

X

Rejeicdo de Hy se |t | > |t, . (n-p-1)|

O teste anterior também pode ser aplicado ao pardmetro a, com as alteragcdes evidentes
(mesmos graus de liberdade).

7.3.2. Os coeficientes b, sdo todos simultaneamente nulos ?

Permite uma verificacdo genérica da adequacdo do modelo, neste caso pela rejeicdo da
hip6tese nula. Quanto maior é o valor calculado de F, mais facil é aquela rejeicdo, por ser
mais pequeno o valor de ypara a qual o valor da tabela € menor ou igual ao valor calculado
de F.

_ MSR

H,: b,=0 H.: byz0 F=—1-—
0 0 0 MSE

Rejeicdo de H, se y<y, sendo F,_(p, n-p-1)sF

O valor limite y, a utilizar depende das circunstancias (0.05 ou 0.10), mas pode ir até 0.25,
numa opg¢do cautelosa (no sentido de manter o0 modelo) que torna mais dificil ndo rejeitar a



hipotese nula.

7.4. Intervalos de confianca dos parametros

Os intervalos de confianca indicados a seguir sdo Vvalidos apenas para parametros
considerados individualmente. Se se pretendesse considerar simultaneamente Vvarios
parametros, teriam que ser usadas distribuicdes de probabilidade conjuntas. Como é 6bvio,
os intervalos serdo tanto mais apertados quanto menor for o nivel de confianca 100.(1-y)%.
Repare-se que os intervalos de confianca podem funcionar como teste de hipoteses: se o
intervalo contém a hipdtese nula, esta ndo é rejeitada. Neste caso, o valor de y funciona
como nivel de significancia.

7.4.1. Intervalo de a

d-A,<a<d+A, onde A, =0a,c, ti(np-1)

7.4.2. Intervalos dos b,

N N

b -4, <b <b +4, onde A, =0.{c, t.0n-p1)

O uso combinado destes intervalos d& uma ideia optimista do conjunto dos b,. Uma
alternativa ao uso de distribui¢des conjuntas de probabilidade sera usar a expressao:

(b, ~bo) M'M.(B, b, ) <P &7 Fu, (b np-D)

que define a regido de 100.(1-1)% confianca (em geral um elipsoide) para o conjunto dos b.
A expressdo é mais facilmente utilizada para verificar se um conjunto particular de valores
esta ou ndo incluido na regido de confianga.

7.5. Intervalo da resposta

Uma vez estabelecidos os pardmetros do modelo, é possivel, como se disse inicialmente,
estimar o valor de Y correspondente a uma dada observacdo das varidveis X,. Se
designarmos por u=[1 u; u, ... u,]' o vector alargado das observacdes das p variaveis, a

estimativa de y sera dada por:
y=u.b

Se os erros tiverem distribuicdo normal, também Y - N(E[Y], Var[\?]). Uma vez que a
variancia é estimada, o intervalo de 100 .(1-y)% de confianca para E[Y]=E[Y ] ser& dado
por:



Y -Agy SE[YISY +Ag,, onde Ay, =t (n-p-1)Ju’.Z,.u

7.6. Intervalo de predicao

O intervalo de 100.(1-y)% de confianca para futuras leituras de Y é dado, em funcdo das
observacdes u, por:

Y -A, <Y <Y +4A, onde AY:tl_,,z(n-p-l)‘[a2 +u'.Z,.u

A extrapolacdo da regido onde foram obtidos os valores de X e y que levaram a estimacéo
dos parametros conduz, normalmente, a um aumento substancial da largura do intervalo,
pelo que tal exercicio deve ser realizado com prudéncia.

8. Andlise de residuos

De acordo com 0s pressupostos da regressdo, os residuos devem distribuir-se aleatoriamente
em torno de 0, tanto no modelo global como em relacdo a cada variavel. Caso tal ndo se
verifique, serd normalmente necessario alterar o modelo, incluindo ou retirando variaveis,
ou realizando alguma tranformagdo que adeque melhor o modelo aos dados (por exemplo
XZ em vez de X,).

Para além dos residuos correspondentes directamente aos erros do modelo, r=y-y, é usual

calcular também os residuos estandardizados, s=(1/0).r (que, apesar do nome, ndo tém uma
distribuicdo normal standard, porque ¢ ndo é a variancia individual de cada residuo). Para o
calculo de outros tipos de residuos convém introduzir a matriz simétrica H=X,.C.X",, , na
qual Osh;<1 e -1<h, <1 (i2k). Repare-se que y =H.y.

Podem agora calcular-se os residuos "Student™ t; e residuos de eliminagéo r; (residuos que
se obteriam estimando y; sem incluir a observacdo correspondente no calculo dos

pardmetros. Ter-se-4, entéo:
t = ri :; e r(_i)z_ri_
1-h,
Repare-se, no denominador da primeira expressdo, que a variancia individual de cada
residuo € igual a (1-h;).c?. Os residuos "Student", apesar do nome, distribuem-se mais perto
da distribuicio normal do que da t de Student (n-p-1 graus de liberdade). E possivel, ainda,
definir residuos "Student” de eliminacéo t;, que seguem exactamente uma distribuicéo t

com n-p-2 graus de liberdade, através de:



t_y =ri. n-p-2 7
(1-h; )SSE -,

8.1. Eliminacdo de observagoes

Valores elevados de um determinado residuo (sob qualquer das formas) aconselham uma
inspeccdo cuidadosa da observacdo correspondente, com vista a sua eventual eliminacéo.
mais formalmente, se o valor de um ou mais t; corresponder a uma probabilidade pequena
na tabela da distribuicdo com n-p-2 graus de liberdade, os pontos em causa poderdo estar
muito fora da regressédo, podendo justificar-se a sua eliminagéo, sobretudo se houver razdes
fisicas que ponham em causa as observagdes ou leituras correspondentes.

Certos tracados gréficos também podem ser utilizados na referida detecgdo. Por exemplo:

- Histogramas de residuos "Student". Possivel eliminacdo dos pontos que estejam
para |4 de trés desvios padrdo, na distribuicdo (aproximadamente normal) destes
residuos;

- Residuos em funcdo das respostas ou em funcdo de variaveis. Permitem uma
deteccgéo visual qualitativa de situacdes a investigar;

- Residuos em funcdo de residuos de eliminacdo. Os pontos "normais" deverdo estar
sobre uma linha recta de inclinacdo 1, que passa pela origem, ou seja, a eliminacéo
da observacao respectiva ndo faz variar sensivelmente os residuos.

E possivel definir, também, testes estatisticos aproximados para detecgdo de isolados. No
entanto, as decisOes de elimina¢do devem ser sempre tomadas com muita prudéncia, pois
correspondem a uma diminuigdo do volume inicial de dados. Eliminagdes apressadas séo
facilmente sujeitas a critica.

8.2. Verificacdo de pressupostos

Apresentam-se, a seguir, alguns testes que permitem verificar se 0s pressupostos em relacédo
aos erros do modelo séo verificados pelos residuos. Trata-se de verificaces a posteriori que
poderdo levar a revisdo do modelo.

8.2.1. Aleatoriedade

Uma forma corrente de verificar a aleatoriedade dos residuos € o teste as sequéncias de
sinais dos residuos, através do "runs test" (teste de corridas), importante sobretudo quando
as observacbes dependem do tempo. Considerando apenas 0s sinais (+ ou -) dos residuos,
pela ordem em que foram recolhidos, havera n, sinais (+), n, sinais (-) e r corridas
(sequéncias maximas de sinais iguais seguidos). Na sequéncia (+ - - + + + + - - - + + -), por




exemplo, serd n,=7, n,=6 e r=6. Usando em seguida tabelas para o "runs test", determinam-
se valores criticos que ajudam a determinar, com nivel de significancia 5%, se a sequéncia é
ou ndo aleatéria. Em funcdo de n, e n,, as tabelas ddo dois valores (inferior e superior) que
terdo que enquadrar o valor de r. Caso contrario, suspeita-se de ndo-aleatoriedade. No caso
do exemplo, os dois valores sdo 3 e 12, concluindo-se pela aleatoriedade, uma vez que
3=r<12.

As tabelas referidas para este teste s6 abrangem, geralmente, até um maximo de 20 para n,
ou n,. Para valores superiores, usa-se a distribuicdo normal da forma habitual nos testes,
com

_onn, 1
n,+n, 2

(n + nz)z.(nl +n, - 1)

8.2.2. Correlacéo sucessiva

A verificagdo de independéncia é usualmente feita através do teste de Durbin-Watson a
correlacdo entre residuos sucessivos. O teste é Util sobretudo em dados dependentes do
tempo. A partir de 5=p.5.,+3, onde 0s & ~ N(0, ¢?), a estatistica a usar é:

i(ri - ri—1)2
d=H——

O teste Hy:p=0, H.:p>0 baseia-se em tabelas préprias, que fornecem dois indices d, e d,
rejeitando-se H, se d<d,, e ndo se rejeitando se d>d, (dentro do intervalo ndo se podem
retirar conclus@es). Para testar H, contra H,:p<0, usa-se a estatistica d'=4-d, com as mesmas
tabelas.

8.2.3. Heteroscedaticidade

A deteccdo de desigualdades de variancia dos erros pode ser realizada a partir de um gréafico
dos residuos r; em fungéo dos y,. Se o aspecto néo for uma mancha de largura uniforme, por
exemplo alargando com o aumento de y,, podera ser necessario transformar Y (In Y, 1/Y,
etc) ou alterar o modelo. Um gréfico semelhante, mas dos quadrados dos residuos, pode
confirmar suspeitas e ajudar a detectar isolados.



8.2.4. Normalidade

A verificacdo visual da normalidade é feita ordenando os residuos de forma crescente, e
desenhando-os em papel de distribuicdo normal. Se a presungdo de normalidade se verificar,
0s residuos deverdo estar aproximadamente em linha recta.

8.3. Expresséo do modelo

Sdo uteis alguns gréaficos de residuos em relagdo a varidveis, para verificagdo visual da
correccdo da expressdo do modelo. Os graficos potencialmente mais interessantes sao:
- Residuos em funcgdo das variaveis. Permitem verificar se é necessario transformar
as variaveis (In X, X, etc.);
- Residuos em funcdo de produtos de variaveis. No caso de ser detectado um padrao,
deve ser incluido no modelo um novo termo com o produto em causa (X,.X,, por

exemplo);
- Residuos parciais. Grafico dos residuos obtidos sem incluir X,, em funcédo de X,.

Permitem detectar nao-linearidades que levem a transformacdo de X,. Se o ajuste
for bom, o gréfico tem o aspecto de uma recta com inclinag&o igual ao parametro da
variavel na regresséo.

9. Seleccdo de variaveis

As técnicas apresentadas a seguir podem ser Uteis para confirmar ou afastar hipdteses acerca
da inclusdo de varidveis explicativas, produzidas a partir do conhecimento do sistema e do
seu comportamento. Essa seleccdo primaria de variaveis é, portanto, fundamental para o
eventual sucesso do exercicio de regressdo. Note-se, também, que todas as técnicas se
dirigem a varidveis numa determinada forma, ou seja, a rejeicdo de X, ndo significa que
1/X,, por exemplo, ndo devesse ser incluida no modelo.

9.1. Medida F e estatistica C,

Decisdo sobre a inclusdo ou ndo de um conjunto de r variaveis, cujas observacdes estdo
agrupadas numa matriz X, correspondendo aos parametros b,. Podem calcular-se os valores
de SSR e SSE do modelo contendo estas variaveis, comparando-os com os valores SSR; e
SSE, que se obteriam com o modelo reduzido (sem as r varidveis em causa). O teste a
realizar usa a estatistica F, com y, tipico da ordem de 0.05:

_ SSR-SSR,

H,: b,=0 H,: b,20 F
r.MSE

Rejeicdo de H, se y<y, sendo F,_, (r, n-p-1)<F




Ou seja, valores elevados de F conduzem a rejeicdo da hipdtese b,=0, e as varidveis em
causa séo mantidas no modelo.

Uma alternativa ao uso de F é o calculo de

.- SSE,
K MSE

—(n- %)

onde k é o nimero de variaveis do modelo reduzido (sem as r variaveis em causa). Se 0
valor de ¢, for muito superior a k, deve suspeitar-se que algumas variaveis importantes seréo
rejeitadas, caso se opte pelo modelo reduzido. Devem procurar-se, portanto, subconjuntos de
variaveis que conduzam a valores de c, proximos de k.

Menos formalmente, podem comparar-se os valores de MSE e R? para os modelos
"completo” e reduzido. Se ndo diferirem muito, serd& mais econdémico usar o modelo
reduzido.

9.2. Pesquisa t-dirigida

Este método parte do modelo completo, calculando-se as estatisticas t correspondentes a
eliminagdo de cada uma das variaveis X,, através de

__B

“T o.c,

Um critério habitual é conservar todas as varidveis para as quais [t}>3. Depois desta selec¢édo
inicial, que permite limitar muito o nimero de regressdes alternativas a experimentar, é
investigada a inclusdo de cada uma das restantes variaveis, com recurso, por exemplo, as
técnicas da seccdo anterior. Para além do esquema aqui indicado, podem ser utilizados
diferentes procedimentos com base no mesmo principio.

9.3. Selecgdo para a frente (forward selection)

Neste método, as variaveis candidatas X; .. X, véo sendo introduzidas progressivamente no
modelo, com base na comparacgdo das somas dos quadrados dos residuos (SSE) que resultam
da sua introducdo. Ndo garantindo a descoberta do melhor subconjunto de variaveis, o
método é facil de usar e permite obter, em geral, resultados bastante bons, com muito menos
esforco do que ensaiar todas as possiveis regressdes. O procedimento geral é o seguinte:



0. Escolher X, que conduz ao menor valor de SSE da regressao y=a+b, X,
Repetir
1. Escolher X, que conduz ao menor valor de SSE da regressdo y=a+b X,+b X,

até SSE ndo diminuir mais ou até estarem incluidos todos os termos.

A decisdo sobre paragem pode ser baseada num teste com uma estatistica proxima de F,
calculada para cada uma das variaveis candidatas no estagio (s+1), quando ha s variaveis
anteriormente seleccionadas. A expressao para uma varidvel candidata X, sera:

_ SSE, —SSEf,, _ SSE. —SSE,,
Fo= k -

MSEY,, SSEs.,
n—-s—2

A variavel a entrar no modelo sera a que tiver maior valor de F,, mas sé serd adicionada se

se verificar a condigéo
max F = F, 2 F., (L n-s-2)

sendo usual fixar-se um valor pouco exigente para y (p.ex. 0.25). Se a condi¢do ndo for
satisfeita, o procedimento para. No limite, sera necessario calcular p! regressdes, com um
numero de parametros crescendo de 2 até p+1 ao longo dos estagios.

9.4. Eliminaco para tras (backward elimination)

Filosofia complementar da anterior. O processo inicia-se com a regressao completa (todas as
p variaveis) e em cada estagio é eliminada a variavel cuja saida do modelo conduz a
regressdo reduzida com menor SSE. A eliminacao pode ser feita usando a estatistica:

SSEY,, — SSE

MSE

k
s+1

onde MSE é sempre o da regressdo completa, e SSE_,, ndo obriga a executar a regressao

reduzida (sem X,), toda a vez que
SSE{,, - SSE, =t’.MSE,

onde t, € a estatistica usada para o teste de b,=b, (ver testes), neste caso com b,=0. Em
consequéncia, sO é necessario calcular uma regressdao em cada estagio, 0 que torna este
processo bastante econdémico.



Depois de seleccionada a variavel com o menor F,, a variavel é eliminada se for verificada a

condicdo:
min F, =F,, < F.,(Ln-p-1)

Caso contrério, o processo termina, e mais nenhuma variavel é eliminada. Tal como no caso
anterior, este método também ndo garante a melhor selec¢do, mas comporta-se bastante
bem, sendo, em principio, preferivel quando o nimero de variaveis ndo é excepcionalmente
grande.

9.5. Procedimento passo a passo

A combinacdo dos dois procedimentos anteriores conduz a uma estratégia algo mais
complexa, mas que conduz a melhores resultados. O principio operacional é semelhante ao
da seleccdo para a frente, mas em cada estdgio realiza-se um passo de eliminag&o para tras,
que pode conduzir @ manutencdo de todas as variaveis ou a eliminacdo de uma delas, de
acordo com o teste exposto na sec¢do anterior. A regra de paragem € igual a do método de
seleccdo para a frente.

10. Multicolinearidade

Se existir dependéncia linear entre pelo menos dois vectores x, e X,, 0 processo de regressao
ndo é possivel tecnicamente, dado que X} .X, é singular. Evidentemente que, em tal caso,
que corresponde a redundancia na informacdo, a eliminacdo de variaveis resolve o
problema. Sucede, no entanto, que podem surgir situacdes de dependéncia linear
aproximada, ou seja, existe pelo menos um c#0 para o qual X.c=0. Esta situacdo designa-se
por multicolinearidade e tem efeitos nocivos nos modelos, nomeadamente pela perturbagéo

da ligacéo entre os fendmentos estudados e os valores matematicos dos parametros.

Podem surgir, por exemplo, modelos alternativos de qualidade de ajuste semelhante, mas
com valores completamente dispares (até no sinal) nos parametros das mesmas variaveis. Os
valores das estatisticas usadas nos testes tendem a baixar, podendo levar a eliminacdo de
varidveis importantes ndo-colineares (como remedio, sugere-se subir o nivel de confianca
para 0.25). A extrapolacdo pode, na situacdo geral de multicolinearidade, ser desastrosa.

Uma vez detectada a multicolinearidade, podem seguir-se duas estratégias: eliminacdo de
varidveis redundantes, ou regressdes tendenciosas que eliminam os efeitos da redundancia,
sem eliminar variaveis. Dada a especializacdo deste ultimo topico, apenas se descrevera, no
presente texto, um desses modelos, baseado na analise de componentes principais.



10.1. Deteccéo

As multicolinearidades estdo relacionadas com a correlagdo entre variaveis, podendo ser
detectadas na matriz de correlacdo dada pelo produto W'.W. No entanto, o fendmeno pode
ndo ser evidente na matriz, sobretudo quando sdo envolvidas mais do que duas variaveis. A
andlise dos valores proprios de W*'.W proximos de zero permite uma deteccdo mais eficaz, a
custa dos vectores préprios correspondentes. Na verdade, se for v, um desses vectores
proprios, correspondendo ao valor proprio A,=0, pode mostrar-se que:

W.v,=0

Os elementos de v, correspondem aproximadamente, portanto, aos coeficientes de uma
combinacéo linear "quase nula", ressaltando aqueles que tiverem maior valor absoluto, por
indicarem as varidveis multicolineares.

A deteccdo também pode recorrer a matriz Q=(W".W)-1, nomeadamente aos elementos da
diagonal principal (gy), designados por VIF (“variance inflation factors” - factores de
aumento da variancia). Valores elevados de g, sugerem que a variavel X, esta envolvida em
multicolinearidades, podendo detectar-se as relagbes com outras variaveis j a partir de
valores elevados de g;.

10.2. Regressao de componentes principais

A eliminacdo de variaveis multicolineares € um exercicio sempre arriscado, dado que muitas
vezes ndo sao claros os limites aceitaveis. Por outro lado, a situacdo de multicolinearidade
ndo deve ignorar-se, pois os indicadores de qualidade (como R?) e os testes sdo afectados,
podendo levar a tomar decisdes erradas sobre varidveis importantes para o modelo, etc.

Uma alternativa as duas opcdes anteriores é a utilizacdo de regressfes tendenciosas, ou seja,
aceita-se que E[Bo]ibo, em troca de uma grande redugédo da variancia dos parametros (ou
seja, dos VIF). Os resultados "visiveis", ao nivel da qualidade do ajuste, sdo semelhantes aos
que se obteriam com a regressé@o normal, mas a supressdo das multicolinearidades faz com
que os parametros reflictam mais correctamente a importancia relativa das diversas variaveis
explicativas.

Das varias hipéteses existentes, apresenta-se aqui a regressao de componentes principais.
Outras variantes podem ser vistas na bibliografia indicada. Chama-se a atencéo para que, ao
contrario do restante texto, se utiliza nesta seccéo a reducdo para norma unitéria.




10.2.1. Principio

O principio da regressdo de componentes principais consiste em eliminar 0s vectores
préprios de W'.W que correspondam a valores préprios proximos de zero. Partindo da
igualdade:

P 1
W'W = —V, .V,
; A kVk

k

e admitindo que os valores proprios a ignorar sao 0s s primeiros, define-se uma nova matriz:

1 :
V.V,

(W.w)" = i

k=s+1 )\ k

As estimativas dos parametros da regressdo serdo entdo (em termos das variaveis reduzidas
para norma unitéria):

Y
(W.wW) W'y

O

o> O
o

Tal como referido anteriormente, os pardmetros usuais a e b, podem ser obtidos a partir
destes, atraves de:

A ~ —_— p ~ —_—
b=—"% e a=Y-%b.X
d, S

10.2.2. Componentes principais

As decisdes de eliminacdo baseadas simplesmente na proximidade de zero dos valores
proprios podem ndo ser faceis de tomar. Para facilitar essa tarefa, € possivel exprimir a
regressdo directamente a partir das componentes principais, e aplicar testes estatisticos
semelhantes aos do caso geral.

Partindo de U=W.V=W.[v, v, ... v,], e admitindo, como anteriormente, que 0s s primeiros
valores proprios de W'.W sdo proximos de zero, fica definida a matriz de componentes
principais de W, dada por Up=[Ug; U, ... U,], que redne as p-s tltimas colunas de U, e uma
matriz Ugz=[u, U, ... uy] de componentes eliminados de W. Ou seja, U=[Ug U;].

E possivel, entdo, escrever a expressdo da regressio em termos dos componentes de W, com
parametros ¢, e cg correspondentes as componentes principais e as componentes a eliminar:



y=a.1l+Ugce+UpcCpt+e

onde novamente 4" =Y . Dada a ortogonalidade de Ug e U, a expressdo dos estimadores de
Ce € Cp pode ser obtida separadamente:

(Ur.Uc) ULy
P (U,P 'UP)_l'U’P Y

Ce

o
1

sendo de notar a relagdo b, = [vS+1 vp].f:P :

Em face de uma hip6tese de eliminagdo de componentes, pode construir-se um quadro de
ANOVA e tirar conclusdes sobre a eliminagéo, através dos testes com a estatistica F.

Tabela 4: Quadro de ANOVA (componentes principais)

Graus de Soma dos Média dos
liberdade  quadrados quadrados F R2
Média 1 SSM MSM MSM/MSE SSRp/TSS(adj)
Regresséo
Comp P p-s SSRp MSRp MSRp/MSE
Comp E s SSRE MSRE MSRE/MSE
Erro n-p-1 SSE MSE
Total n TSS

O valor de R? ndo fica, neste caso, obrigatoriamente no intervalo [0, 1], nem sera
exactamente igual a correlagdo entre y e y. Quanto aos testes, a hipdtese de eliminacio das
componentes E ndo serd de rejeitar se o valor de F for suficientemente pequeno (tal como no
caso geral). Uma vez que a regressdo (completa) nas componentes de W néo difere de uma
regressdo normal, também podem ser usados os testes descritos em secgdes anteriores para a
inclusdo de variaveis, aplicados aqui a inclusdo de componentes.

A andlise da versdo final da regressdo de componentes principais pode ser feita com o
quadro de ANOVA anterior, ou alternativamente considerando as parcelas dos componentes

eliminados incluidas no erro (SSE,=SSE+SSE¢). O quadro correspondente sera:

Tabela 5: Quadro final de ANOVA (componentes principais)

Graus de Soma dos Média dos

liberdade  quadrados quadrados F R2
Média 1 SSM MSM MSM/MSEp SSRp/TSS(adj)
Comp P S SSRp MSRp MSRp/MSEp
Erro n-p+s-1 SSEp MSEp
Total n TSS



Os valores deste quadro devem ser usados com alguma prudéncia, tendo em conta que as
estatisticas da penultima coluna ndo sdo exactamente F excepto se cg=0. Por outro lado, a
estimativa de o na tabela 5 é normalmente melhor do que a da tabela 4, sobretudo quando ha
poucos graus de liberdade em SSE.
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