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Para se descrever matematicamente o movimento de uma particula como o electrdo, é
necessario definir-se uma fungo ¢ = ¢(x, vy, z,t) que esta associada a uma onda n&o
estacionaria em trés dimensdes. Esta funcdo, conhecida como funcdo de onda,
relaciona 0s aspectos corpusculares e ondulatorios do electrdo. Na verdade, a

intensidade da funcdo de onda, |41/|2, representa a densidade da probabilidade de

encontrar o electréo numa dada posicéo do espaco.

A funcdo de onda ¢ € governada pela equacdo de Schrodinger
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onde E, é a energia potencial na regido considerada, 7#=h/2n7 e m é a massa da
particula associada com esta fungdo de onda. 0¢//dt representa a derivada parcial”
da funcéo de onda em ordem ao tempo, e O € o chamado laplaciano de ¢ . A sua
expressdo depende do sistema de coordenadas que estiver a ser utilizado. Em

coordenadas cartesianas temos 02 = 0°w/ox? +0°w/dy? +0%w/dz*, onde

0%y /ox? éasegunda derivada parcial de ¢ em ordem ax.

Em gerad, a funcdo de onda ¢ depende das variaveils x, y, z e t, isto €
w=u(x vy, z1t). Para smplificar a andlise seguinte, iremos considerar que a
variagio de ¢ com y e z é desprezével, e que temos ¢ = (x, t). Neste caso, a
equacao de Schrodinger toma aforma
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" Sqa f (X, y) uma fungdo de duas varidveis. A derivada parcial def em ordem ax é calculada
admitindo que y € uma constante.



Se a energia potencia for conhecida, pode utilizar-se a equacdo de Shrodinger para se
obter a funcdo de onda. Como esta € uma equacdo diferencial, a sua solucéo gera
depende de constantes de integracdo. Uma das condicbes que nos va permitir
determinar o valor dessas constantes esta relacionada com o significado fisico da
funcdo de onda. Na verdade, como ja foi referido, a intensidade da funcdo de onda
representa a densidade de probabilidade de se encontrar a particula numa dada
posicdo. Admitamos que a figura seguinte mostra a variagdo da densidade de

probabilidade em funcéo da disténcia x para uma determinada particula.
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Sendo |¢/|2 uma densidade de probabilidade, podemos afirmar que a probabilidade

de a particula se encontrar num intervalo dx em torno da posicéo x é dada por |4z/|2 dx.

Isto significa que a probabilidade de a particula se encontrar entre x, e x, € obtidade
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Obviamente, quando neste integral x, = —o e X, = +oo, obtém-se a probabilidade de
a particula se encontrar algures no universo. Essa probabilidade tem que ser igual a 1!
A condicéo

ﬁﬂmle

€ conhecida como condicéo de normalizagao da funcéo de onda.



Caso | —Particulalivre

Uma particula livre move-se sem sofrer a accéo de qualquer forga, ou sentir o efeito
de qualquer energia potencial. Assm, a equacdo que governa a evolugdo da sua

fungdo de onda € obtida da equacao de Schrodinger fazendo E, =0:

_ﬁazw = |ha_l//
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Esta equacdo tem como solucéo geral (verificar) afuncéo
w(x, t) = Ae7(@ ) 4 gerilaid

onde A e B sdo constantes de integracdo que podem ser determinadas a partir das

condicdes iniciais, e « ek estdo relacionados por
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A funcdo de onda encontrada representa a sobreposicdo de duas ondas de amplitude

constante: uma que se propaga no sentido positivo do eixo dos xx ( Ae“(““"x)) eoutra

@) A frequéncia angular destas duas

gue se propaga no sentido contrario (Be“(
ondas é «, e k é 0 seu nimero de onda (esta relacionado com o comprimento de onda

A por k=2m/2).

Foi referido atrés que a funcdo de onda deveria ser normdizada, isto €, deveria
satisfazer a condicdo de normalizacdo. Contudo, nesta Situacdo isso ndo é possivel.
Admitamos que se estd a estudar o comportamento de uma particula livre que se
desloca para a direita (sentido positivo do eixo dos xx ). Neste caso, a sua funcéo de

onda seria smplesmente Ae™“™) | E f&cil verificar que nestas condicoes
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O problema com a fun¢éo de onda encontrada € o facto de atribuir igual probabilidade
a todos os pontos do universo, 0 que claramente ndo é uma Situacdo fisicamente
aceitavel. Neste caso a funcéo de onda ndo deveria ser normalizada utilizando limites

infinitos na condi¢cdo de normalizacéo.

De acordo com a relagdo de de Broglie, o comprimento de onda associado com uma

particula de massa m que se movimenta com uma velocidade v é A =h/mv=h/p,

onde p=mv é o momento linear (quantidade de movimento) da particula. Isto significa

que o0 nimero de onda associado a esta particula € dado por k = p/# . Por outro lado,
como a particula ndo tem energia potencial, a sua energia, E, sera apenas energia
cinética. Logo, temos E = mv?/2= p?/2m, isto é p=+/2mE. Destas expressies
pode facilmente concluir-se que a frequéncia angular e 0 nimero de onda associados a

esta particula dependem da energia E da seguinte forma

E interessante verificar que neste caso é possivel separar a dependéncia da funcéo de

ondaemxeemt: ¢(x, t) = ¢t) #(x), onde
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Substituindo z//(x, t) =g ” ¢(x) na equacdo de Schrodinger, obtém-se
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Deve ser notado que nesta equacdo as derivadas parciais foram substituidas por

derivadas ordindrias .

Apesar de se ter obtido esta equacdo para 0 caso em gue a energia potencial é nula,

vamos admitir que a equagdo que governa a evoluggo dafuncéo ¢(x) quando E, # 0

tem uma forma semelhante a anterior:
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Esta equacdo é conhecida como a equacdo de Schrédinger independente do tempo.
Deve ser referido que esta equacdo € valida apenas quando a energia potencial € ndo

dependente do tempo, isto &, quando E, = E,(x).

Obviamente pode utilizar-se esta equacdo para encontrar a fungdo de onda no caso de
se conhecer a energia potencial. Para aém de satisfazer a equacdo de Shrodinger e a
condicdo de normalizagdo, a funcdo de onda deve ser uma fungdo bem comportada,
ou sgja, tanto ¢ como d¢@/dx devem ser

finitas

continuas

" A fungiio @ sO depende davariavel x.



Como veremos, estas condicbes vao dar origem ao aparecimento das chamadas
condicles fronteira, as quais irdo permitir determinar as constantes de integracéo

existentes na expressado da solucéo geral da equacéo de Shrodinger.

Caso Il —Particula num potencial constante

Consideremos agora a sSituacdo de uma particula sujeita a uma energia potencial

constante, E_., numa dada regido do espaco. Na presenca de uma energia potencial

po !
constante, a particula ndo sofre a accdo de nenhuma forca e, consequentemente, o seu
movimento ndo se atera, exactamente como se a particula fosse livre. No entanto,

COmMo neste caso a sua energia potencial ndo € nula, a sua energia cinética seraigual a

ou sgja,
p= f2mlE - Epoj
onde E é aenergiatota da particulae m a sua massa.

Subgtituindo E, = E,, naequagdo de Schrodinger, obtém-se
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ou sgja,
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Esta equacéo € idéntica a equacdo correspondente a energia potencial nula, excepto
pelo facto de aparecer agora no segundo membro o coeficiente (E - Epo) a substituir
E. Como vimos atrés, este resultado deveria ser esperado, porque o coeficiente
referido representa a energia cinética da particula. Aproveitando os resultados obtidos

para 0 caso de uma particula livre, podemos afirmar que neste caso a funcéo ¢(x) e

também dada por

#(x) = Ae™ + Be™

onde
‘ ,/2mlE - Epoj
=
Caso |l —Particula numa caixa

Consideremos agora uma particula que se move livremente no interior de uma caixa
unidimensional de lado L e paredes perfeitamente rigidas e elésticas (as colisdes da
particula com as paredes sdo elasticas). As paredes desta caixa sd0 obviamente uma
barreira a0 movimento da particula. Atendendo a que, por convencéo, energias
potenciais positivas referem-se a fendmenos repulsivos, podemos associar 0 efeito
destas paredes a energias potenciais positivas infinitas. Por outro lado, como se
admite que a particula se move livremente no interior da caixa, a energia potencial

nessa regido devera ser zero. Esta situacdo pode ser ilustrada pela figura seguinte

Ep




De acordo com a filosofia classica, uma particula no interior de uma caixa como esta
iria simplesmente mover-se de um lado para o outro, sem estar sujeita a qualquer
discretizacdo da sua energia. Como veremos, a Situacdo € muito diferente quando se

analisa este problema usando a mecanica quantica.

Admitamos que a particula tem massa m, energia E e momento p =+/2mkE. Como a
energia potencial para 0<x <L é zero, podemos afirmar que a funcéo ¢(x) nessa

regido é a que esta associada a uma particula livre:

#(x) = Ae™ + Be™

onde k = ~/2mE /7.

Obviamente, a particula ndo pode estar localizada no exterior da caixa, 0 que significa
gue a funcdo de onda toma o valor zero nessa regido. Como a fungdo de onda é uma

funcdo continua, isto obriga a que

Estas duas expressdes (condicOes fronteira), vao permitir determinar o valor das
constantes A e B. Efectivamente, substituindo a fungdo ¢(x) encontrada nas

expressdes acima, levaa



Aei B +Be " =0

0 que permite concluir que B=-A e

Asin[ “ZQEL] =0

As solugBes ndo triviais desta equagio sBo obtidas quando sin(v2mEL/2)= 0, isto &,

guando

A 2mEL
h

=nrm , n=1, 2, 3, ..

0 que significa que a energia da particula em causa pode tomar apenas os valores

2 2
£ =N nziz
2mL

, n=1, 2, 3, ..

n

Como pode ser facilmente verificado, a energia da particula cresce com n. O valor
menos elevado € obtido da equacdo anterior substituindo n por 1, sendo igua a
E, = °h?/ (2mL2). O estado da particula correspondente a este valor de n é
conhecido como estado base. O primeiro estado excitado estd associado com n=2, e
tem uma energia quatro vezes mais elevada do que a energia do estado base. A figura

seguinte mostra o diagrama de nivels de energia para a particula considerada.

(e¥ -e)/2i

“sin(y)



En

16E, |- —N=4
oF, | —N=3
4E, | __N=2
EL —N=1

A funcéo de onda correspondente a estes valores de energia é
iot (K
W, (x t)=2iAe * sin(T) , n=1, 2, 3, ..

A constante A pode ser determinada através da condi¢do de normalizagéo da fungdo
de onda. Na verdade, sendo a distribuicdo de probabilidade da localizagdo da particula

dada por |y, (x, t)|°, devemos garantir que

ﬂl/ln (x t)" dx=1

Substituindo a funcéo de onda encontrada na equacéo anterior, levaa

4=

10



Admitindo que iA € um ndmero real positivo, teremos entdo 2iA=,/2/L,

#.(x)= —sin[—j , n=1, 2, 3, ..

E interessante verificar que estas formas de onda sio as obtidas para uma corda a
vibrar com as extremidades fixas.

Caso IV — Degrau de potencial
Admitamos agora que uma particula de massa m e energia E se desloca da esquerda

para a direita numa regido onde a energia potencial varia de acordo com a figura
seguinte.
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Comecemos por considerar que a energia da particula € superior a E ,, isto €, que

E>E.

Classicamente, uma particula nestas condi¢des, ao entrar na regido 2 (x > 0), sofreria
apenas uma reducdo da sua energia cinética, a qual passaria do valor E para o valor

E-E,. Isto significa que a probabilidade de existir uma reflexdo da particula em

x =0 énula. Contudo, se tratarmos o problema usando mecéanica quantica, a Stuacéo

é bastante diferente.

Seja ¢,(x) a fungdo de onda associada & particula para x<0 e ¢,(x) a fungéo de

ondapara x > 0. Como foi verificado atras, a solucéo geral para cadaregido
¢1(X) = Aeiklx + Be—iklx

¢2 (X) — Ceikzx + De—ikzx
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onde k =v2mE/n e k,=.,2mE-E,)/h, e A, B, C, e D s constantes a

determinar. Ae'

ik,

e Ce™" representam ondas gque se propagam no sentido positivo

do eixo do x, enquanto que Be™* e De ™ se propagam no sentido contrario.
A c
— > — >
B D
<« <
x=0

ikyx

Na situag3o que estamos a andlisar, A€ est4 associado & onda incidente, Be™* a

ik,

uma onda reflectida na interface e Ce™*" a onda transmitida. Isto significa que, neste
caso, a onda que se propaga para a esquerda na regido 2 ndo tem significado fisico, ou
Sgja, nas equagdes anteriores devemoster D = 0. A relagdo entre as constantes A, B e

C pode agora ser determinada utilizando as condicOes fronteira apropriadas. ¢ e

d¢/dx continuas, isto é
4,(0)=¢,(0)

dg,| _dg,|

dX | x=0 dX | x=0

Estas condigBes levama A+ B =C e k (A-B)=k,C, de onde se chega facilmente a

=17k 5
k, +k,
e
c=2 p
k, +k,

E costume definir-se o coeficiente de reflexdo R como o quociente entre as densidades
de probabilidade das ondas reflectida e incidente. Neste caso, temos
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‘ Be—iklx

2 — |B|2 _|k1_k2|2 _(k1_k2j2

‘Aeiklxz |Al2_‘k1+k2‘ - k, +k,

Esta expressdo pode ainda ser escrita naforma

Como se pode observar, se E,, # E, 0 coeficiente de reflexao nao € nulo, o que

significa que existe uma probabilidade ndo nula de a particula ser reflectida na
interface. Desta expressdo também se conclui que a probabilidade de reflexdo e

maxima (R=1) quando E,, = E, e que € minima (R=0) quando E ,, =0.

A situagao correspondente a E < E,, pode ser analisada de forma semelhante.

Neste caso, a mecanica classica prevé gque a probabilidade de a particula ser reflectida
seja de 100%, ou seja, a probabilidade de a particula poder estar localizada naregido 2
seria nula. Este problema também pode ser analisado utilizando as fungbes de onda
para as duas regioes

¢1(X) - Aeiklx + Be—iklx

¢2 (X) — Ceikzx + De—ikzx
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onde k, =2mE/n e k, = [2m(E - E,, ] /n . Como agorase tem E<E,,, k, éum

ndmero imaginario. Sgja g, =ik, = ,/2m(Ep0 - Ej/h A funcéo de onda para a regido

2 é entdo dada por
@, (x) = Ce™* + De™*"
A solucdo Ce™™ ndo é fisicamente aceitavel pois toma valores infinitos a medida que

X — +00 . |Ss0 significa que na expressao anterior devemos colocar C = 0. Utilizando

agora as condicdes fronteira adequadas, obtém-se facilmente as relacbes

- kl _iq2 A
k, +iq,

5o 2
k, +iq,

A,

as quais corresponde o coeficiente de reflexdo

‘ Be—iklx

2 2 .
=|B| =|k1_|CI2
PN kg,

|2

=1

‘ Aeiklx

Este resultado implica que efectivamente a probabilidade de a particula ser reflectida
€ 100%. No entanto, isto ndo significa que a particula ndo possa penetrar na regido 2.
Na verdade, a densidade de probabilidade nessa regido € dada por

e
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a qual é obviamente diferente de zero para valores de x diferentes de + . O que se
passa € que, sendo a densidade de probabilidade zero no infinito, podemos afirmar
gue a particula nunca la chega, ou sgja, apesar de poder entrar naregido 2, a particula

eventualmente deve regressar aregido 1.

Caso V — Atomo de hidrogénio

Apesar de ser um atomo com uma constituicdo muito simples, o a&omo de hidrogénio
€ um sistema bastante mais complexo do que os estudados até agora. Para aém de ser
um sistema tridimensional (o que obriga a utilizagcdo da equacdo de Shrodinger a trés
dimensbes), a energia potencial do seu electrdo varia com a posicdo. A energia

potencial € dada pelalei de coulomb, podendo ser escrita na forma

eZ

A7, r

onde r é a distdncia a0 centro do d&omo. Se utilizarmos coordenadas cartesianas,

teremos r =4/x* +y*+7° e

=E
2m{ ax* 9y 9z’ 4n}:or¢ /

_ﬁ(ang K +az¢j_ e?
onde ¢=¢(x,y,z). Esta é uma equacio de derivadas parciais, de resoluio
claramente fora do ambito desta disciplina. No entanto, convém referir que esta
equacdo pode ser colocada numa forma bastante mais simples se for utilizado um
sistema de coordenadas que aproveite a Smetria da energia potencial. Neste caso, esse
sistema de coordenadas seria 0 esférico! Quando as condi¢des fronteira adequadas séo
aplicadas as funcdes de onda obtidas, chega-se a conclusdo que sdo necessarios 3
nimeros para descrever o comportamento do €electréo, de tal forma que uma
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determinada funco de onda passa a ser referida como @ nim - Os NUmeros n, | em sdo

0s chamados nimeros quanticos — n € o nimero quantico principal, | € o nimero

guantico angular e m € o nimero quantico magnético.
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