Capitulo 1

Fundamentos

1.1 Introducao

Sempre que se pretende tratar algum problema cuja solucdo toma a forma do calculo de um
valor numérico é habitual ter de considerar nao sé conceitos de cardcter mais abstracto (que
fornecem um modelo consistente para a andlise do problema) mas também questoes de natureza
mais pratica relacionadas com os calculos a efectuar ou com os niimeros necessarios a realizagao

de tais calculos.

Exemplo 1.1.1. Suponha-se que se pretende determinar o volume V de um paralelipipedo a
partir dos comprimentos de trés arestas a, b e ¢, perpendiculares entre si. Neste caso, o modelo
abstracto consiste na expressio V. = abc, que permite calcular o volume a partir dos compri-
mentos das trés arestas. Para aplicar esta expressao € entdo necessdrio comecar por medir
cada uma das arestas. Ora, a medi¢ao de cada uma das arestas estar associado um erro (erro
de medida). Ou seja, o processo de medi¢ao fornecerd valores aproximados dos comprimentos
das arestas, sendo eventualmente possivel obter alguma caracterizacao dos erros de medida. Ao
efectuar, em sequida, o produto das medidas dos trés comprimentos ir-se-d obter um valor que
apenas poderd ser considerado uma aproximacao do volume do paralelipipedo. Obviamente que
este valor aprorimado terd associado um erro que dependerd dos erros cometidos mos processos

de medida.

A situacgdo descrita neste exemplo de nao se conseguir obter um valor numérico exacto para
muitos problemas é a mais comum. Esta impossibilidade pode ter origens diversas, de que sao
exemplos erros associados a processos de medida, modelos abstractos aproximados, ou calculos
efectuados de forma aproximada. Contudo esta situacao nao é necessariamente mad, pois na
grande maioria (ou até talvez na totalidade) dos problemas bastarda obter um valor numérico

suficientemente préximo do valor exacto.

De uma forma simples, pode dizer-se que a Anélise Numérica abrange o estudo de métodos
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e técnicas que permitam obter solugoes aproximadas de problemas numéricos de uma forma
eficiente. E por natureza uma disciplina que se situa na fronteira entre a Matematica e a

Ciéncia de Computadores.

Neste capitulo apresentam-se os conceitos fundamentais necessarios a compreensao e utilizacao

dos métodos numéricos que irao ser estudados nos capitulos subsequentes.

1.2 Valores exactos e aproximados: erros

Consideremos um problema cuja solu¢ao é um nimero real. Este nimero é designado por valor
exacto do problema. Habitualmente, este valor é caracterizado por um modelo abstracto que
define o problema, por exemplo uma equagao. No que se segue o valor exacto de um problema

serd representado por .

igna-se por vi X1 u X1 a representa- or x ualquer valor
Designa or valor aproximado ou aproximagao, e re ta-se *, qualquer valo
que se pretende utilizar como solugao do problema. Associado a um dado valor aproximado x*

define-se o erro de aproximacgao como sendo a quantidade

Ax* =2 — 2™

Figura 1.1: Valor exacto e aproximagao.

No caso de z* < z, a aproximacao diz-se ser por defeito, verificando-se entao que Az* > 0.
9 )

No caso de z* > z, a aproximacgao diz-se ser por excesso, tendo-se entdo que Az* < 0.

Exemplo 1.2.1. E sabido que ™ ~ 3.14159265359. Entao,
3 3.1 3.14 3.141
sao aproximacoes de ™ por defeito e
4 3.2 3.15 3.142

sa0 aproximacoes de T Por ercesso.

Quando o sinal do erro nao é conhecido é usual considerar o seu valor absoluto, isto é, |Ax*| =

|z — x*| que se designa por erro absoluto.
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E de notar que na maioria ou até mesmo em todas as situagdes, nao é conhecido o erro Ax*
associado a uma dada aproximacao z*. De facto, se ambos fossem conhecidos, o valor exacto
x poder-se-ia calcular por intermédio da expressao x = x* + Az™, e entdo nao se utilizaria tal

aproximacao!

Assim, a situagao mais comum é aquela em que se conhece um determinado valor aproximado
x* e um intervalo para o erro de aproximacao Az*. Este intervalo é muitas vezes caracterizado
a partir de majorantes do erro absoluto. A expressdo erro maximo absoluto é utilizada
para designar um majorante do erro absoluto. E usual indicar o erro méximo absoluto por .
Entao, se x* for um valor aproximado de x com um erro méximo absoluto e, verifica-se que
x € [z* —¢e,z" + ¢l
Outra forma de caracterizar uma aproximacgao x* é através do erro relativo, que se define por
Ax*
x|
para valores de x diferentes de zero. Muitas vezes é também considerado o erro relativo aproxi-

mado definido por
Ax*

Ja*]
A nocao de erro relativo advém do facto de o mesmo erro absoluto poder ter significados reais
diferentes conforme o valor exacto em causa. Os erros relativos exprimem-se muitas vezes em
termos percentuais. Por exemplo, um erro relativo de 0.02 é referido habitualmente como um
erro de 2%.

Define-se também erro méaximo relativo, normalmente indicado por &', como sendo um ma-

jorante do erro relativo em valor absoluto, isto é,

onde ¢ representa um erro maximo absoluto. Também aqui é normal trabalhar com a apro-

ximacao do erro maximo relativo dada por

valor que é possivel calcular com base na aproximacao * e no erro maximo absoluto ¢ conhecido.

Para uma dada aproximacgao x*, o erro maximo relativo pode ser calculado a partir do erro
maximo absoluto conhecido e vice-versa, ainda que de uma forma aproximada. Habitualmente,
os erros maximos quer absolutos quer relativos sao indicados com um numero reduzido de casas

decimais (raramente mais do que duas).

Exemplo 1.2.2.
Seja x* = 3.45 com € = 0.01. Entdo &' ~ % ~3x 1073,
Seja x* = —2.7 com € = 0.07. Entdo ¢ ~ 0.07 x 2.7 ~ 0.19.



Capitulo 1. Fundamentos 4

1.3 Representagcao de nimeros reais

Uma das formas possiveis de representar nimeros reais é a designada notagao cientifica. Na

notagao cientifica decimal (base 10), que é a mais utilizada, o niimero real x é representado por
xr = :|:0.d1d2d3 ... x 10

Cada numero é representado pelo sinal (+ ou —), pela mantissa (0.d1dads . . .) e pelo expoente
e na base 10. Os digitos da mantissa sao elementos de {0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9} e o expoente é um

nimero inteiro. Refira-se que a mantissa de um niimero real podera ter comprimento infinito.

Um sistema de representacao em virgula flutuante é um sistema semelhante a notagao cientifica
mas que apenas permite representar um conjunto finito de niimeros racionais. Cada sistema de
virgula flutuante é caracterizado por 4 parametros: a sua base (), o niumero de digitos da
mantissa (n) e os valores minimos e maximos do expoente (m e M, respectivamente). Tal
sistema é habitualmente representado por FP(3,n, m, M). Assim, dizer que x € FP(3,n,m, M)
é equivalente a ter

x=0 ou z==x(0.didy...d,) x (3¢

onde e é um inteiro tal que m < e < M, e d;, para ¢ = 1,...,n, sao digitos na base 3, com
di # 0.

A representag@o mais comum de nimeros reais em computadores é feita em virgula flutuante,

sendo normalmente utilizada a base 2.

Numa representagao em virgula flutuante, o conjunto de expoentes permitidos limita a gama
de valores representaveis e o numero de digitos da mantissa caracteriza a precisao com que se

podem aproximar nimeros que nao tenham representagao exacta.

Consideremos entdo um numero = # 0, descrito em notacao cientifica por
T = :I:O.dldgdg N dndn+1 ... x 10°

com d; # 0, que se pretende representar (de forma aproximada) no sistema FP(10,n,m, M).

Se o expoente e for superior a M dé-se a designada situacao de overflow. Se o expoente e for
inferior a m da-se a designada situagao de underflow. Em qualquer dos casos nao é aconselhdvel
utilizar um elemento de FP(10,n, m, M) para representar x, pois o erro relativo de aproximacao
pode ser arbitrariamente elevado. Por tal motivo, é habitual os sistemas computacionais trata-

rem as situagoes de overflow e underflow como situagoes de erro.

Quando se verifica que m < e < M e a mantissa tem mais digitos do que os permitidos numa
dada representacao, podem usar-se dois processos para representar o numero: truncatura ou
arredondamento. No primeiro caso ignoram-se os digitos da mantissa a partir do indice n+ 1.
No segundo caso ¢é escolhido o nimero representavel mais préximo do nimero que se pretende

aproximar de acordo com as seguintes regras
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e se 0.dp41dnt2 ... > 0.5 arredonda-se a casa decimal n para cima,;
e se 0.dp41dn42... < 0.5 arredonda-se a casa decimal n para baixo;

e se 0.dpy1dyio... = 0.5 arredonda-se a casa decimal n para o algarismo par mais préximo.

Esta regra de arredondamento garante que toda aproximacao com uma mantissa de n casas

decimais terda um erro absoluto inferior a 5 unidades da primeira casa nao representada.

Quando se pretende indicar que x* é uma aproximacao de um valor exacto x com um dado erro
maximo absoluto ¢, ter-se-a de indicar * com todas as casas decimais conhecidas bem como o
valor de . Por forma a tornar a escrita mais simples, é habitual considerar erros absolutos da
forma 0.5 x 10" e representar a aproximagao até a casa decimal correspondente a 10™. Quando
se utiliza esta convencao, os algarismos da mantissa de uma representagao, com excepcao dos

zeros a esquerda, designam-se algarismos significativos.

Exemplo 1.3.1. A tabela sequinte mostra alguns exemplos de aproximacdes, utilizando esta
convencao. Em cada caso, € apresentado o erro mdxzimo absoluto, o menor intervalo em que se

garante estar o valor exacto, o numero de algarismos significativos, bem como o erro mdxrimo

relativo.
x* ‘ € ‘ Intervalo ‘ Algarismos significativos ‘ g’
2.24 0.005 [2.235, 2.245] 3 2.2x1073
2.240 | 0.0005 | [2.2395,2.2405] 4 2.2 x107*
1.5 x 102 5 [145, 155] 2 3.3 x 1072
0.1 x10% | 50 [50, 150] 1 5x 1071

O teorema seguinte relaciona o nimero de algarismos significativos de uma aproximagao com o

seu erro relativo.

Teorema 1.3.1. Uma aproximagao com n algarismos significativos tem um erro relativo apro-

ximado inferior a 5 x 107",

Demonstragao. Se x* é uma aproximacao com n algarismos significativos, entao =* é da forma
" = +didy - - - d,, x 10%,
para algum k € Z e com d; # 0. De acordo com a convengao utilizada, esta aproximagao tera

um erro maximo absoluto £ = 5 x 10%~1.

O erro méximo relativo (aproximado) ¢’ satisfaz

, e bx10m! 5x107!
ST didady x 10F  didg - dy
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Como d; # 0 tem-se que 10"~ ! < dids ---d,, < 10", concluindo-se finalmente que

, _5x107!
<

8_W:5X1oin. |

Esta relagdo entre algarismos significativos e erro relativo fornece uma regra prética para o
nimero de algarismos a utilizar quando representar uma dada aproximacao. Devem apenas
representar-se os algarismos significativos, podendo também considerar-se um algarismo adicio-

nal.

1.4 Aritmética em representacgoes finitas

O calculo de uma expressao envolvendo multiplas operacgoes aritméticas realizadas utilizando
representagcoes finitas deve ser efectuado com algum cuidado. De facto, a necessidade de guardar
resultados intermédios, obviamente utilizando uma representacao finita, faz com que se cometam
diversos erros de arredondamento desses resultados intermédios, erros esses que se podem ir
acumulando a medida que os cdlculos progridem, resultando em elevados erros no resultado
final.

Um dos pontos a considerar advém do facto de operagoes aritméticas que habitualmente gozam
de associatividade (como a soma e a multiplica¢ao) poderem perder essa propriedade quando se

trabalha em representacoes finitas. O exemplo seguinte ilustra este efeito.

Exemplo 1.4.1. Calcular 0.5+ 0.024 + 0.012 wtilizando 2 digitos em virgula flutuante.

a) Somando da esquerda para a direita

(0.50 x 10° +0.24 x 1071) +0.12 x 10~ = (0.50 x 10" 4+ 0.02 x 10°) +0.12 x 10™*
= 0.52 x 10° 4 0.01 x 10°
= 0.53 x 10"

b) Somando da direita para a esquerda

0.50 x 10° 4 (0.24 x 1071 4 0.12 x 1071) = 0.50 x 10° + 0.36 x 10~*
= (.50 x 10° 4 0.04 x 10°
= (.54 x 10°

Utilizando aritmética exacta o resultado seria sempre 0.536.

Outro caso que é necessério ter em atencgao é a subtrac¢ao de dois nimeros quase iguais. Aqui,
o resultado podera ter um erro maximo absoluto da sua ordem de grandeza, originando um
erro relativo elevado. Este fenémeno de perda de algarismos significativos é designado por

cancelamento subtractivo.



Capitulo 1. Fundamentos 7

Exemplo 1.4.2. Efectuar a subtrac¢do 2.034 — 2.016 utilizando 3 digitos em virgula flutuante.

Resolucao
Arredondando os dois nimeros dados para 3 algarismos obtém-se 2.03 e 2.02, respectivamente.

O resultado aproximado da subtracc¢ao, utilizando os numeros arredondados ¢ x* = 0.01.

O walor exacto da subtracgdo € 0.018, pelo que o erro absoluto de x* ¢ 0.008 e o seu erro relativo

é 44%, aproximadamente.

O cancelamento subtractivo pode levar a resultados com elevados erros relativos que sao sempre

indesejaveis. Por vezes, é possivel dispor os calculos de forma a evitar tal cancelamento.

Exemplo 1.4.3. Sejax > 1 ey = Vax+1—/x. O cdleulo de y pela expressio dada pode
originar um erro relativo elevado devido ao cancelamento subtractivo. Contudo, a expressao

equivalente .

Ve+14+x

permite calcular y, evitando tal fendmeno.

1.5 Propagagao de erros no calculo de funcoes

Nesta seccao iremos analisar como se propagam os erros de aproximagao no cédlculo de funcoes.
Abordaremos primeiro o caso de uma funcao real de varidvel real e posteriormente o caso de

uma funcao real de varidvel vectorial.

Seja entdo f : R — R. A situagdo que iremos tratar pode descrever-se do seguinte modo:
conhecendo uma aproximacao z* de x, que valor y* considerar para aproximar y = f(z) e como

relacionar os erros de aproximacao de x* e de y*?

No caso de a funcao f ser continua verifica-se que a medida que x* se aproxima de x mais o
valor f(z*) se aproxima de f(z). Nesta situagao, que é a mais usual, pode utilizar-se o valor

y* = f(x*) como aproximagao de y = f(x).

A

y* f

X X*

Figura 1.2: f(z*) aproximagao de f(x).
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A A
f
f

y* y*

Y y T

> >
X Xt X Xt
Funcao de variacao lenta Funcao de variacao rdpida

Figura 1.3: Influéncia de f na propagacgao de erros.

Para além da determinacao do valor aproximado de y* = f(z*), interessa também caracterizar
o erro cometido nesta aproximacao, ou melhor, relacionar este erro com o erro de aproximacao
de x por z*. E claro que o erro Ay* = y — y* dependera do erro Axz* = x — z* e também da

funcao f em questao. De facto, o erro de aproximacao Ay* é obtido pela expressao
Ay =y -y = f(z) = f(@") = f(a" + Az™) — f(z7).

Se a funcao f for continuamente diferenciavel, a aplicacao do teorema do valor médio permite
escrever
fl@™ + Az*) — f(a¥) = f'(z) - A"
para algum T entre x* e x* + Ax*, obtendo-se entao a seguinte expressao
Ay* = f'(z) - Ax*.
Habitualmente, apenas se conhece um majorante e, para |Az*|. Entao, o valor
Ey = ’f/“max "Ex

¢ um majorante para o erro absoluto da aproximacao y* de y. Nesta expressao, o valor maximo

de |f'| é determinado no intervalo [z* — e, 2* + £,].

Exemplo 1.5.1. Calcular um valor aproximado de y = sinx e o correspondente erro mdzimo
absoluto quando x ~ 0.57 (isto €, x = 0.57 £+ 0.005).

Resolucao

Um wvalor aproximado serd yj = sinZ = sin 0.57 ~ 0.5396.

O erro mdximo absoluto serd

€y < max
T

dy‘

—=|-&; = max|cosz| - e,

dx T

No intervalo em questdo, a funcdo cos € positiva e decrescente. Entdo
gy < cos(0.57 — 0.005) - 0.005 ~ 4.2 x 10~°

Finalmente tem-se que y = 0.5396 £ 4.2 x 1073, ou ainda, y ~ 0.54 + 5 x 1073,
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Sendo z* um valor aproximado de x com erro maximo absoluto €, a expressao |Ay*| < |f| . €z

permite obter o majorante para o erro relativo de y* = f(z*) dado por

/ ! €z /
e, = |f(z) —— €
Y f@) lpax
onde &/, = %, e 0 maximo de ‘x]{(g) é determinado no intervalo [z* — ., 2" + £,].

Dados x € R e uma funcao f, o nimero de condigao de f em x é definido como sendo

zf'(x)
f(x)

Este valor pode ser utilizado para avaliar a perda ou o ganho de algarismos significativos no

calculo de uma funcao, uma vez que caracteriza a ampliacao ou reducao do erro relativo. Quando
o numero de condigao for reduzido a funcao diz-se bem condicionada. Quando o nimero de

condicao for elevado a funcgéo diz-se mal condicionada e o erro relativo é amplificado.

Exemplo 1.5.2. Quantos digitos significativos se podem perder no cdlculo da fungdo y = tan(z)

quando x estd prorimo de 17

Resolucao

Como % =1+ tan?(x) tem-se que

dy = 1+ tan?(1)

| ~ tan(1)
x=1

~22>1

2
tan(x)

:‘(1+tan (2)) -z
dr vy

‘z:l

podendo perder-se um digito significativo.

Repetindo os cdlculos para © = 1.5, obter-se-ia ’g—g - 21 & 21, concluindo-se que em tal caso se

z
y
poderiam perder até 2 digitos significativos.

Passemos agora a analisar o caso em que y depende de diversas variaveis, isto é, y = f(z1,z2,...,2n),
onde f é uma funcao de R em R", que se considera continuamente diferenciavel.

*

Para cada 7 = 1,...,n, seja x7, um valor aproximado de z;, com erro méximo absoluto ¢,.

Nestas condicoes verifica-se que

*

Yy :f(xf,x;,x:)

serd um valor aproximado de y = f(z1,z2,...,Zy,) com erro maximo absoluto

n
Lo (2] ).
max

i=1
onde cada um dos maximos das derivadas parciais de f em relagao as diversas varidveis inde-

of
8$i

pendentes é determinado em [/ [z — €4, i + &4,].
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E também possivel obter o erro relativo maximo para y* dado por
n
of >
/ K /
€y = = A I
Y Z <‘ 8I1 f max “

Nesta expressao, considera-se que sgi ¢ um majorante do erro relativo de z, parai = 1,...,n. As

=1

maximizagoes sao ainda realizadas no conjunto indicado acima, tomando-se agora €., = €}, |].

Exemplo 1.5.3. Sendo a e b valores aproximados de a e b, com erros mdzimas absolutos e, e

€p, entdo s = a + b, € um valor aproximado de s = a + b com erro mdzximo absoluto
Eg = Eq T+ Ep-

Exemplo 1.5.4. O erro mdzimo relativo no cdlculo de w = xyz, pode ser obtido a partir dos

erros mdzrimos relativos em x, y e z da sequinte forma

oo ow z| |, ow y| |, ow z N
Ylor w| Yoy w| Y |0z w| ¢
x z
= |yz - —| -, + vz L ey + vy - ——| - €,
Yz Yz Yz

=&, +e, +e
1.6 Erro de truncatura

Por vezes a determinacdo de um certo valor envolve a realizacdo de uma sucessao infinita de
operagoes. O erro cometido quando se toma uma aproximagcao resultante da realizacao de um

namero finito de operagoes designa-se erro de truncatura.

Um dos casos em que se surge o erro de truncatura é no caso da aproximacao da soma S de uma
série convergente » >~ a; pela soma parcial S, = Y ;a;. Neste caso, o erro de truncatura sera
R, =5-5,.

O erro de truncatura ¢é particularmente importante quando se efectua a aproximacao de uma
funcao por polinémios de Taylor, reduzindo assim o seu calculo a realizagdo de operagoes de
soma, subtraccao, multiplicacao e divisao, que sao as operagoes aritméticas elementares & custa

das quais todos os cdlculos numéricos sao realizados.

O desenvolvimento de Taylor de uma funcao f em torno do ponto xy permite escrever

f@) = F)+ flao)e—a0) 4t f D) T R )

-~

Pro,n(x)

onde Ry, n(z) = fOD (2o 4 (z — 3:0)0)% para algum 60 € [0, 1].

O erro de truncatura na aproximacao f(x) ~ Py, ,(x) é dado pelo resto de Taylor Ry, »(z). Se

se verificar que Ry () P~ 0 a aproximagao por polindmios de Taylor pode ser tdao boa
n—-roo

quanto se queira, bastando para tal considerar um nimero suficientemente elevado de termos.
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Exemplo 1.6.1. Considere aprozimagoes da fungdo e* no intervalo [—2, 2] dadas por polindmios
de Taylor. Qual deverd ser o grau do polinémio a utilizar se se pretender que o erro absoluto

devido a truncatura da série seja inferior a 5 x 10757

Resolucao

O desenvolvimento de Taylor em torno de 0 €

. 22 x"
e =1+x+7+--~+ﬁ+Rn(x),

1

onde Ry (z) = eem(inTi)!, para 6§ € [0,1].

O erro absoluto devido a truncatura pode ser majorado da segquinte forma

n+1 2n+1

T
<8
~ (n+1)

n+1)!

Etrunc = ‘Rn($)| =

Ox
(&
(

uma vez que 0 € [0,1] e z € [-2,2].

Calculando estes majorantes para alguns valores de n, obtém-se os sequintes valores

n 8%

10 4.1 x 1074
11 6.8 x 107°
12 1.1 x 1076
1311.5x10°7

Conclui-se entdo que para n = 12 se tem €yume < 1.0 x 107°, devendo-se portanto utilizar um

polindmio de grau 12.

1.7 Exercicios

1. Sendo z* uma aproximacao de z por defeito com erro maximo absoluto e, verificar que

r* + § é uma aproximagao de z com erro maximo absoluto 5.

2. Arredondar os seguintes nimeros como indicado.

(a) 3.567 as centésimas.
(b) —5.78 as décimas.
(c) 4.5675 as milésimas.
(d) 4.5685 as milésimas.
(e) 8764 para 3 casas decimais.

(f) 8.34 x 107! para 1 casa decimal.

3. Sendo y = 0, como calcular cos(z + y) — cos(z) evitando erros de cancelamento elevados?
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4. As duas solucdes da equacdo z2 — bx + 1 = 0 podem ser obtidas por

b+ VP4 b— Vb2 —4

Tro —

e 2 2

Se b > 2 entao b serd muito préximo de v/b% — 4 e logo o célculo de x5 poderd ser afectado
por erros de cancelamento elevados. Sera possivel evitar tais erros, calculando xs de uma

forma alternativa?

5. Determinar um majorante para o erro absoluto no célculo de d = = — y, conhecendo

majorantes para os erros absolutos em z e y.

6. Determinar um majorante para o erro relativo de z = %, a partir de majorantes para os

erros absolutos em z e y.

1
2V LC'

7. A frequéncia de ressonancia de um circuito LC série é dada for f = Calcular o

valor de f e um majorante para o erro relativo quando

L=10pH £ 5% e C =10pF £+ 1pF.

8. Sendo Ry = 6.7 x 10°Q e Ry = 1kS), com erros relativos de 5% e 10%, respectivamente,

calcular Ry//R2 e um majorante para o seu erro relativo.

9. Pretende-se calcular a funcdo sin(z) no intervalo [—7, 7] recorrendo a um polinémio de
Taylor. Qual devera ser o polinémio a utilizar de modo a que o erro relativo, devido a

truncatura da série de Taylor, seja inferior a 5 x 1078 ?



