Capitulo 3

Interpolacao

3.1 Introducao

O problema de interpolagao consiste em, dado um conjunto de pares ordenados (zo, o), (1, Y1),

.+, (T, yn), determinar uma funcdo g, designada fungao interpoladora, tal que

g(xi)) =y, 1=0,1,...,n.

Ay
o News
(x1,y1)
X
Figura 3.1: Interpolagao.
Os valores xg, x1, ..., 2, designam-se por nds de interpolagao e devem satisfazer a condigao
i # j = x; # xj, ou seja, serem todos diferentes. Os correspondentes valores Yo, y1,...,Yn

designam-se por valores nodais.

Perante um dado problema de interpolagao sera necessério ter em consideracao diversas questoes,
das quais se destacam a escolha da classe de funcGes interpoladoras a utilizar e a forma de

determinar concretamente a fungao (ou uma fungao) interpoladora.

O problema de interpolacao tem aplicagoes em diversas situagbes como sejam

e 0 calculo de funcoes fornecidas por tabelas quando se pretende avaliar a funcao em pontos

nao tabelados (muito importante no passado!).
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e quando apenas se conhecem os valores de uma funcao em certos pontos, por exemplo
resultantes de medidas experimentais, e se pretende avaliar a funcao em novos pontos

(sem repetir experiéncias ou medigoes .. .).
e a aproximagao de fungoes cujo cdlculo seja complexo ou exija grande esforco.

e a base de muitos métodos numéricos.

O estudo de problemas de interpolagao aqui apresentado centra-se na interpolagao polinomial
(fungbes interpoladoras polinomiais), abordando ainda a interpolacao polinomial segmentada

(splines polinomiais).

3.2 Interpolacao polinomial

Comecemos por relembrar que uma funcao p diz-se polinomial de grau n se puder ser escrita
na forma

p(z) = apz" + ap_12" N+ +ajz + ag

onde n € Ng e a, # 0, excepto quando n = 0 em que a, pode ser nulo. Neste ultimo caso o

polinémio diz-se nulo, e o seu grau é, por convencao, —oc.

De entre as justificagoes para a utilizagao de fungoes interpoladoras polinomiais podemos des-

tacar que se seguem.

e O calculo dos valores de funcoes polinomiais ¢ feito com um nimero finito de multiplicacoes

€ somas.

e As operacgoes de derivacao e primitivagdo de fungoes polinomiais sdo simples e podem ser

facilmente realizadas de forma automaética.
e As funcgoes polinomiais sao de classe C'*.

e As funcgoes polinomiais aproximam tanto quanto se queira qualquer funcdo continua num

intervalo finito (ver resultado abaixo).

Por abuso de linguagem, uma funcao polinomial é aqui identificada com o polinémio que a

caracteriza.

Teorema 3.2.1 (Weierstrass). Seja [a,b] um intervalo real e f uma fun¢ao continua em [a,b].

Entao, qualquer que seja € > 0, existe uma funcao polinomial p tal que

max [f(z) —p(z)| <e.
z€[a,b]
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Este teorema afirma a existéncia de polinémios que aproximam tanto quanto se queira qualquer
funcao continua (num intervalo limitado). No entanto, nao fornece nenhuma indicagao sobre
como determinar tais polinémios, em fun¢do dependendo de uma aproximacao ¢ pretendida. E
de referir, no entanto, que em determinadas circunstancias, a interpolagao polinomial produz

polinémios aproximantes.

Um dado polinémio p (leia-se funcao polinomial) pode ser apresentado de diversas formas. Na

forma de poténcias simples serd escrito como
p(x) = ap + a1z + agz® + - + apa".
Na forma de poténcias centradas sera agora escrito como
p(x) = o+ a1(z — ¢) + ag(x — c)* + -+ an(x — )",
onde ¢ é uma constante, designada por centro. Na forma de Newton serd escrito como
p(x) = ao+ a1(x —c1) + az(r —c1)(x —c2) + -+ an(x —c1) - (. — ¢cn),
onde os ¢; (i = 1,...,n) sdo constantes, designadas por centros.

O calculo do valor de um polinémio p num ponto x pode ser efectuado de uma forma eficiente
(reduzindo o nimero de operagoes aritméticas a realizar) empregando o designado algoritmo

de Horner.

Para a forma de poténcias simples, p(z) =ao+ a1z + -+ + a,z", tem-se

Yy =an
Para i=n—1 até 0 fazer

y=a+y-x

Para a forma de Newton, p(x) =ap+ai(x —c1)+---+an(z —c1) - (z — ¢p), tem-se

Y =dan
Para i =n —1 até 0 fazer

y=a;+y-(x—ciq1)

Em ambos os casos p(x) é dado pelo valor final de .

3.3 Polinémio interpolador: unicidade e existéncia

Nesta secgao iremos mostrar que para um conjunto de nds distintos (x;)!", e respectivos valores
nodais (y;)i, quaisquer, existe um e um sé polinémio p de grau menor ou igual a n tal que

p(z;) = y;, para i =0,...,n.

Comecemos por relembrar o seguinte resultado sobre factorizacao de polinémios, que sera utili-

zado posteriormente.
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Teorema 3.3.1. Se z1, 29,. .., 2, forem zeros distintos do polinémio p, entdo
p(x) =(z—21) (. —22) - (z —z) - ()

onde r € também um polinomio.

O resultado seguinte afirma que se existir um polinémio interpolador de grau menor ou igual a

n entao ele é unico.

Teorema 3.3.2 (Unicidade do polinémio interpolador). Sejam p e q polindmios, de grau
inferior ou igual a n, que tomam 0s mesmos valores num conjunto de nds xg, x1,. .., Ty, distintos.

Entdo estes polindmios sao iguais.

Demonstragao. Seja d o polinémio diferenga entre p e g, isto é

d(x) = p(z) — q(x)
Este polinémio terd grau inferior ou igual a n.

Como p e g tomam valores iguais em zg,x1,...,Z,, ¢ imediato concluir que xg, x1, ..., T, sao

raizes distintas de d. Entao pode escrever-se
d(z) = (z —x0) - (x —21) -+ (z — zp) - ()

para algum polinémio r. Seja m o grau de r e suponha-se que m > 0.
Entao o grau de d seria n + 1 4+ m, contrariando o facto do grau de d ser inferior ou igual a n.
Conclui-se assim que nao se pode ter m > 0.

A alternativa é r ser o polinémio nulo e, consequentemente, d ser também o polinémio nulo, ou

seja, ou polinémios p e ¢ serem iguais. O

Passemos agora a questao da existéncia do polinémio interpolador. Se o polinémio, de grau
menor ou igual a n, p(x) = ag+ajz+...+a,z", interpolar os valores y; nos nés z; (1 =0,...,n)

distintos, entao os seus coeficientes terao de verificar

ap + a1xo + ...+ apTy = Yo

ap+ a1+ ...+ anx =y1

ao+ a1y + ...+ apxl = yn
que nao é mais do que um sistema de n + 1 equacoes lineares nas n + 1 incégnitas ag, ai,...,a,.

A existéncia do polinémio p, é entdo equivalente a existéncia de solugdo deste sistema de
equagoes. Esta questdo pode ser avaliada analisando o determinante da matriz dos coefici-

entes do sistema. Este, designa-se por determinante de Vandermonde nos n + 1 pontos
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Zo,T1, -

O valor deste determinante pode calculado como se segue.

.., xy e é dado por

1 zo 3 gt ap

1z 22 ey
v(xo, T1, .., Tp) =

1z, 22 o gn

Comecemos por subtrair a iltima

coluna deste determinante a pentltima coluna multiplicada por xy. Obtém-se assim o determi-

nante equivalente

1 oz 23 ... $871

1oz 2?2t
U(CC(],CUl, v 73371) =

1z, 22 1

0
x’f_l(azl — )
xzil(xn - xO)

Subtraindo agora a peniltima coluna a ante-pentltima coluna multiplicada por xg, resulta

v(zo, T1,. ..

1 =z 1:(2) :c872 0 0

1oz 2 .0 2% a2y —xo) 2 Ny — 20)
,an) =

1z, 22 22 g2z, — o) 2w, — 20)

Repetindo este processo até subtrair a segunda coluna a primeira coluna multiplicada por x,

obtém-se
1 0 0 0 0
1 1 —x9 x1(z1 — 20) ] (x1 —x0) 7 (z1 — o)
v(Xo, X1, ., Tpn) =
1 zp—20 Zp(xn—m0) ... 2" 2(2y —20) 2" (2 — 20)
Desenvolvendo este determinante pela primeira linha, chega-se a
x1—xo x1(x1 — X0) x?_2(:v1 — ) x?_l(xl — x0)
x9g —xo  x2(T2 — X0) I72172(352 — ) ngl(azg — )
(T, L1y, Tp) =
Tp—T0 Tp(Tn—20) ... T 2(wp—x0) 27 H2H — 20)

Colocando agora em evidéncia na primeira linha x1 — zg, na segunda linha xo — x(, e assim

sucessivamente, até x,, — rg na ultima linha, tem-se ainda que

v(xo, x1, ...

yTn) = (1 —x0) - (22 — 20) - - - (Tp — @0) -

1 oz 22 .. 2!
1 oz 23 ... 23!
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pelo que se pode escrever

n

v(xo, T1, ..., Tp) = H(l‘j —x0)| -v(z1,...,2p),
=1
onde v(zy,...,x,) é o determinante de Vandermonde nos n pontos x1, ..., Zy,.
Repetindo o processo acima para o determinante v(x1,...,z,), depois para v(zg, ..., x,) € assim

sucessivamente, obtém-se a expressao

n n n
v(To, 71, ..., Tn) = H(ﬂfj — o) | - H(iEj —z1)| H(l‘j — Tn-1)
j=1 =2 j=n
concluindo-se entao que v(xg, x1, . . ., T, ) serd nao nulo desde que os nds x; sejam todos diferentes.

Verifica-se deste modo que o sistema de equagoes que permite obter os coeficientes do polinémio
interpolador é possivel (e determinado), podendo entao afirmar-se que existe um polinémio de

grau nao superior a n que interpola os valores (y;)i, nos nés distintos (z;)i",.

Uma vez mostrada a existéncia e unicidade do polinémio interpolador, interessa agora encontrar

formas de o determinar. Uma possibilidade é resolver o sistema de equagoes de interpolagao

n

J_ :
g a;x; =y, 1=0,1,...,n.
j=0

Esta abordagem, embora simples, nao é aconselhavel, pois exige um nimero elevado de calculos.
Por outro lado, a resolucao deste sistema pode acarretar elevados erros numéricos devidos a

utilizacao de aritmética finita, que pioram a medida que n cresce.

Nas secgoes seguintes serao estudados processos mais eficientes de determinar o polindmio inter-
polador. Interessa aqui realcar que os processos apresentados constituem diferentes formas de
obter o mesmo polinémio interpolador (dado um mesmo conjunto de nds e respectivos valores

nodais).

3.4 Forma de Lagrange

Consideremos novamente um conjunto de nds distintos (z;);_,. Os polinémios (de grau n)

definidos pela expressao

n

Lk@):H%, k=0,1,...,n,
=0 kT
i2k

designam-se por polinémios de Lagrange, relativos aos nés xg, 1, ..., Tn.
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Facilmente se conclui que estes polinémios verificam as relagoes Ly (x;) = 0k, onde di; é o

designado delta de Kronecker, ou seja
1 sek=yjy,
0 sek #j.

Sj =

O polinémio interpolador na forma de Lagrange é obtido como uma combinacao linear dos
polinémios de Lagrange relativos aos nés em questao. Os coeficientes desta combinacao linear

serao os valores nodais a interpolar, como se refere no seguinte teorema.

Teorema 3.4.1. O polinémio p, de grau menor ou igual a n, que interpola os valores Yo, Y1, - - -, Yn
nos nos distintos xg,x1,...,x, € dado por
n
p(@) = yrLi(x).
k=0

Demonstragcao. Como p é a soma de polindmios de grau n ou nulos, conclui-se que o grau de p

¢ menor ou igual a n. Por outro lado, para cada né x; tem-se que

n n
v) =Y ykLi() =Y yrlri = vi
k=0 k=0

pelo que p interpola os valores nodais. O

O exemplo seguinte ilustra a obtencao do polinémio interpolador na forma de Lagrange.

Exemplo 3.4.1. Determinar o polinémio de grau menor ou tqual a 3 que interpola os valores

-1 0 2 3
y| 6 —12 18 24

Resolucao
Inicialmente calculam-se os polinomios de Lagrange relativos aos nos de interpolacao.

(x — 1) (x — z2)(x — x3)

Lo(z) = (O,xl)( Ofo)(xo*%)
hi@) = @(f = foofgl_—z))(&_ = z;3:9

- ] e e
Lafw) = (g = ;0()))(@2_—?1))((22— = 1)9

= e - o e
Ly(z) = B2 - =)

(z3 — z0)(z3 — 1) (23 — 22)
(z-(=))(=-0)(r—-2) L
B-(-1)B-0)(@B-2) 12

z+1x(z —2)
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O polinomio interpolador na forma de Lagrange serd

p(z) = 6-Lo(x)+ (—12) - Li(z) + 18 - La(x) + 24 - L3(x)
_ —%x(x—Z)(m—B)—2(x—|—1)(m—2)(:1:—3)
=3+ 1)z(x —3) +2(x + 1)z(x — 2)

Este polinomio escrito na forma de poténcias simples fica

7 29

3 2

p(r) = —za” + —x° —12.

A forma de Lagrange do polinémio interpolador é bastante facil de determinar. Além disso,
se os nos de interpolagdo se mantiverem fixos, mas algum ou alguns dos valores nodais for
alterado, nao é necessario recalcular os polinémios L, mas somente a sua combinacao linear.
Por outro lado, quando se altera ou adiciona um né é necessario recalcular todos os polinémios

Ly, desaproveitando todos os célculos entretanto efectuados.

3.5 Forma de Aitken-Neville

A forma de Aitken-Neville permite calcular o valor do polinémio interpolador num ponto
x de uma forma recursiva, considerando sucessivamente mais nds de interpolagdo e respectivos
valores nodais.

Sejam m um inteiro entre 0 e n, k um inteiro entre 0 e n —m, e defina-se p,,  como o polinémio

de grau menor ou igual a k£ que interpola os valores (yz)f;tf nos nos (:L'Z)fl:f A expressao para o
célculo do polinémio interpolador na forma de Aitken-Neville encontra-se justificada no teorema

seguinte.

Teorema 3.5.1. Dados m e k, e 0s polindmios py i, € Pm+1,k, 0 polindmio pmy, k41 satisfaz a

relacao

(2 — Timtht1) - Pmg(x) + (@m — ) 'pm+1,k($)'

pm,k—i—l(x) = Tom — Tt
m m

Demonstragao. Como py, 1 € Pm+1,k S30 polindmios de grau nao superior a k, o polinémio ¢

definido por
(.T - xm—&-kz-{—l) : pm,k(x) + (xm - l‘) : pm—i—l,k’(x)
Tm — Tm+k+1

q(x) =
terd grau menor ou igual a k + 1. Para mostrar que ¢ = py, p4+1 resta entao verificar que
q(x;) =y, parai=m,m-+1,.... m+km+k+ 1.

Seja ¢ um inteiro tal que m+1 < i < m+k. Entao py, k(i) = vi € pm+1.k(xi) = y;. Calculando

q(x;) obtém-se

q(x) _ (xz - xm+k+1> Y + (xm - xz) *Yi _ (xm — $m+k+1) " Yi — i
‘ Tm — Tm+k+1 Tm — Tm+k+1 ¢
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Por outro lado, como pp, k(Zm) = Ym € Dm+1k(Tmtk+1), tem-se respectivamente que

Tm — Tm+1+1) " Y
q(xm):( m m++) m:ym e
Tm — Tm+k+1

(T — Tmg141)  Ymskat
Q($m+k+1) = = Ym+k+1,
Tm — Tm4-k+1

concluindo-se portanto que ¢(x;) = y; parai =m,m+1,...,m+k,m+k+1, como se pretendia

mostrar. O

A aplicagao repetida da expressao (3.5.1) para um dado ponto x, permite avaliar o valor do

polinémio interpolador nesse ponto sem determinar os coeficientes do polindmio.

A forma de Aitken-Neville é muitas vezes também designada por interpolagao linear iterada.

De facto, a expressao (3.5.1) corresponde a uma generalizagao da expressao

(x—z1) - yo+ (ko — ) -1
xTo — I

que permite calcular o valor em x da funcao linear que interpola yy em xg e y; em 1.

A expressao de recorréncia da forma de Aitken-Neville pode ainda ser escrita como

pm,k(x) T — Tm

Pm+1,k($) T — Tmtk+1

pm,k+1(x): Tom — Tt 1
m m

Para avaliar o polinémio que interpola (y;)I"_, nos nés (x;);_,, em z, é necessario calcular
pio(z), ©=0,...,n,
pia(z), 1=0,...,n—1,
e, finalmente,

pon(z) = p(z).

Uma vez que p;o(x) = y;, ¢ habitual utilizar a notagao

pio(z) = yi(x)
Pi(®) = yiiv1(w)
Pi2(2) = Yiit1,i42(x)
tendo-se entao
Yo T — Xo Y1 T — I Yor(z) = — 0
Yy T —I1 Y2 T — X2 y12(90) T — X2
y01($):7, y12($):—a~-, 3/012(1‘): g

To— I Tl — T2 To — T2



Capitulo 3. Interpolacao 53

Exemplo 3.5.1. Determinar, em x = 1, o valor do polinomio de grau menor ou igual a 3 que
interpola os valores da sequinte tabela.

/-1 0 2 3

y| 6 —12 18 2

Resolucao
Interpolando linearmente entre cada dois pontos consecutivos, obtém-se os valores y; i1.

6 1+1 —12 1-0 18 1-2
. —-12 1-0 30 ) 18 1-2 5 ) 24 1-3 19
yOl()—T—— ; Y12(1) = 0_2 —,y23()—T—
Segue-se a interpolagao dos valores obtidos acima para obter os valores y; j+1,i+2-
-30 141 3 1=0
) 3 1-2 g ) 12 1-3 6
Yoi2(1) = 19 =95 y123()—ﬁ—
Finalmente, obtém-se o valor yg123 pretendido.
-8 1+1
) 6 1-3 )
y0123( )—T—— .
3.6 Forma de Newton
Consideremos novamente os nés de interpolagao distintos xg,x1,...,T,, € definam-se os po-
linémios W;, para i =0,1,...,n — 1, designados polinémios nodais, da seguinte forma

Wo(x) =z — xo
Wi(x) = (x — xo)(x — 1)

Wh-1(x) = (xr —xo)(x —x1) - (T — Tp—1)
O polinémio interpolador p pode ser escrito na forma de Newton tomando como centros os
nés distintos xq, x1,..., Iy, isto é,

p(x) = ao + aWo(z) + - + a,Wy_1(2),
ficando a sua determinagao reduzida ao calculo dos coeficientes ag, aq, ..., an.

Partindo do polinémio interpolador p, escrito na forma Newton acima indicada, definam-se os
polinémios pg, p1, - . ., Pn Por intermédio de

Po (l’) = aop,

p1(z) = ao + a1 Wo(z),

p2(z) = ao + a1 Wo(x) + asWi(7),
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Estes polinémios podem obter-se de uma forma recursiva fazendo

po(x)
pe(x) = pp_1(x) + axWi_1(2), k=1,...,n.

ag (§]

Note-se que o polinémio pg apenas depende dos valores ag,...,a; e também que o polinémio

interpolador p serd dado por p,.

O teorema seguinte mostra como se devem calcular os valores dos coeficientes ag, a1, ..., a, do

polinémio interpolador na forma de Newton.

Teorema 3.6.1. Fazendo ag =y €

Y — Pr—1(Tx)
ap="————""> k=1,...,n,
Wk—l(l'k)
entdo o polindmio py, interpola os valores (yj)é?zo nos nos (mj);?zo, isto para k =0,1,...,n.

Demonstracao. Esta demonstragao serd feita por indugao.

Como po(x) = yo, é ébvio que este polinémio interpola yo em xg.

k—1
=0

Suponha-se agora que pr_1 interpola os valores (yj);?;é nos nés (z;) Como se viu atras,
pr(z) = pp_1(x) + apWi_1(x). Da definigdo dos polinémios Wy, Wy, ..., W,_1, tem-se que
Wi—1(z;) = 0, Vj = 0,1,...,k — 1, concluindo-se entdao que pi(z;) = pr—1(z;) = y;, Vj =
0,1,...,k — 1. Por outro lado, tem-se que

Yr — Pr—1(T)

Wi—1(zx)

concluindo-se finalmente que pj, interpola os valores (y;)

pr(zk) = pr—1(zx) + Wi—1(zk) = Ygs

k . Nk
j—o nos nés (z;)7_,. O
Do processo de determinagao dos coeficientes do polinémio na forma de Newton, conclui-se que
a consideracao de novos nds apenas exige o calculo dos coeficientes adicionais, aproveitando os
calculos entretanto ja efectuados. Embora seja habitual ordenar os nds de interpolacao, tal nao

é necessdario, podendo estes ser considerados por qualquer ordem.

Exemplo 3.6.1. Determinar, na forma de Newton, o polindmio de grau menor ou igual a 2

que interpola os valores da sequinte tabela.

zx|—-1 2 3

Y 1 3 5
Resolugcao Comegando com o né 0 tem-se que po(x) = yo = 1, polindmio que interpola o
primeiro ponto da tabela.

Passando a agora ao né 1, e fazendo Wy(z) = x — x9 = = + 1, obtém-se

y1 — po(x1) 3—1
2 Wy(x) =1+
Wo (1) ol@) 2+1

p1(z) = po(z) + (:v+1)=1+§(x+1).
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Usando finalmente o né 3, e como Wy(z) = (z — z¢)(z — x1) = (x + 1)(x — 1), tem-se

5—(14+3(3+1))
B+1)(3-2)

Y2 — p1(x2)
Wl(.%‘g)

W) =1+ 2(e+1) +

3 (z+1)(x—2)

p2(z) = p1(w) +
Sendo entao o polindmio interpolador p(xz) = pa(x) dado por

2 1
p(z) =1+ g(:v+ 1)+ §(x+ 1)(z — 2).

3.7 Diferencas divididas e diferencas finitas

Sendo m e k inteiros nao negativos, defina-se p,, , como o polinémio de grau menor ou igual a

k que interpola os valores (y;)™* nos nés (xl):’;fnk

i Na forma de Newton, este polinémio serd

pm,k(ﬁ) = Gm,0 + am,1($ - xm) +---+ am,k(JU - xm) te ($ - xm—l—k—l)

A construcao do polinémio interpolador na forma de Newton permite concluir que o coeficiente

am,j, para j =0,1,..., k, apenas depende dos valores (yz)?:;,{ e dos nés (xz)ﬁm Este coeficiente
representa-se por

Amj = Y[Tm, - Tmgj)
e designa-se por diferencga dividida (de ordem j nos nés ..., Tm4;)-

O teorema seguinte estabelece uma relacao entre diferencas divididas que permite efectuar o seu
calculo de um modo recursivo.
Teorema 3.7.1. As diferencas dividas satisfazem y[z;] = yj, com 0 < j<mn, e

Y[Tmats - Thg1] — Ylom, ..., T
Th4+1 — Tm

YlTmy o Thr1] =

com0<m<k<n-—1.

Demonstragao. y[z;] = y;, uma vez que o polinémio constante p;o(x) = y; interpola y; em x;.

Sejam Py, k—m € Dm+1,k—m 05 polindmios, de graus menores ou iguais a k — m, que interpolam

(yj)é?:m em (:z:j);?:m e (yj);?i}nﬂ em (xj);?;l,ﬂ_l, respectivamente. Entao, o polindmio ¢ definido
pela expressao

T — Ty Tyl — T

r)=—"—¥—7—"-— () + ——— -~

Q( ) Tt — xmpm—‘rl,k m( ) + Tt — xmpm,k m( )

interpola Yy, ..., Yg+1 €M Tpy, ..., Tp41 € tem grau menor ou igual a k —m + 1 (notar a seme-
lhanca entre esta expressao e a relagao de recorréncia da forma de Aitken-Neville do polinémio

interpolador). Da unicidade do polinémio interpolador tem-se que ¢ = Py, g—m+1. 1gualando os

k—m+41

coeficientes do termo obtém-se

o Um+1,k—m — Am k—m
Qm,k—m+1 = ;
Tk4+1 — Tm
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ou ainda, usando diferencas divididas,

YlTmats s Thr1] — y[Tm, - -, Tk 0
Tk+1 — Tm

YlTm, -y Thr1] =

A utilizacdo de diferencas divididas permite escrever o polinémio interpolador na forma de

Newton como

p(x) = y[zo] + ylxo, z1])(x — xo) + - - - + ylzo, 21, . . ., 2] (x — 20) -+ (T — p—1)
onde

ylzo] = yo

z1] — ylz
ooy = Yl = ol

T1 — Tg

x1,x2] — ylxo,
ylwo, o1, 73] = ylz1, z2] — ylxo, 1]
T2 — o

Os célculos das diferencas divididas podem ser organizados de um modo expedito dispondo-os

numa tabela como se mostra abaixo (exemplo com 4 nés).

z |yl]| oyl yl ] Yl
Zo | Yo
y[zo, 71]
1| Y1 ylzo, 21, 2]
ylz1, 2] y[zo, 1, T2, 3]
T2 | Y2 y[r1, 2, 73]
y[zo, 73]
3 | Ys

O exemplo seguinte ilustra a utilizacao de diferencas divididas para a obtencao do polinémio

interpolador na forma de Newton.

Exemplo 3.7.1. Determinar, na forma de Newton, o polindmio de grau menor ou igual a 3

que interpola os valores da sequinte tabela.

/-1 0 2 3
y| 6 -12 18 2
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Resolucao

A tabela das diferencas divididas correspondente aos valores dados é

z |yl |yl ] oyl e
-1 @
—18
0 | —12
15 -1
2 | 18 -3
6

3| 24

FE entdo o polinomio interpolador serd

p(z) =6—18(z + 1) + 11(z + 1)z — L(z + D)z(z — 2).

Para além das diferencas divididas, podem também definir-se as designadas diferencas finitas.
A diferenga finita de ordem k € Ny e passo h > 0 da fungdo f representa-se por AZ f eoseu

valor no ponto x é

A} f(x) = f(x),
AFf(z) = Aff(x +h) — A f(x),  k=0,1,...

Em particular, tem-se que

Apf(x) = fz +h) - a(z),
ALf(x) = ALf(e+h) = AL f(2) = [f(z +2h) = f(x + h)] = [f(z + h) = f(2)],

Sempre que nao haja ambiguidade quanto ao valor do passo h, as diferencas finitas representam-
se simplesmente por AYf, ALf A2f, ...

Quando os nés de interpolacao se encontram igualmente espacados, isto é, quando existe um
valor h tal que x;41 — x; = h, para ¢ = 0,1,...,n — 1, as diferencas finitas dos valores nodais

(yi)I~ sao dadas por

A; =y 1=0,...,n
AlinAinyinyi 1=0,....,n—1
A2yi=A1y¢+1—A1yZ~ 1=0,....,n—2

O resultado apresentado em seguida estabelece uma relacao entre as diferencas finitas e as

diferencas divididas dos valores nodais correspondentes a nés igualmente espagados.
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Teorema 3.7.2. A diferenca dividida de ordem k dos valores nodais y nos nds h-equidistantes
iy Titly- -« Titk Satisfaz
1
Yz, wip] = WAkyi
Demonstragdo. Sendo k = 0 verifica-se que y[x;] = y; = A%, por definicdo.

A relacao de recorréncia entre as diferencas divididas permite escrever

y[$i+1, ceey $i+k+1] - y[wi, . 733z'+k]
Titk+1 — T4

y[xi7 cee ,$i+k+1] =
Supondo a validade da relagao a mostrar para k, tem-se

T ARy — e ARy
y[xia"'vxi-i-k-‘rl] = (k—l—l)h

Da definicao das diferencas finitas tem-se AF 1y, = AFy, 1 — APy, obtendo-se

_ 1 1 k1, _ 1 k1
Ylzis .o Tipp1] = Wm Yi = WA Yi

ou seja, a validade da expressao dada para k + 1.

Desta forma, o resultado fica demonstrado por indugao. O

Tal como no caso das diferencas divididas, é também vantajoso dispor os calculos das diferencas

finitas numa tabela.

T Y Ay A%y .. AMly Ay
o Yo
Ayo
T | A?yq
Ay
A"y
Ay
An—lyl
Ayn—2
Tp-1 | Yn—1 A2y,
Ayn—1
In Yn

Caso os nés de interpolagao sejam equidistantes é entao possivel obter o polinémio p, de grau
menor ou igual a n, que interpola os valores (y;)i~, nos nés h-equidistantes (z;)?_, na forma de

Newton utilizando diferencas finitas. Este polinémio sera dado por

A 2
p(x) = yo + =2 (x — ) + —‘Zo(x —20)(z — 1)+
h 2h
Ayo

T (x —zo)(z —x1) -+ (& — Tp—1)
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ou, numa forma compacta,

n Ak k—1
p(z) = [ o H ]

k=0

Exemplo 3.7.2. Determinar o polindmio p, de grau menor ou igual a 3,

que interpola os valores da sequinte tabela.

a;‘—1135
yl2 531

Resolugao

A tabela das diferencas finitas dos valores nodais €

z| y|Ay A%y Ay

_1

51 1

Pelo que o polinomio interpolador serd

p(x) =2+ 3(x+1) — 525 (@+ D) (2 — 1) + g2g (@ + 1) (z — 1)(z — 3).

3.8 Interpolacao directa e inversa
Sejam f : [a,b] — R, (x;)i, nds distintos pertencentes a [a,b] e y; = f(x;) parai=0,1,...,n.

A interpolacao directa de f nos nés (z;)], consiste em determinar o polinémio p (de grau

menor ou igual a n) que verifica p(z;) = y; parai =0,1,...,n.

Se f admitir inversa em [a,b] entdo a interpolacao inversa de f consiste em determinar um

polinémio ¢ (de grau menor ou igual a n) tal que

q(yi) = z, 1=0,1,...,n.
Agora (y;)"_, sdo os nds de interpolagao e (z;)", sao os valores nodais, da fungdo f~! a inter-
polar.

Uma das aplicagoes da interpolagao inversa é a determinacao de zeros de fungoes, como se ilustra

no exemplo seguinte.
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Exemplo 3.8.1. Determinar um valor aprozimado do zero de f(z) = 3sin(z) — e~ em [0, 1].

Resolucao
Um zero s €, por defini¢ao, um valor tal que f(s) = 0.

Como f é estritamente crescente em [0,1] (porqué?) entdo f admite inversa nesse intervalo.

Logo conclui-se que

fs)=0&s=f"10)
Utilizando interpolagdo inversa de f e calculando o valor de um polinémio interpolador de f~*
em 0 obter-se-d um valor aproximado do zero de f.

Escolhendo alguns nds em [0, 1] e calculando os valores nodais obtém-se

x \ 0 0.4 0.6 1
y:f(x)\—moooo —0.08619 0.29815 0.89433

Utilizando o forma de Newton calculada a partir das diferencas divididas

y z | 2L] a2l el

~1.00000 | 0
0.43773

—0.08619 | 0.4 0.06366
0.52037 0.04745

0.28815 | 0.6 0.15356
0.67094

0.89433 | 1

O polinomio interpolador fica

ply) = 0 + 0.43773(y +1) + 0.06366(y + 1)(y + 0.08619) +
+ 0.04745(y + 1)(y + 0.08619) (y — 0.28815)

E entdo, s = f~1(0) ~ p(0) = 0.44200 (verificando-se que f(0.44200) = —0.00113).

3.9 Dupla interpolacao

Consideremos o problema descrito em seguida. Conhecidos os valores z;; = f(x;,y;) de uma
fungdo f: R? — R, onde (z;)7, sdo distintos, e (y;)", sdo também distintos, pretende-se obter

um valor aproximado de f(Z,7).

Este é um problema de interpolacio em R?, mas que pode ser “resolvido” utilizando interpolacio
em R. Para tal poder-se-4 aplicar o método designado por dupla interpolacao, que consiste
em efectuar interpolacoes polinomiais independentes nas duas varidveis, uma de cada vez. Estas

interpolacoes podem ser efectuadas de duas formas:
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e Interpolando inicialmente em z, obtém-se para cada j o polinémio p; que interpola os
valores (z;)i nos nés (;);. Posteriormente, determina-se o polinémio ¢ que interpola

os valores p;(Z) nos nés (y;)jL,. O valor procurado serd dado por ().

e Interpolando inicialmente em ¥y, obtém-se para cada i o polinémio ¢; que interpola os
valores (z;;) Lo 10s nés (y5) Lo Posteriormente, determina-se o polinémio p que interpola

os valores g;(y) nos nés (x;);,. O valor procurado serd dado por p(z).

Os valores conhecidos bem como os valores a determinar para o célculo aproximado de f(Z,7)
podem ser dispostos de um modo natural em tabelas como se mostra em seguida. Interpolando

primeiro em x ter-se-a

flzy) | v o w ] Y1 - YUm
iy 200 ... 20l 20041 ---  Z0m
Tk 2k0 R 2kl 2 l+1 o Zkem
T | po(Z) p(T) 4@ | pira(T) Pm(T)
Tk+1 | k41,0 Rk+1, Rk+1,0+1 Zk+1,m
Tn Zn0 cen Znl Zn,l+1 Znm
Interpolando primeiro em y tem-se agora
flxy) | wo Y ] Yit1 Ym
o 200 201 q0(7) 20,141 Zom
Tk Zk0 2kl a:(9) Zk,1+1 Zkm
T p(¥)
Tr41 | 2k4+1,0 el Qer1(Y)  Zrritl Zk+1,m
Tn Zn0 Znl dn (ﬂ) Zn,l+1 Znm

Exemplo 3.9.1.

Considere a sequinte tabela de alguns valores de z(x,y) conhecidos.

6

Y
z 1 2 4
10 15 18
7 12 15

5 8 10

22
20
14
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1. Interpolando linearmente em x e em y, estime o valor de z(4,5)

(a) interpolando primeiro em x.

(b) interpolando primeiro em y.

2. Estime agora z(4,5) utilizando interpolagdo linear em x e quadrdtica em y e interpolando

PTIMEIT0 em T.
Resolucao

1. Interpolacao linear em x ey, escolhendo para cada varidvel os dois pontos mais prorimos.

(a) Interpolando primeiro em x

2(2,4) 4-2 Yy

2(5,4) 4-5 > 1 2 4 5 6
201(4,4) = 2-5 = 11.6667 110 15 18 29

2(2,6) 4-2 zl2| 7 12 [15 20

2(5,6) 4-5 4 ]
201(4,6) = 2_5 =16 5/5 8 |10 14

Interpolando agora em y os valores calculados, obtém-se

201 (4, 4) 5—4
201 4, 6 5—06
201(4,5) = (4.6 —[13.833.
(b) Interpolando primeiro em y
2(2,4) 5—4 Y
2(2,6) 5-6 1 2 4 5 6
201(2,5) = 1-6 =175 110 15 18 22
z(5,4) 5—4 x|2|7 12 |15 20
2(5,6) 5—6 4 []
z01(5,5) = 16 =12 55 8 |10 14

Interpolando agora em x os valores calculados, obtém-se

5 |
n(a,5) = 0D 220 ()

A obtencdo do mesmo valor fazendo as interpolag¢des nas duas varidveis por ordem diferente

terd sido coincidéncia?
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2. Interpolagao linear em x e quadrdtica em y, escolhendo para cada varidvel os pontos mais

ProTimos.

Interpolando primeiro em x

2(2,2) 4-2
2(5,2) 4-5
201(4,2) = = = 90.3333
)
z 1 2 4 5 6
2(2,4) 4-2
(5,4) 4-5 1110 15 18 22
z(5, —
201(4,4) = T = 11.6667 z|2| 7 [12] [15 20
_ . D
51 o 8 10 14
2(2,6) 4-2
2(5,6) 4—5
201(4,6) = T ~ 16

Interpolando agora em y os valores calculados, obtém-se

201 (4, 2) 5—2 201 (4, 4) 5—4
201(4,4) 5—4 201(4,6) 5—6
aon(4,5) = 2D 128333 m(a5) = 0O — 13.8333
201 (4, 5) 5—2
212(4,5) 5—6

#012(4,5) = 26 =

Nota: Em todos os cdlculos foi utilizada a forma de Aitken-Neville uma vez que em cada caso

apenas € necessdario calcular o valor do polinémio interpolador num ponto.

3.10 Erro de interpolacao

Se os valores nodais a interpolar corresponderem a valores de uma dada funcao f, pode ser
interessante analisar em que medida o polinémio interpolar se aproxima da funcao, obviamente

que em pontos distintos dos nés de interpolagao.

O resultado apresentado em seguida generaliza o conhecido teorema do valor médio que permite
concluir a existéncia de um ponto onde a tangente ao grafico da de uma funcao é paralela a

uma dada recta secante. De facto, fazendo k = 1 no enunciado do resultado abaixo obtém-
_ f(z1)—f(x0)

. (Relembremos que as diferengas
1 —T0 s

se directamente aquele teorema pois f[zg,z1]

divididas dos valores da fungao f sdo representadas por f[...].)
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Teorema 3.10.1. Sejam f € C*([a,b;R) e (x;)F_, um conjunto de nds distintos em [a,b].

Entao existe § € [a,b] tal que

1

=/"M©.

f[$0,$1,- . 'axk:]

Demonstragao. Seja p o polinémio de grau menor ou igual a k que interpola f nos nds distintos

(z;)¥_,. Entdo, a funcgdo e = f — p tem pelo menos k + 1 zeros distintos em [a, b]. Logo

e =f—p tem pelo menos k zeros distintos em [a, b],

e® = @ _ p(  tem pelo menos k — 1 zeros distintos em [a, b],

e?) = ) _ p(®) tem pelo menos 1 zero em |[a, b],

ou seja, existe £ € [a, b] tal que ¥ (&) = p()(¢).
Designando por aj, o coeficiente de z* em p verifica-se que p*) (x) = Klag.

Da forma de Newton do polinémio interpolador verifica-se que ax, = f[zg, x1, ..., zx|, concluindo-

se entdo que k! f[zo, z1,. .., x5 = f*)(£), como pretendido. O

O teorema seguinte permite estimar o erro cometido ao aproximar uma funcao f por um po-

linémio interpolador dessa funcao, habitualmente designado por erro de interpolacao.

Teorema 3.10.2. Sejam f € C"!([a,b];R) e p o polindmio de grau menor ou igual a n que
interpola f nos nds distintos ()}, pertencentes a [a,b]. Entdo, para qualquer x € [a,b] existe
¢ € [a,b] tal que

o) = f(@) ~ pla) = e D Wa(a)

(n+1)

onde Wy(x) = (x — zo)(x — z1) - -+ (x — zp).

Demonstragdo. Seja T um qualquer elemento de [a, b].
Se T = x; para algum 4, o erro é nulo e o teorema é verdadeiro, pois W,,(x;) = 0, Vi.

Suponha-se agora que z ¢ distinto de (z;)_,. O polinémio ¢ de grau menor ou igual a n + 1,

que interpola f nos nés xg, x1,...,x, e T, pode ser escrito como (relembrar a forma de Newton)

Q(x) = p(x) + f[x07$17 cee 7$n,f]Wn(ZE).

Desta expressao resulta que f(z) = ¢(z) = p(Z) + flzo, 1, - ., Tn, T|Wi(Z).

Como ja visto, existe £ € [a,b] tal que flxg,x1,...,Tn,Z] = ﬁf("ﬂ)(f), obtendo-se final-
mente que
(@) = (&)~ pl@) = T [ EWa(2)
(n+1)!

como se pretendia mostrar. O
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Na expressao do erro de interpolagao

@) = e F QW (a),

(n+1)
o ponto ¢ (dependente de x e dos nés de interpolagao) é desconhecido, sendo usual considerar

uma das seguintes majoragoes do erro absoluto

1
< . (n+1) W,
le(z)] < CES] ng[%lf ()| [Wa(x)],
ou
1
< - . (n+1) . W, (2)].
le(z)| < CE] Zgl[%]!f (2)] ng[gfg}\ ()]

Supondo os nés ordenados de forma crescente (0 que nao acarreta qualquer perda de generali-
dade) e sendo h o espagamento maximo entre dois nés consecutivos, a majoracao de |W,| no
intervalo [z, x,] conduz ainda ao seguinte majorante do erro absoluto
hn+1
e(z)| € ——— - max |[F"D (2
()| < gy - e 1O (E)

que é valida para todo o = € [z, xy).

Exemplo 3.10.1. Pretende-se construir uma tabela da fungdo f(x) = tan(x) no intervalo [0, F]
com nos equidistantes, por forma a que o erro absoluto cometido quando se interpola linearmente

nesta tabela ndo exceda 5 x 107°. Qual o espacamento minimo entre os nos?

Resolucao

O erro mdximo absoluto na interpolacdo linear entre nds consecutivos serd

e < %-max\f”\

Tem-se ainda que f"(x) = [tan(z)]” = [1 +tan?(x)] = 2tan(x)(1 +tan?(x)), cujo valor mdzrimo

em [0, %] €4 (para x =7 ). Para obter o erro mdzximo desejado bastard impor a condigdo

B x4<5x107°

obtendo-se h < 1072, o que corresponde a um nimero de intervalos superior a Tio=2 ~ 78.5,

ou seja, serd usada uma tabela com 80 pontos (incluindo os extremos) espacados de ;7= .

Uma questao que surge com alguma naturalidade é a de saber se a medida que se aumenta o
numero de nés de interpolacao, o polinémio interpolador “converge” para a fungao a interpolar,

ou seja se o erro de interpolagao diminui a medida que o grau do polinémio interpolador aumenta.

Exemplo 3.10.2. Seja f:[—1,1] — R definida por

1
J@) =552
Tomando como mds de interpolacdo os pontos —1 + %, (1t = 0,...,4), obtém-se o polindmio

interpolador
1250 , 3225 ,
- —x

i 1.
st Tt T
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- 08 ) 08\

Funcao a interpolar e polinomio
interpolador de grau 4.
Interpolando agora nos nos —1 + %, (1=0,...,8), obtém-se o polindmio interpolador

200000000 ¢ 383000000 ¢ n 228601250 , 98366225 1
z° — x T =7 .
3725137 3725137 3725137 7450274

Funcdo a interpolar e polinomio

interpolador de grau 8.

Continuando a aumentar o numero de nds e mantendo-os equidistantes, verifica-se que 0s po-

lindmios interpoladores apresentam cada vez maiores oscilagdes, ndo se aproximando da fun¢do
a interpolar.

Neste exemplo, & medida que o nimero de nds aumenta, o erro de interpolacao nao converge
para 0, verificando-se que os polinémios interpoladores apresentam “oscilacées” de amplitudes

crescentes. Este comportamento deve-se a habitualmente designada rigidez dos polinémios,
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que se traduz no eventual aparecimento de oscilagoes quando se obriga um polinémio a passar

por determinados pontos.

Este tipo de comportamento é bastante indesejavel quando se pretendem utilizar polinémios
interpoladores para aproximar funcgoes. Analisando a expressdao do erro de interpolacdo pode
concluir-se que este comportamento pode ser causado quer pelo aumento dos valores das deriva-
das de ordem superior da funcao f a interpolar, quer pelo aumento dos valores dos polinémios
nodais W;. Se, para um dado problema de aproximagao por interpolacao polinomial, os valores
que tomam as derivadas de f sao algo que nao se pode contornar, ja os polinémios nodais po-
dem alterados bastando para isso alterar a localizagao dos nés de interpolagao. Na verdade, é
possivel escolher os nés de interpolacao de forma a que os polinémios nodais W; tomem valores

tao pequenos quanto possivel.

Outra forma de evitar este comportamento sera utilizar fungoes interpoladoras nao polinomi-
ais. Uma das possibilidades sera a utilizacao de fung¢oes polinomiais por segmentos, que serao

estudadas em seguida.

3.11 Interpolagao polinomial segmentada (splines)

Consideremos novamente a questao de interpolar uma fun¢ao f num intervalo [a, b]. Em diversas
situagoes de utilizacao de polindmios interpoladores nao se verifica a convergéncia para 0 do
erro de interpolacdo a medida que se consideram mais nés, isto é, polindmios de mais grau
mais elevado. Por outro lado, nem sempre é vantajoso do trabalhar com polinémios de grau
elevados, pois a sua avaliagdo num ponto utilizando aritmética finita estd sujeita a erros de

arredondamento.

Uma alternativa sera utilizar fungoes interpoladoras que nao sejam de classe C'*°. Particular-
mente interessante é a utilizacao de fungoes polinomiais por segmentos, isto é, fungoes que em
cada subintervalo sejam definidas por um polinémio, mas que em diferentes subintervalos possam

ser definidas por diferentes polinémios.

Defini¢ao 3.11.1. Uma fung¢ao S diz-se um spline polinomial de grau m (onde m € N),

relativo aos nés a =xg < x1 < -+ <z, = b, quando

1. S coincide com um polindmio S; de grau menor ou igual a m em cada subintervalo

[xi_l,mi], 1= 1,...,71.

2. 8 € C" ([a,b]; R).

Dados os nés x¢p < 1 < --- < x,, a definicao do spline é feita a custa dos polinémios 5;, que
caracterizam S nos diferentes intervalos [z;_1,x;]. Sendo as fungoes polinomiais de classe C'*°,
a condicao 2 é sempre valida no interior de cada subintervalo, pelo que apenas é necessario

verificd-la nos nés x1,...,Tp_1.
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Dado um conjunto de nés zg < x1 < --+ < x, e os valores nodais yg, 41, - .-, Yn respectivos, a
interpolacao por splines de grau m consiste em encontrar um spline S de grau m relativo

aos nos rg < 1 < --- < xp tal que

S(x;) = yi, i=0,1,...,n.

Tal como no caso da interpolagao polinomial também agora se colocam algumas questoes im-

portantes as quais interessa responder, das quais se destacam as seguintes

e Sera que existe spline interpolador?
e Serd que o spline interpolador é inico?

Como se determinam os polinémios S; que definem o spline?

e Como se estima o erro na interpolacao por splines de uma fungao?

Estas questoes serao de alguma forma enderecadas no estudo que se segue sobre interpolacao

por splines.

Spline de grau 1 ou linear

O spline S coincide em cada subintervalo [z;_1, ;] com o segmento de recta que passa pelos

pontos (x;—1,¥i—1) € (x;,y;). Ou seja, os polinémios S;, definidores do spline, serdao dados por

Ti—x T — T
S. x) =y i + y; i
z( ) Yi—1 hz Yi hz
para i = 1,2,...,n. (Nota: nesta expressao e no que se segue, define-se h; = z; — x;_1, para
i=1,2,...,n.)
A
y y2

Figura 3.2: Spline linear.

A existéncia e unicidade do spline interpolador de grau 1 é uma consequéncia imediata da
existéncia e unicidade do polinémio interpolador de grau menor ou igual a um para cada par de

nds consecutivos.
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Caso os valores nodais y; sejam dados por uma funcao, isto é, y; = f(z;), onde f é uma fungao
de classe C2, pode concluir-se que o erro de interpolacdo por um spline de grau 1 é majorado
por .

el < =. " X h2

el <51

max

com h = max{h;: 1 <i<n}.

Esta expressao obtém-se directamente a partir da majoragao do erro de interpolagao polinomial

para polinémios de grau menor ou igual a um.

Spline de grau 2 ou quadratico

O spline coincide em cada intervalo [x;_1, z;] com um arco de pardbola. Estes arcos ligam-se de
forma continua, deverao passar pelos valores a interpolar e assegurar a continuidade da primeira

derivada nos nés x1,x9,...,Tp_1.

Figura 3.3: Spline quadrético.

As condigoes a impor aos polindmios .S;, definidores do spline S, serao

Si(ZEi,l) = Yi—1 1= 1,...,n, (3111)
Si(xi) = Sipq1(wi) i=1,...,n—1, (3.11.3)

que resultam em 3n — 1 equagoes a satisfazer pelos coeficientes dos .S;.
Sendo os polinémios S;, ¢ = 1,...,n, definidos por

M.
Si(z) =yi—1+mi—1 - (x —zi—1) + 71 (= iq)?

garante-se, por construcao,a satisfagdo de (3.11.1). Deste modo serd necessario determinar os

valores m; e M;, parai=1,...,n, para definir completamente o spline.

Partindo de (3.11.2) e (3.11.3), é possivel determinar os valores m; e M; de uma forma recorrente
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por intermédio das expressoes

Yi — Yi-1 .
m; =2 —mi_1 1=1,...,n,
hi
m; — m;_1 .
M; = ! i=1,...,n.
hi

Para completar a definicao do spline é necessario ainda definir o valor adicional mg. Conclui-se
entao a nao unicidade dos splines quadraticos interpoladores. Para se ter unicidade é necessério
impor uma condicao suplementar, sendo habitual estipular o valor mg, ou seja, a derivada do

spline em x.

E de salientar o facto dos splines quadraticos serem pouco utilizados, por habitualmente apre-

sentarem um comportamento com grandes oscilagoes.

Spline de grau 3 ou cubico

Em [z;_1, ;] o spline S coincide com um polindmio de grau menor ou igual a 3. Estas fungoes
polinomiais ligam-se de forma continua, deverao passar pelos valores a interpolar e assegurar a

continuidade da primeira e segunda derivadas nos nés xi, o, ..., Tp—1.

Ay

Y2

Figura 3.4: Spline ctbico.

As condigOes a impor aos polinémios S;, definidores do spline S, serao

Si(ri-1) = Yi-1 i=1,...,n,
Si(xi) = yi i=1,...,n,
Sz{(xi):Sz{+1($i) i=1,....,n—1,
S (i) = Siiq (x:) i=1,...,n—1.
Definindo M; = S”(z;), parai = 0,1,...,n, a continuidade da segunda derivada fica assegurada
fazendo-se
SV(z) = My L 4 pp Tt

h; h;
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Os parametros M; sao habitualmente designados por momentos. Integrando esta expressao

duas vezes obtém-se

z; — )3 x—xi_1)3
Si(x) :Mi—l( Zﬁhi ) —|—Mi( 6hz ) + oz + G
onde «; e [; sao constantes de integracao. Definindo ¢; = «o;x;-1 + §; e d; = a;x; + §;, tem-se
ainda ( )3 ( 3
X, — X r — Tj—-1 Ty, — & r — Tj—1
S. — M M ) d.
l(l') i—1 6h, + M; 6h; + ¢ h, + d; b

Impondo agora as condigoes S;(zi—1) = yi—1 e Si(z;) = y;, conclui-se que

M;_1h?
6

M;h?
d; = y; — 5

G = Yi—1 —

Substituindo estes valores, conclui-se que os polinémios S; podem ser representados por

Ty, — X 3 r — Tj— 3
Si(x) :Mifl( o ) +Mi( 6T 1)
Mi_lh% Xr; — & ]\4th2 r — T;—1
bim1m g no T\ T hi

Impondo a continuidade da primeira derivada nos nds interiores conclui-se que

hi hi + hit1 hit1 Yitl —Yi  Yi — Yi-1

— 1+ —M _|_ _M — _

6 i—1 3 % 6 i+1 hi+1 hz
para:=1,2,...,n—1, obtendo-se deste modo um sistema de n — 1 equacodes lineares com n + 1
incognitas, que sao os momentos My, My, ..., M,.

Conclui-se assim a nao unicidade do spline interpolador de grau 3. Para determinar um spline
interpolador de grau 3 é necessario impor duas condicoes adicionais. Uma possibilidade sera
considerar My = 0 e M, = 0 (anulamento da segunda derivada no primeiro e no ultimo nd).

Neste caso, diz-se que o spline é natural.

Os splines cubicos sdo bastante utilizados como fungoes interpoladoras. Tendo por base po-
linémios de grau 3 sao fungoes de facil avaliagao num ponto e também garantem a continuidade

da segunda derivada. As suas propriedades hé ainda a juntar a descrita no resultado seguinte.

Teorema 3.11.1. Sejam 0s nés a = xg < --- < x, = b e os valores nodais yg, - . .,Yn.- Entdo,
de todas as fungées g € C?([a,b];R) que interpolam estes pontos, o spline cibico natural € a

unica que torna minimo o valor de

/ 'l (@)

Caso os valores nodais obedecam a y; = f(z;), onde f é uma funcdo de classe C*, o erro de
interpolacao por um spline ciibico é majorado por

5
le] < 381 @) -ht.

max
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Exemplo 3.11.1. Interpolar a func¢do

1

@) = T ose2

x € [-1,1]

por splines polinomiais, utilizando 7 pontos do intervalo [—1, 1] equidistantes.

Resolucao

Os wvalores a interpolar serdo

=

Interpolando por um spline linear obtém-se

S1(x

Sa

S3(x

U

4

S5£L'
561'

2 1 2
v|-1 -3 o § 3 1
1 9 9 9 9 1
TR R EEEE
) = 0.17078 + 0.13232z, vel-1,-2
_ 2 1
) = 0.44684 + 0.54641z, ve[-2,-4
) =1+ 2.20588z, z € [—1,0]
) = 1 — 2.20588z, z €0}
) = 0.44684 — 0.54641z, vel}
) = 0.17078 — 0.13232z, ze2,1]

Interpolando por um spline quadrdtico (e considerando mo = 0) obtém-se

i o 1 3 2 4 5 6

m; | 0 0.26464 0.82818 3.58359 —7.99535 6.90253 —T7.16717

M; | — 0.79393 1.69061 8.26622 —34.73681 44.69364 —42.20910
Sp(z) = 0.43543 + 0.79393x + 0.3969722, ze[-1,-2
So(z) = 0.63469 + 1.39171x + 0.84530x2, vel[-2,-1
S3(z) = 1+ 3.58359z + 4.1331122, z € [-1,0]
Sy(z) =1+ 3.58359x — 17.36841x2, z €[0,1]
Ss(z) = 5.41280 — 22.89323x + 22.3468222, z €[}, 3]
Se(z) = —13.89892 4 35.04193z — 21.1045522, z € [3,1]

A interpolagao por um spline cibico natural (Mo =0 e Mg = 0) passa pela resolugdo do sequinte

sistema de equacgdes

O O O Ko
o O F- o K-
O = ome = ©

o - © o ©

Glmemg- o o

M 51089
M, 3075
M3 == —%
My st
| Ms || sioss
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cuja solugdo é

My My Ms M, M5}T

=[-1.81814 14.72616 —27.21602 14.72616 —1.81814]T.

Os polindmios definidores do spline cibico serao

Sy (x) = —0.63728 — 2.49388z — 2.72721x? — 0.90907z3, z € [-1,—2]
Sa(x) = 2.08308 + 9.74775x + 15.63523z> + 8.272152%, ze[-3,—3]
S3(z) = 1 — 13.60801z% — 20.9710923, z € [-1,0]
Si(z) = 1 — 13.60801z% 4 20.9710923, z €0, 3]
Ss(x) = 2.08308 — 9.74775x + 15.635232> — 8.272152, z € [3,3]

Se(x) = —0.63728 + 2.49388x — 2.7272122 + 0.909072, z € [2,1]

/ 0z
P T——
1 06 o 05 1
0.2 \ 02
1 05 ]

Spline linear

Spline quadrdtico

—
a8

Spline ciubico

Como se pode verificar, os splines linear e cibico constituem boas aproximacoes da funcgao f,

este ultimo com propriedades de continuidade das duas primeiras derivadas. E de relembrar que

a aprorimacgdo desta funcao por polindmios interpoladores em nos equidistantes se torna muito
problemdtica.
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3.12 Exercicios

1. Mostre que os resultados da dupla interpolacao linear do exemplo 3.9.1 nao sao coin-
cidéncia, ou seja, que a dupla interpolacao linear produz o mesmo resultado independen-

temente da ordem por que sao efectuadas as interpolagoes nas duas variaveis.

2. Pretende-se aproximar a funcado e” no intervalo [—1, 1] por um polinémio interpolador em
nés igualmente espacados, de forma a que o erro absoluto cometido seja inferior a 5 x 10~5.

Determine a ordem minima para o polinémio interpolador.

3. Pretende-se aproximar a fungao log,(x) no intervalo [1,2] por um polinémio interpolador
em nés equidistantes, de forma a que o erro absoluto cometido seja inferior a 5 x 1075.

Determine a ordem minima para o polinémio interpolador.

4. Pretende-se construir uma tabela com valores da fungao log,(x) no intervalo [1,2] com
nés equidistantes, de modo a que o erro absoluto cometido quando se utiliza interpolacao
quadritica nesta tabela seja inferior a 5 x 1078, Determine o espacamento minimo entre

os nos a utilizar. Que nés deverao ser utilizados?



