LICENCIATURA EM ENGENHARIA ELECTROTECNICA E DE COMPUTADORES

ANALISE NUMERICA
1997/98

— Solucao de Equacoes Nao Lineares —

Objectivos:

Encontrar os zeros de equacoes nao lineares, através dos métodos:
e Bisseccoes sucessivas.
e Falsa Posicao e Falsa Posicao Modificado.

e [terativo Simples.

e Newton.

PROBLEMAS
— Encontre um valor aproximado a menos de 5 x 1072 da raiz da equacao:
rlnz—1=0
pelos seguintes métodos:

(a) Bissecgbes sucessivas;
(b) Falsa posigao;

(c) Falsa posigao modificado;
(d) Iterativo Simples;

(e) Newton.

RESOLUCOES

Procedimento geral para a resolugao de equagoes nao lineares por métodos iterativos:
1 — Separar as raizes, numericamente ou analiticamente.
2 — Garantir a convergéncia, através da formula e ponto inicial convenientes.

3 — Estabelecer um critério de paragem, limitando o nimero de iteragoes (k = kpqz), 0 incremento

entre iteragoes (|xy — zx11] < 1) ou a proximidade ao zero (|f(z)| < e2).

4 — Aplicar o método escolhido.



Separacao de raizes

Objectivo: encontrar tantos intervalos disjuntos quantas as raizes reais distintas da equagao f(z) =

0, tais que a cada intervalo pertenga uma e uma so raiz, sendo f continua no interior de cada intervalo.

A separagao das raizes pode ser realizada por um método analitico baseado nos nimeros de Rolle

ou por um método grafico:

1.

Meétodo baseado nos numeros de Rolle

Designam-se por nimeros de Rolle da equacao f(x) = 0, definida em D C R, o conjunto dos

pontos fronteira de D e dos zeros da fungao derivada de f.

Ordenando por ordem crescente os numeros de Rolle previamente determinados, sabemos que
entre dois nimeros de Rolle consecutivos existe no maximo uma raiz real da fungao.

Meétodo grifico

Se a funcao for facil de representar graficamente, podemos fazer um esbogo e assim determinar
aproximadamente intervalos contendo as raizes reais. No entanto, serda de um modo geral mais

vantajoso dar a equacao f(x) = 0 a forma g(z) = h(x), g e h escolhidas de modo a serem de

facil representagao grafica.

Os pontos z* tais que g(z*) = h(z*) verificam f(z*) = 0.

Separacao das raizes de zlnx — 1 = 0.

1.

Numeros de Rolle
Dy =]0, +oo[
f(z)=Inzx+1

fllx)=0=>Inz+1=0=>z=¢!

Ntmeros de Rolle: 0,e~ !, 400

Se a funcao f(z) toma valores de sinais contrdrios em dois nimeros de Rolle consecutivos, a

equacao f(x) = 0 terd uma raiz nesse intervalo:

1 1
lim(xlnx—l)ZIimg—lzlim - —-1=-1<0
x—0 x—0 < z—0 -

(xlnz —1)/pe1=— 1 -1~ -1368 <0

lim (zlnz—1) =400 >0

T——+00
Conclusdo: No intervalo Je™!, +00] existe um zero de f(z) = xInx — 1.
Comentdrio: Como para os calculos seguintes os extremos do intervalo tém que ser finitos e
a funcao tem que estar definida nesses mesmos extremos, iremos (por tentativas) reduzir a
largura do intervalo determinado anteriormente. Note-se que este processo sé é valido por nods

ja sabermos que héd apenas um zero neste intervalo.
1 p.€x.
Je™, +oo[—]1,¢[

Note-se que o valor de f no limite esquerdo do intervalo continua a ser negativo e que o valor

de f no limite direito continua a ser positivo.



2. Método grifico

1
fz)=2zlnz—1=0<Inz = —
x

g(z) =Inz h(z) =

v

— (a) Método das bissecgoes sucessivas

Teorema 1 Seja f € Cla,b] e tal que f(a) e f(b) tenham sinais diferentes. FEntio a

sucessio {x} determinada pelo método das bissec¢oes sucessivas (Ty1 = b’“;a’“) converge

para um zero de f neste intervalo, e o erro apds k iteragoes satisfaz a sequinte relacdo:

b —al
9k

e <

Neste problema pretende-se uma precisdo § =5 x 1073 e b—a = e — 1. Entéo:

|b— al |b — al
)

2k

e<d = <6 & k>log & k>384

Conclusao: Quando utilizamos o intervalo [1,e] a convergéncia estd garantida e para sa-
tisfazer a precisao exigida é suficiente realizar 9 iteracoes. Para 9 iteragdes o erro maximo

obtido serd de % ~4x 1073,

ap  flar) b f(br) xpp
1 -1 e 1.718 1.859
1 -1 1.859 0.153 1.430

1.430 -0.489 1.859 0.153 1.644
1.644 -0.182 1.859 0.153 1.752
1.752 -0.018 1.859 0.153 1.805
1.752 -0.018 1.805 0.066 1.778
1.752 -0.018 1.778 0.024 1.765
1.752 -0.018 1.765 0.003 1.758
1.758 -0.007 1.765 0.003 1.762

0 N O O ReWwWw NN = O

Solucdo: =* =1.762 +4 x 1073



(b) Método da falsa posicao

Teorema 2 Seja f uma fungdo convera ou concava (f” com sinal constante) no intervalo
[a,b], com f(a) e f(b) de sinais diferentes. Entdo o método da falsa posi¢io converge

linearmente para o zero de f nesse intervalo.

Entao:

portanto f” > 0 em [1, €] e estd garantida a convergéncia do método.

A partir do Teorema do Valor Médio é possivel demonstrar o seguinte:

Teorema 3 Sejam f(x) e f'(x) continuas no intervalo [a,b] que contém as aprozimagoes

Tp11. Se f'(x) mantém o sinal em [a,b] e se m1 e My sao tais que:
0<my <|[f'(z)] < My <00, Voelay

FEntao
My —

my
|z* — x| < T\xk — Tp—1|

Este teorema dé-nos um majorante para o erro em cada iteracdo, mas nao nos permite
determinar & partida o numero de iteragoes que sao necessarias para satisfazer um certo

erro. Aplicando-o entdo & nossa funcédo em concreto:

M; = max |f'(z)] = max |[lnxz + 1] =2

z€[l,e] z€[1,e]
my = min_|f'(z)] = min_ |lnz+1] =1
z€[1,e] €]
Logo:
2—-1
e < |zK — Tp-1] = |2k — Tp-1|

Finalmente, a féormula de célculo de xy41:

I arf(bg) — by f(ag)
T F (k) — flax)

Fazendo agora as iteracoes:

k| ar  flag) be fbr) wTrp1 £k
0] 1 -1 e 1.718 1.632 —
1[1.632 -0200 e 1.718 1.746 1.1x10°!
21 1.746 -0.028 e 1.718 1.761 1.5 x 1072
31761 -0.004 e 1718 1.763 2x1073

Obtém-se a solucao z* = 1.763 £ 2 x 1073.



(c) Método da Falsa Posicao Modificado

A modificacao em relagdo ao método da falsa posicao consiste no seguinte: em cada iteragao
em que se verifique f(zp_1).f(zr) > 0, troca-se a recta secante que passa por (a, f(a)) e
(b, f(b)) por uma recta de inclinagdo menor. Assim consegue evitar-se que um dos extremos

do intervalo inicial fique fixo até ao final do processo iterativo.

A férmula de céalculo de xj1 é basicamente a mesma que anteriormente, substituindo-se

quando necessério f(ay) for @ ou f(by) por @.

k| ag flax) b flbe)  zpp €k

ou % ou m;’"‘)
0] 1 -1 e 1.718  1.632
1]1.632 -0.200 e 0.859 1.838 2x10°!
211.632 -0.200 1.838 0.118 1.761 7.7 x 1072
311761 -0.003 1.838 0.118 1.763 2x 1073

k=0 o = Qo

k=1 Ir1 = 1.632 — f(xl) = —0.200 a1 = 1
Fanfe) >0« o) - IO

k=2 a=1383 = f(z2) = 0.118 = by =
f@)f(z2) <0 = f(a2)

k=3 x3 =1.761 — f(x3) = —0.003 . a3z=ux3

flz2)f(x3) <0 = f(bs)

(d) Método Iterativo Simples

f@)=0 —  a=F(@)

Teorema 4 Seja F(x) definida e derivdvel num intervalo 1= [a, b] que contém todos

0s pontos xj . Se ewistir uma constante q tal que:
|Fl(z)] <g¢<1,Vazel,

entdo o processo iterativo x = F(xk—1) converge independentemente do wvalor inicial

xo € [a, b] e esse limite é a unica raiz da equagdo = F(x) em [a, b].

Andlise do Erro: Apds k iteragoes o erro satisfaz a seguinte relacao:

ep = |z" — x| < % |z — zg—1]
—q

_ /
g = max |F'(z)|



Exemplo:

1 1

z ln(z)—1=0 — = n(z)’ F (=) In(z)
1 1
z In(x) —1=0 — xr=ex, F(z) =e=

Nota: De um modo geral existem vérias fungoes F(z) tal que = = F(z) que se podem

obter a partir da funcdo f(z) =0 inicial.

1
T

Tomando ent@o a funcao F(x) = ez , temos:

1 1
F = ex
(@)=—e
Portanto, F(z) é definida e derivavel em [1, e] (intervalo definido na aula anterior).
1

T

2 1 1
f”(x)z;ei Feizﬁe% (2+

)
F'(z)>0,Vz € [1,e] == F'(z) mondtona e crescente em [ 1, e]

como: F'(r)<0,Vz € [l,e] = m[alx ]‘f'(x)| = |F (1)
ze|le
Porém, como no intervalo [1, e] nao se verifica |F'(z)] < 1, Vz € [1, e]
I
vamos reduzir a largura do intervalo.

[1.5, e] — |F'(1.5)| 2~ 0.866 = ¢

Nota: f(1.5) ~ —0.3918 (ainda é < 0)

_4 ~ 6.5
1—-¢q
Formula de Recorréncia: x, = Fn-1
k‘ Tk ]:(xk) Ek
0 1.5 1.948 —
1 | 1.948 1.671 1.8 x 10°
2 | 1671 1819 9.6x107!
3 | 1.819 1.733 55x107!
4 | 1733 1781 3.1x107!
5 | 1781 1.753 1.8x 107!
6 | 1.753 1.769 1.0x 107!
7 | 1.769 1.760 5.8 x 1072
8 | 1.760 1.765 3.2x 1072
9 | 1.765 1.762 1.9 x 1072
10 | 1.762 1764 1.3 x1072
11 | 1.764 1.763 6.5 x 1073
12 | 1.763 1.763 3.0x 1073
13 | 1.763




(e) Método de Newton

Teorema 5 Seja f € C?[a, b] - continua e duplamente diferencidvel em [a, b] .

Se se verificar:
0 <mg < ‘f’(m)‘ < M;, Vz € [a,b]
|f"(x)| < My, Va € [a,b]

Entao o método de Newton converge desde que se tome para valor inicial x¢ wm valor
pertencente a [a, b] tal que f(xo) f"(zo) > 0.

Andlise do Erro: Apds k iteragoes o erro satisfaz a seguinte relacao:

Mo
— |z* — 2| < —xp1)?
ep = |z* — x| < Y (xk — TK—1)

My = max |f"(z)]
z€la,b]

my = ngia{lb] |f ()]

com

f(z) = zln(x)—1

@) = In(e)+1

@) = 3

x
Seja [1, e] o nosso intervalo

fl(@) = In(z)+1, — 1< |f(z)] <2, Vae [l e]

@)= 3 — @) L Vee 1]

mp = 1
= e = |z* — x| < 0.5 (xp — 2p-1)>
M, =1
Fé A o f)
ormula de Recorréncia: xpy1 = @)
Tk ——J;(/z’;) €k
2.718 -0.859 —

1.859  -0.094 3.7 x 107!
1.765 -0.002 4.4x 1073

N = O
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— Solucoes de Equacoes Nao Lineares —

PROBLEMAS PROPOSTOS

Ache solucées aproximadas das seguintes equacoes, a menos de ¢ = 5 x 1072 , pelo método

iterativo simples:

(a) e* =3z =0
(b) e* In(z) =1 (x > 0)

Compare o desempenho dos métodos: (i) da falsa posigao, e (ii) da falsa posicdo modificado,

na resolucao da seguinte equacao:
z—er =0 , partindo do intervalo inicial [1, 2]

Para garantir um erro absoluto ndo superior a ¢ = 5 x 107 | estude a aplicabilidade dos

seguintes critérios de paragem:

1) parar quando |F(x;)] < min|F'(&)| € (& entre z; e s), em que s é a solu¢ao de F(z) = 0;
2) parar quando |Zgiy — Tesq| < €, €M qUE Tgiy € Tegq SAO 0s valores mais recentes a direita e
a esquerda da solucao.

Ache as primeiras 5 solugoes positivas da equacao tan(z) = tanh(x) , pelo método de Newton,
com a maxima precisao possivel.

Sugestdo: As solugbes procuradas sdo as solugoes de

tan(z) —tanh(z + k7) = 0 (2| > §)
x = z+km

para k=05,4,3,2,1 (ordem mais conveniente!).

Compare a velocidade de convergéncia do método de Newton na resolugao das seguintes equagoes,

amenosde ¢ = 5 x 1072 :

(a) = — er =0, cuja solucdo estda em torno de [1, 2J;

(b) 5x 1078 (e*™ — 1)+ v —2 = 0, cuja solugdo estd em torno de [0.4, 1].
(c) (x—1)°> = 0, partindode 29 = 0;

(d) 22 = 0, partindo de zg = 1;

B _f NVE, >0
@ 1) =0 g = {520

, partindo de zg = 1



Analise a aplicabilidade dos seguintes critérios de paragem:

1) parar quando |F(x;)| < min |F'(&)| € (& entre z; e s), em que s é a solucao de F(z) = 0;

2) parar quando |z;4+1 — ;| < e, desde que |41 — x| =

[1] — (a) s1 ~ 05184 e sy ~ 1.5145

(b) s~ 1.309

(2] — 5 ~ 1.7632

f(zs)
VHED)

1 o max|f"(&)]
< T comk; = SIdeD]

SOLUCOES E TOPICOS DE RESOLUCAO

N2 de Iteragoes

Método Normal

Método Modificado

Critério 1)
Critério 2)

6

9
10

— 3.92660; 7.06858; 10.21018; 13.35177; 16.49336

— (a) s~ 1.76322 (4 iteragoes)

(b) s~0.4315335 (29 iteragbes), a convergéncia comega por ser muito lenta e depois acelera;

(c) Convergéncia de 12 ordem: |1 —z;| =
(d) Convergéncia de 12 ordem: |0 —z;| =

(e) Nao converge: z; = —x;—1 (oscila).

NI Ot

|1 — 1]

10—z 1] ;

AMG, IMF, JFO, JPF



