LICENCIATURA EM ENGENHARIA ELECTROTECNICA E DE COMPUTADORES

ANALISE NUMERICA
1998,/99

— Erros —

Objectivos:

e Arredondar um nimero para n digitos significativos.

e Determinar os erros maximos absoluto e relativo de um nimero aproximado, a partir dos seus

digitos significativos.

e Determinar os digitos significativos de um ndmero aproximado, conhecidos os seus erros maximos

absoluto ou relativo.

e Analise da propagacao de erros no calculo de expressoes.

e Determinacao do erro de truncatura da soma de uma série infinita.

PROBLEMAS
— Considere a seguinte tabela:
valor aproximado (Z) 9.004 9.000 0.049999 617500 618500 1.0000 4.352 x 107*
erro méximo absoluto (&) 1.2x 102 5x107% 7.8x1077
erro méximo relativo (¢5) | 0.5 x 1072 0.5 x 1073 1074 0.5 x 1072

(a) Arredonde os nimeros da 12 linha para 3 digitos significativos.

(b) Supondo que os nimeros (Z) sao apresentados com todos os digitos significativos, indique

majorantes do tipo 5 x 107 para os respectivos erros absolutos e relativos.

(c) Arredonde os nimeros () para os digitos significativos correspondentes aos erros indicados

na tabela (g, e £),).

— Calcule um valor aproximado de y = sinx, e o correspondente erro méximo absoluto, quando
x ~ 0.57 (i.e., z = 0.57 £ 0.005).

— E sabido que cada vez que o erro relativo é multiplicado por 10 se perde um digito decimal
significativo (aproximadamente). Verifique entao se ha ou nao perda de digitos significativos no

calculo da fungao y =sinz, 0<xz < § (ex: sin0.586 = 0.55...7).



— Considere uma maquina com 8 digitos decimais de precisao (em virgula flutuante), na qual a

funcao sin é calculada por um polinomio de Taylor.

!/

! ) que pode ser cometido ao arredondar qualquer nimero

(a) Qual é o erro méximo relativo (e

para esses 8 digitos significativos?

(b) Para se obter o valor de sinz em |z| < 7 com a mdxima precisao possivel (com um erro
relativo devido & truncatura da série nao superior a (¢/,..)), quantos e quais os termos do
respectivo desenvolvimento em série de Taylor que devem ser considerados? (Sugestdo:
Uma vez que o intervalo sob consideracao ¢é |z| < 7, desenvolva a funcdao em torno de z = 0

— série de Maclaurin)

(c) A convergéncia matemdtica nem sempre é realizdvel no cdlculo numérico, pois pode exigir
uma precisdo (quase) infinital Veja o que se passa ao tentar calcular sin10.57 por um
polinémio de Maclaurin com um nimero “suficiente” de termos (digamos que é “suficiente”
que o erro de truncatura nao exceda 10*4). Seria adequado considerar mais termos da

série?

RESOLUCOES

Notacgao e definigoes

e Digitos significativos — todos os digitos representados, excepto os zeros a esquerda. Por definicao
o erro absoluto associado a um nimero com n digitos significativos é inferior (ou igual) a meia

unidade da casa do ultimo digito.
e r~256 < 1x=256+5x10"2 (erro absoluto aparente).

e £ =23456+1.2x 1073 < 23444 < z < 2.3468

Nota: Usar um niumero de digitos significativos no niimero e no erro que sejam concordantes.

e £ =2345+2% <& 2.345+4.7 x 1072

[1]— (a)

9.00 9.00 0.0500 618 x 10® 618 x 10> 1.00 4.35x 10~*
(a) (a)

(b)

T 9.004 9.000  0.049999 617500 618500 1.0000  4.352 x 107*
Ple,) | 5x107* 5x107* 5x1077 5x107 5x1071 5x107° 5x 1078
eh) | 5x107* 5x107* 5x107° 5x107° 5x107% 5x107° 5x107*

) Como o primeiro digito “desprezado” é igual a 5 o arredondamento foi feito para o digito par mais préximo.

(®Por definicio de digito significativo o erro absoluto é inferior (ou igual) a meia unidade da casa do dltimo digito

significativo.

(9)Se um nimero tem n digitos significativos entdo o erro relativo é inferior a 5 x 107",



(c) Caso 1 — quando o erro maximo absoluto é conhecido.

T 618500 1.0000  4.352 x 10~4
Ex 1.2x10%2 5x1072 7.8x107"
digitos significativos(@ 2 3 1
T~ ©62 x 10*  1.00 (04 x 1074

Caso 2 — quando o erro maximo relativo é conhecido.

z 9.004 9.000 0.049999 617500
e 05x107% 05x107® 107%  0.5x 1072
digitos significativos(®) 3 3 3 2
T~ 9.00 9.00 0.0500 62 x 10%

y =sinz = sin 0.57 ~ 0.5396
Com quantas casas decimais se deve representar 7

Como é sabido (ver apontamentos das aulas tedricas):

d
|Ay| < max % X |Az|
Aplicando & presente fungao, vem:
dy
i | cos x|

que sera maximo quando x for minimo, uma vez que cosz, no intervalo sob consideracao —

x| < I, é decrescente. Entao:
4
|Ay| <] cos(0.57 — 0.005)] x 0.005 ~ 4.2 x 1073

Logo:
y=0.5396 +4.2x 103 ~0.54+5x 1073

(DO nimero de digitos significativos é determinado a partir da prépria definicéio de digito significativo, ou seja, a partir
da comparacio de um majorante do erro maximo absoluto do tipo 5 x 10* k € Z com meia unidade da casa do que seré

o ultimo digito significativo.

(©)Neste caso e, = 1.2 x 10% pelo que o ndimero exacto estd contido no intervalo definido pelos limites Z — e, =
618500 — 120 = 618380 e T + €, = 618500 4 120 = 618620, isto &, |618380, 618620[. Se arredondarmos ambos os limites
do intervalo para a casa das dezenas obtemos ]61838 x 1061862 x 10'[, o que mostra que o algarismo das dezenas ainda
nao ¢é significativo (como néo é igual nos dois limites do intervalo entdo nao pertence garantidamente ao arredondamento
do valor exacto para as dezenas). Arredondando agora para o algarismo das centenas obtém-se ]6184 x 102, 6186 x 10?[,
pelo que também este ndo é um alagarismo significativo. Repetindo o processo para o algarismo dos milhares ter-se-ia
ainda ]618 x 10%, 619 x 10%[, pelo que s6 arredondando para o algarismo das dezenas de milhar se teria 62 x 10%, 62 x 10%[,

isto é, a garantia de 2 digitos significativos.

(O Também aqui = €]4.3442, 4.3598], pelo que apenas arredondando para o digito das unidades (na mantissa) se obtém

limites idénticos.

®)Se o erro relativo de um niimero aproximado for menor ou igual a 0.5 x 107" entdo o nimero tem n digitos
significativos. Esta é uma regra pessimista, uma vez que o numero de digitos significativos se encontra, de facto, entre

nen-+1.
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Como se sabe, os erros absolutos das varidveis independentes e dependentes de uma fungao estao

relacionados pela seguinte expressao:

dy
Ayl = | =~ x |Az|

X

E possivel desenvolver uma expressao semelhante a esta para os erros relativos:

d
Ay~ | L x Az o
dx
A d A
‘_y oAy B
Y dxr y T
dy =
/ /
g ~|-= —|X¢
Yoo lde y v
Se % % ~ 1 nao ha perda de digitos significativos, uma vez que o erro relativo ndo aumenta.
Entao:
T s
—— = COSX = |COS T — = <lquando0<zx < —
dx sinx tanx 2

Portanto, nao héa perda de digitos significativos.
Assim sendo, no exemplo dado, sin 0.586 =~ 0.553.

Ler =5 x 1078

a

(a) 8 digitos significativos = ¢

(b) Desenvolvimento em Série de Maclaurin de f(z):
2

n—1
J@) = J0) + ]/ O + 1" 0) 5 + oo+ I O gy + B
Com .
Ry=["(02)5, 0<0<1

n!

Entao, com f(z) = sinz:
) (L‘3 .’IJ5 .%'7 ‘,L.nfl ) "
smx:x—§+a—ﬁ+...im+sm(ﬁx)m (npar,0<60<1)

O erro relativo, ao tomarmos apenas termos na série até a poténcia n — 1 serd dado por:

Ry,

sin x

B sin(fx) 2"

/
Etrunc =

sinz n!

Como na vizinhanga de 0 a funcgdo sinx é estritamente crescente, pode-se dizer que o
méximo de sin(fx) ocorrerd quando o argumento da fungao for méximo, i.e, quando 6 = 1.
Entao a expressao acima pode ser majorada fazendo 6 = 1:

G

n!

2
<

/
€ < |—| <
trunc n|

uma vez que, por enunciado, |z| < 7.

Para que este erro nio exceda os 5 x 10~ determinados, dever-se-do tomar 10 termos da

série (i.e., desenvolver a série até a nona poténcia de x), uma vez que:




Entao:

2 25 2T a2 m ,

sine ¥ — —+ — — — + — para|m\§zcomssm

_ —8
3T o =25x10

Do ponto de vista da Anélise Matematica a série converge para valores de x positivos, pois

é alternada e decrescente a partir de uma certa ordem (n ~ x).

Se x = 10.57, e portanto o seu seno vale 1 (10.57 reduzido ao primeiro quadrante dara %),

teremos:

10.57)"

=
g

n!

Vamos entao ver quantos termos teremos que somar (que n vamos usar) para que o erro de
truncatura nao exceda os 1074, Ora, para n = 33 ainda temos |R,| < 1.5 x 10'3 (e a este
n corresponde o maior termo da série — para confirmar calcule todos os termos até 33). A

partir daqui o majorante do erro de truncatura vai diminuindo:

n=33 |R, <15x10!3
n=>50 |R,|<2.7x10"
n==60 |R,| <15x10°

Estes termos vao sendo sucessivamente somados e subtraidos, mas se considerarmos que a
parte relevante destes niimeros é a sua parte fracciondria (0 < |sinz| < 1), s6 uma maquina
com “muitos” digitos de precisao (mais do que 13 seguramente) nao perdera completamente
a informacao importante contida nestes niimeros, levando a que o céalculo desta série nao

convirja, numericamente falando.



LICENCIATURA EM ENGENHARIA ELECTROTECNICA E DE COMPUTADORES

ANALISE NUMERICA
1998,/99

— Erros —

PROBLEMAS PROPOSTOS

— Quais das seguintes expressoes sao aceitaveis?

(a) 4.3216 £ 0.0322

(b) 4.3216 + 0.03

(c) 43+5x 1072

(d) 4.3216 +0.98%

(e) 3.10+5 x 1072

(f) 3.984+£5 x 1073 ~ 3.98

— Calcule um valor aproximado de y e o seu erro maximo absoluto correspondente, nas seguintes

expressoes:

(a) y=4sin(z)+2* AN x=0.57

x =3.5 (exacto)

(b) y=woe 7, { r~28
Yo ~= 12
— Ja se sabe que, cada vez que o erro relativo é multiplicado por 10, perde-se um digito significativo

(aproximadamente). Verifique entdo se ha ou nao perda de digitos significativos no célculo das

seguintes fungdes y = F(x):

(a) y=cos(z), 0<zx<T (ex: cos(1.513))
Compare a perda no calculo de cos(x) com a perda no calculo de § — 2 quando x é préximo
de 3.

(b) y=e" (ex: el354)

) y=vVr+1—-—yz, x>0 (ex: x="7354)



— Considere uma maquina hipotética que trabalhe em virgula flutuante com 4 digitos decimais de

precisao (i.e., guarda apenas os 4 primeiros digitos significativos de um nimero).

Suponha que, ao efectuar operagdes aritméticas (as operagoes a partir das quais se constréem
todas as outras!), todos os resultados intermédios tém de ser arredondados para esses 4 digitos

(bem como, obviamente, o resultado final).

(a) Qual é o erro relativo cometido ao representar /2 nessa maquina?

(b) Qual é o erro maximo relativo (/) que pode ser cometido ao arredondar qualquer nimero

para os 4 digitos significativos?

(c) Qual é o erro maximo relativo que pode ser cometido (devido apenas ao arredondamento
nos resultados intermédios e final) no calculo de ((a +b) +¢) +d (adicdo em série)?
Considere a,b,c,d > 0.

[Nota: el =~ ey el +

y
Epty =
Porque ordem de grandeza dos operadores devera ser feita a adigao?

T+y

! /
Ey + Earr]

(d) Idem, no calculo de (a +b) + (c+d) (adigdo em paralelo)?

Quando sera preferivel a adigao em paralelo a adicdo em série?

(e) Se adicionasse em série um milhao de parcelas de valor unitério, que resultado obtinha? E

adicionando em paralelo (de alguma maneira apropriada)?

Para achar os zeros do binémio z?+bx+c é costume empregar a férmula z = — g + (%)2 —c.

No entanto, embora essa férmula funcione bem para achar o zero de maior grandeza (digamos

x1), j4 0 mesmo nao se passa para achar o outro zero (digamos x~), o qual é melhor obtido por

—
=5

Compare a precisao que obtém ao calcular as rafzes de z2 — 412z +1 = 0 pelo processo

tradicional e pelo novo processo.

Rearrange as seguintes expressoes de modo a evitar o cancelamento e poder assim calculé-las

com melhor precisao.

(a) =5 — 1, com z>1 (ex: z=1.543217 x 10°).
(b) cos(z +¢) —cos(z), com z>¢ (ex: x=1543 e ¢=1079).
(c) Vo +1—+/z, com z>1 (ex: 1.543217 x 10%).
(d) 9@ com 0<z <1 (ex: 1.543217 x 1078),

[Sugestdo: use alguns termos da série de Taylor]



SOLUCOES E TOPICOS DE RESOLUCAO

— (@) Incorrecto. Demasiados digitos significativos para indicar o erro: 0.0322.
(b) Incorrecto. Demasiados digitos significativos no valor aproximado: 4.32}1¢ + 0.03.
(c) Correcto.
(d) Incorrecto. € = 0.98% % 4.3216 = 0.04253 — 4.3 = 0.05.
(e) Incorrecto. Demasiados digitos significativos no valor aproximado: 3.1¢ £ 0.05.

(f) Correcto (3.98 — 3.98 £ 5 x 1073).

— (a) y=4sin(z)+2* AN x~=0.57

§ = 4sin(0.57) + 0.57%°7 ~ 2.884

d
ﬁ = dcos(z) + z%(1 + In(x))
d
|Ay] < max V1 |Ax|
e |dx
< |4 cos(Tmin) + Trmin(1 4+ In(Zmin )|
~ 1.8x1072 (com Zpar = 0.57 + 0.005 A Zppin, = 0.57 — 0.005)
y=2.88+2x 1072
x =3.5 (exacto)
(b) y=goe 7, { T~28
Yo ~= 12
3.5
§ =12 ¢ 35 ~ 3.438
dy _z
Y _ -3
dyo
dy xy _=
_ = —— e T
dr 712
1Ay < % 1Agol + max| %Y x |Ar]
max |—— max | ——
A P Yol T X 4
< e x Ayl + [Zdmer T x |ar]

man

0.22

%

y = 3.44 £ 0.22 (resultado pessimista mas seguro)



(3]~ (a) y=—cos(z),

0<z<3F (ex: cos(1.513))

dy x

o = |z tan(z)| <1, se0<xz<0.86
Ty

Nao ha perda de digitos significativos no cédlculo do co-seno até x = 0.86.

y = cos(1.513) ~ 0.057

(x > 0.86 = menos 2 digitos significativos)
Tomando agora y = 5 —

‘ x
— | T
2 X

— x préximo de 0), por exemplo quando x > 1.556

dy
dx y

Quando z ¢é préximo de § (ou
(2 —2 <15x1072):

2

|z tan(z)] > 100

- > 100
—‘

Ou seja, préximo de § a perda é aproximadamente a mesma no calculo das duas fungoes.

[Nota: Este exercicio baseia-se no facto de que préximo de

5 a funcdo cos(x) pode ser
aproximada pela funcao § — .|
(b) y=¢€* (ex: e!3%%)

dyz

= ||

Perdem-se cerca de log;,(x) digitos significativos no calculo de e”.

dx y

y=e3tx 6.4 %107
(C) Yy=vzx +1- \/57

(menos 2 digitos significativos)

x>0 (ex: z =17354)
dyz| 1 T
dey|

<1
2Vzx+1 (<1)
Nao se perde nenhum digito significativo.

y=+7354 +1— /7354 ~ 5.830 x 103
— (a) 1.5x 1074

(b) 5x107%

/

¢) Admite-se que €/, = ¢, = ¢/, = 0. Entao:
a b c

€;+b = 0+0+6£er - gizrr
a+b

£ —
(atb)+e a+b+c

2a+2b+c
6:1+b +0+ 5:17“7‘ =a,b,c>0 !

— ¢
a+b+c arr

/ ~

E((a+b)+c)+d =

3a+3b+2c+d

T b g d o < 3 = 15x1077

- =a,b,c,d>0
Para minimizar o erro por arredondamento convém que a,b < ¢ < d, isto é, convém somar

as parcelas por ordem de grandezas crescentes (com parcelas do mesmo sinal).



’ ~ _ / _ -3
(d) €(a+b)+(c+d) — ... —a7b7c7d>0 26&7‘7‘ — 10
A adicdo em paralelo sera preferivel quando as parcelas forem pouco desiguais.

(e) Considerando a maquina hipotética com 4 digitos decimais de precisao:

i.

1.000 x 10° 1.000 x 10° 1.000 x 10%
+1.000 x 10° +0.001 x 103 +0.000 x 10* «— perde-se o digito “1”!
2.000 x 100 ... 1.001 x 103 1.000 x 10* +«— resultado final desastroso.
+1.000 x 10
1.000 x 10* 1.000 x 10*

ii. Como os termos sao todos iguais, conforme vimos na alinea anterior, é preferivel somar

em paralelo. Suponhamos, por exemplo, este esquema somador:

( )+«
/ N /7 AN

Na adigao em série de n parcelas (do mesmo sinal) o erro relativo por arredondamento
x /
nao excede n X g,,.,.,

dados pelo esquema acima) nao excede logon X €

enquanto na adigdo em paralelo (com o nimero minimo de estégios

/

! (5 x 10% contra 1072 no caso

presente!).

— Na calculadora Casio fx-5500L, que trabalha internamente com 12 digitos significativos apesar

de mostrar apenas 10 digitos, temos:

x = 411997572801 x 10?

7~ = 2.42719900000 x 1073, (12 processo)

T = 242719876528 x 1072, (22 processo).

@ — O cancelamento ocorre quando se subtraem dois nimeros muito proximos. Este fenémeno origina

a perda de digitos significativos, ex:

7.6545421 — 7.6544200 = 0.1221 x 1073

(2) —zmrm  (—41989x 107 — —4.198998514 x 10719)
(b) —2 sin(z + 5) xsin(§)  (—9.996138 x 1077 — —9.996137209 x 1077)

(©) s (4024848 x 107° — 4.024847869 x 107°)
2 4
d 5-%+%5—-... (0—05)

AMG, IMF, JFO, JPF
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