LICENCIATURA EM ENGENHARIA ELECTROTECNICA E DE COMPUTADORES

ANALISE NUMERICA
1998,/99

— Interpolacao Linear —

Objectivos:

e Aplicacdo dos métodos de Newton, Lagrange e Aitken-Neville na obtencdo do polinémio inter-

polador.

e Interpolacao directa e inversa.

PROBLEMAS

— Considere a seguinte tabela de pontos de uma fungdo y = f(z):

z|-1 0 1 2
-6 -3 -2 3

(a) Construa a tabela de diferencas finitas e obtenha o polinémio interpolador Ps(z) pelo

método de Newton.

(b) Usando o polindmio anterior estime o valor de y para x =0.72 e z = 1.2 (interpolagao

directa).

(c) Prolongue a tabela de diferengas finitas para calcular o valor do polinémio da alinea a)
quando z = 3,4,...,9. Atenda ao facto de que, estando os pontos sobre um polinémio de

grau 3, as diferencas finitas de ordem superior a 3 sao nulas.

(d) Obtenha o polinémio interpolador em y (Q3(y)) na forma de Lagrange e estime o valor

de =z para y =0 (interpolagao inversa).

— A tabela seguinte da o rendimento de iluminacao (1 — percentagem de luz produzida que de facto
é aproveitada) de uma lampada de incandescéncia em fungao das dimensoes da sala a iluminar

e do coeficiente de reflexdo das paredes (p), quando o factor de reflexao do tecto é de 70%.

p
n(k,p) | 50 30 10

1127 22 18 . — comprimento-largura
vl 2 143 38 34 2xaltura

4 |57 53 50

8 | 67 65 63

Calcule o rendimento de iluminacdo de uma sala quadrada de 12 metros de lado e 4 metros de

altura com p = 35%, usando o método de Aitken-Neville:



(a) Por dupla interpolagao linear:

i. Primeiro em p e depoisem & .

ii. Ao contrario.

(b) Por dupla interpolacao quadrética.

RESOLUCOES
(a) Diferencas finitas (h = 1):
(A%;)
z; yi Ay Ay, APy,
—1 —6
3
0 -3 -2
1 6
1 —2 4
)
2 3
Co=—6
Akyy 1= 13T =3
Crp = k=0,1,2,3 :
k k'hk’ y Ly &y 02:%__1
C3=g7=1
Py(z) = Co+ Ci(x —x0) + Co(x — x0)(x — 1) + C3(x — 20)(x — 1) (T — 22)
= —643xz+1)—1(z+1)(z—-0)+1(x+1)(z—0)(x—1)
= 28 —2?42-3

(c¢) Quando os valores de x , para os quais queremos fazer uma extrapolacao, estao igualmente
espacados dos valores ja existentes na tabela e igualmente espacados entre si, uma alterna-
tiva ao seu cdlculo pela substituicdo em P(x) é o célculo das diferengas finitas. Usando
a propriedade apresentada no enunciado, sabemos que as diferengas de quarta ordem tém
que ser zero. Entao, todas as diferencas de terceira ordem terao que ser iguais a 6, para
assim, ao serem subtraidas, darem diferencas de quarta ordem iguais a zero. Aplicando o
mesmo raciocinio, retroactivamente, conseguimos chegar aos préprios valores de ¥y para

r=3,4,5,6,7,8,9 , conforme pedido no enunciado.



x| oy Ay A%y Ay Aty
1| -6
3
0| -3 )
1 6
1] -2 4 0
5 6
2] 3 10 0
15 6
3| 18 16 0
31 6
4] 49 22 0
53 6
51102 28 0
81 6
6183 34 0
115 6
7| 298 40 0
155 6
8 | 453 46
201
9 | 654

(d) A interpolacao inversa numa tabela de pontos (z,y) faz-se gerando o polindémio interpola-
dor pelos métodos habituais, mas trocando os papéisde x e y . Note-se que normalmente
serd impossivel gerar o polinémio interpolador inverso pelo método de Newton uma vez que
este exige igual espacamento entre os pontos (os z; ou o que esteja a fazer o seu papel) o
que nao sera de esperar para os valores de ¥; .

Seguindo o enunciado vamos pois usar a forma de Lagrange para o polinémio interpolador

(inverso):
3
Q) = W—v0) - W= y) W — Yrs1) - - (Y — ¥n)
= k= v0) - (e = Ye) Wk — Yit1) - - (U — Yn)
Entao:
+3)(y+2 3) +6)(y+3)(y—3
Qsy) = (1) W+3)y+2)y - o410+ —3)
(=6 +3)(—6+2)(—6 —3) (—246)(—2+3)(—2-3)
(y+6)(y+3)(y+2) 1
2 = —— 6y? — 19y — 84
T BT0B+3)3B+2) gy’ +6y" — 19y —84)
Vamos finalmente estimar o valor de z quando y=0: Qs3(0) =28
— A partir dos dados sobre a sala conclui-se que & = 1312112 = 3 . Assim, pretende-se estimar,

por interpolagao polinomial, 7(3,35) . Como nem o 3 corresponde a uma linha da tabela, nem

o 35 corresponde a uma coluna da tabela, teremos que fazer uma dupla interpolagao.



(a) Nesta alinea os polinémios interpoladores serao todos de grau 1 (interpolacao linear). Para
obter o valor pretendido poderemos seguir uma estratégia de primeiro gerar 7(2,35) e
n(4,35) e s6 depois, e a partir destes, 7(3,35) (interpolagao primeiro em p ), ou entdo

comegar por n(3,50) e 7(3,30) e finalmente n(3,35) (interpolacdo primeiro em & ).

i. Dupla interpolagao linear, primeiro em p.

)
n(k,p) | 50 35 30 10
1 |27 22 18
2 |43 38| 34
k| 3 I:l
4 | |57 53| 50
8 | 67 65 63

Para determinar 7(2,35) , e porque a interpolagao é linear, vamos usar 2 pontos. Os
mais préximos sao n(2,50) = 43 (ponto 0) e n(2,30) = 38 (ponto 1). Usando o
método de Aitken-Neville:

43 35—-50
38 35— 30 ‘
o1 (2,35) = 5 = 39.25
Do mesmo modo se calcula 7(4,35) :
o7 35—-250
‘ 53 35— 30 ’
o1 (4, 35) = 50 — 30 = 54.00

Interpolando agora segundo & , utilizando os dois pontos que acabamos de obter:

39.25 3 -2
54.00 3 -4
To1 (3, 35) = 5 1 = 46.625

ii. Vamos agora repetir a interpolagdo mas interpolando primeiro segundo « :

)
n(k,p) | 50 35 30 10
1 27 22 18
2 43 38| 34
k|l 3 D
4 | p7 3 50
8 | 67 65 63
Continuando a usar o método de Aitken-Neville:
43 3-2
3.50) = o 2715
?701( > ) = W = Ju.
38 3-2
3.30 B 34 s
?701( > ) = T = 49.



Interpolando agora segundo p , utilizando os dois pontos que acabamos de obter:

50.0 35— 30
3,35 55 3500 | _ e 605

Note que o valor obtido para n(3,35) depende da ordem pela qual se faz a dupla
interpolacao.

(b) Para fazer uma interpolagao quadratica (polinémio de grau 2) vamos agora precisar, para

cada valor que se tenha que interpolar, de 3 pontos. A tabela seguinte representa o esquema

de interpolacao quando se comeca por interpolar em p :

p
n(r,p) | 50 35 30 10
1| |27 22 18]
2 |43 38 34
K| 3 D
4 | |57 53 50]
8 | 67 65 63

A escolha do terceiro ponto deverd seguir critérios de proximidade. Por exemplo, para além
do n(2,35) e do n(4,35) terfamos ainda de gerar o n(1,35) ou o 7(8,35) . Foi
escolhido o 7(1,35) por 1 estar mais préximo de 3. Para aplicar o método de Aitken-
Neville com polinémios do segundo grau teremos que interpolar linearmente entre os pontos
0 e 1eospontos 1 e 2,edepois voltar a interpolar “linearmente” sobre esses dois resultados

(interpolagao linear iterada).
Calculo de n(1,35) :

27 35— 50
1,35 22 35301 _ a0
22 35— 30
1.35 1 H-100_ a0
ma(1,35) = —p—g5— = 2
93.25 35— 50
1,35 2300 35101 _ oo 156 ~ 93,0
no12(1,35) = 010 = 23.156 ~ 23.

Representando estes valores num esquema do tipo “diferengas finitas”:

il p [ ni(Lp) miit(L,p) Miit1ir2(1,p)
0150 27
23.25
1130 22 23.2
23.00
2110 18




Repetindo estes cédlculos para

k=2 e k=4 ,obter-se-iam os seguintes valores:

i p [ ni(20) Miit1(2,0) Miit1ir2(2,p)
01950 43
39.25
1130 38 39.2
39.00
2110 34
i p | ni(4p) miir1(4,0) Miit1ir2(4,p)
01950 51§)
53.75
1130 53 53.8
53.75
2110 50

Interpolando agora segundo x , obteriamos:

Ou seja,

ni(’%v 35)

Ni,i+1(k, 35)

Nii+1,i+2(kK, 35)

23.2

39.2

93.8

55.2

46.5

49.4

n(3,35) = 49.4 .




LICENCIATURA EM ENGENHARIA ELECTROTECNICA E DE COMPUTADORES

ANALISE NUMERICA
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— Interpolacao Polinomial —

PROBLEMAS PROPOSTOS

— Determine a dimensao (n) do polinémio, ou da tabela, que permita obter o valor de sin(z) no

™

intervalo [0, ] com 7 casa decimais correctas isto é, com um erro absoluto inferior a 5 x 1078:

(a) Por interpolagao linear entre os dois pontos mais préximos de uma tabela de pontos igual-

mente espacados (xg =0,21 =h,...,2; =ih,..., 2, =7T) .

(b) Pelo polinémio que interpola pontos igualmente espacados (z; como na alinea anterior).

— Dada a seguinte tabela de pontos de uma funcdo y = f(x) :

z[-1 0 1 2 3]
y|6 3 1 1 4]

(a) Construa a tabela de diferengas finitas. Da observagao dessa tabela que pode concluir
acerca do grau do polinémio interpolador? Obtenha o polinémio interpolador na forma de

Newton e use-o para estimar f(2.5) .

(b) Estime o valor de z tal que f(x) =0 , por interpolacao ciibica inversa através do método
de Aitken-Neville. Se tivesse utilizado todos os pontos da tabela resultava o mesmo valor.

Que pode entao concluir acerca do grau do polinémio interpolador (em 1y )?

(c) Obtenha o polinémio interpolador em y pelo método de Lagrange.

SOLUCOES E TOPICOS DE RESOLUCAO

— Este problema representa, de alguma forma, o problema inverso da interpolacdo. Aqui conhe-
cemos a fungao f(z) e pretendemos construir uma tabela de pontos com ela para “outros”
posteriormente a usarem para calcular f(zy) . Como xp nao ird forcosamente pertencer
a tabela por nds gerada, esses “outros” terao que interpolar para obterem os valores de que
necessitam. A questao que aqui se poe é a de como construir essa tabela (com quantos pontos)

de modo a que depois possamos garantir um erro maximo de interpolagao.

E possivel demonstrar que o erro que cometemos ao considerar, para um ponto x , o polinémio
de grau n que interpola xg,x1,...,z, pontos distintos contidos no intervalo [a,b] , em vez
da fungao f(z) , é dado por:

_ e

en(z) = m(m —zo)(x —x1) ... (T — zy), € € [a,b]



Mesmo neste caso em que conhecemos f(x) , o que nao é habitual nos problemas de interpo-
lacao, continuamos a nao conhecer ¢ . O melhor que podemos fazer é majorar a expressao do

€erro.

Vamos pois aplicar estes resultados ao caso em que se pretende um erro absoluto inferior a

5 x 10~® numa interpolacdo linear e numa interpolacio de grau n.

(a) Sejam z; e x;41 os valores tabelados mais proximos de x |, isto é, z; < x < w4
Entao o erro de interpolacao linear serd dado por :
(sinz)”(£)

61($)=T(96—17z‘)(3?—$z‘+1), 7 <E< w1, 0<x<

NN

Majorando ey ()| :

@] < 5l - (@ h)

= §z(z—h), z=x—x; h=xz1—x;

Se atendermos ao facto de a funcdo z(z —h), 0 < z < h ter o seu maximo (em mdédulo)

quando z = % , obteremos o seguinte majorante:

lex(z)] <

h?  h?
X_
4

DN |

™
Para obter o ntiimero de pontos n basta-nos considerar que h = 2 , 0 que nos permite

escrever:
T 2

%§5x10’8 = 1 =2484

(b) Fagamos agora o mesmo raciocinio para um polinémio interpolador de grau n :

(n+1) n
:ﬁn(x—xl)’ $Z§€S$Z+1) OSQTS
t =0

en(x)

ol 3

Atendendo a que:

max (H | — ;)
=0

s
0Ses3 i

= max (H |z —ih|)
1=0

0<z<h
n
< _ .
< max [2(z = h)| x Orgzagh(g |z — ihl)
h2 n . n!thrl
=2
Tem-se que (resultado a reter!):
1
< (n+1) (¢ pn+1
enle) < gy max|FHI(E)



Aplicando este resultado a este exercicio, em que maxg |f D) =1 , vem:

hn+1 2ln+1 g
< = —2n <5x107° = =38
l®) S T T I =0 "

2] — (a) ia®—ia?+ T2 -3
(b) x~1.5
(€) 515y + 3y* — 106y — 318)
AMG, IMF, JFO, JPF



