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DETECÇÃO E IDENTIFICAÇÃO DE ERROS 

GROSSEIROS EM ESTIMADORES DE 

ESTADO 

1 - Introdução 

 

A execução de medidas num Sistema Eléctrico de Energia (S.E.E.) envolve normalmente 

vários equipamentos (p.e. amperímetros, voltímetros, transformadores de intensidade e de 

tensão,...). Estas medidas são enviadas por sistemas de telemedida até ao centro de 

controlo, onde são processadas por outros equipamentos (por exemplo, conversores 

analógico/digitais, receptores,...) até que se possam considerar disponíveis para alimentar o 

estimador de estado. Todos estes equipamentos têm associada uma determinada precisão, 

quando em funcionamento normal. Os algoritmos de estimação de estado consideram este 

facto atribuindo a cada medida um factor de ponderação (σ) fundamental para a utilização de 

procedimentos estatísticos cujo objectivo é a obtenção de uma estimativa do estado do 

sistema. 

Os equipamentos envolvidos nas medidas estão contudo sujeitos a avarias ou mau 

funcionamento que poderão resultar em medidas sem validade ou afectadas de erros 

grosseiros. Estas medidas, se não forem corrigidas ou eliminadas dos dados de entrada do 

estimador, irão corromper severamente o seu desempenho. Situação análoga ocorre com a 

informação transmitida aos centros de controlo sobre a configuração da rede (estado actual 

dos seccionadores e disjuntores). 

Há assim necessidade de incluir nos programas de estimação de estado meios de identificar 

as medidas que apresentam erros grosseiros. 

A estimação de estado pode definir-se como um procedimento estatístico destinado a obter a 

melhor estimativa do verdadeiro estado do sistema a partir de um conjunto de medidas nele 

efectuado. Aplicada a Sistemas Eléctricos de Energia (SEE) o objectivo consiste em 

determinar uma base de dados coerente e fiável a partir da qual as decisões para o controlo 

do sistema serão tomadas. 

Um factor primordial para a prossecução deste objectivo consiste na capacidade do método  

usado para lidar com os erros presentes nos dados em que se baseia a estimação de 

estado. Esses erros podem ser divididos em quatro categorias: 

 

• Ruído de medida; 
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• Erros grosseiros de medida; 

• Erros de topologia do sistema; 

• Erros nos parâmetros do modelo. 

 

O ruído de medida consiste num pequeno erro estatisticamente "bem comportado", o qual é 

devido à falta de precisão, interferências e deficiente calibração dos aparelhos de medida. 

Este erro é tratado pela filtragem inerente ao próprio algoritmo de estimação de estado. 

Os erros grosseiros, podem resultar por exemplo do mau funcionamento de aparelhos de 

medida, transdutores ou canais de transmissão ou ainda de medidas feitas durante 

fenómenos transitórios (um curto circuito p. ex.). 

Os erros topológicos (ou estruturais) resultam de informação incorrecta acerca do verdadeiro 

estado de seccionadores e disjuntores, o qual determina a estrutura do circuito e a 

configuração de medida. 

Finalmente os erros nos parâmetros do modelo dizem respeito, por exemplo, aos valores das 

impedâncias do esquema equivalente em π das linhas, posição das tomadas de regulação 

dos transformadores, etc. 

 

Nesta abordagem consideraremos apenas erros do primeiro e segundo tipos, admitindo que 

tanto a topologia do sistema como os parâmetros do modelo são conhecidos com exactidão. 

 

2 - Formulação do Problema 

O problema que nos surge prende-se com o facto dos valores estimados para a tensão 

(módulo e fase) nos diferentes barramentos do S.E.E. se poderem afastar 

consideravelmente dos seus verdadeiros valores na presença de um ou mais erros 

grosseiros nas medidas efectuadas. 

Testes simples poderão ser realizados para tentar evitar a entrada de medidas com erros 

grosseiros de elevada amplitude no processo de estimação. Esses testes serão não só 

testes de limites aos valores atribuídos às medidas efectuadas (isto é, verificar por exemplo, 

se a medida da potência que transita numa dada linha é superior à capacidade  de 

transmissão dessa mesma linha), mas também comparação de medidas efectuadas no 

mesmo barramento, para determinar, sempre que possível, se tais medidas são coerentes. 

Assim, por exemplo, se tivéssemos medidas de potência em todas as linhas que saem de 

um dado barramento, bem como da potência gerada e consumida nesse barramento 

poderíamos verificar se o valor medido da potência injectada nesse barramento corresponde 

aproximadamente à soma dos valores medidos da potência que transita nas linhas que saem 

desse barramento. 
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   Os testes referidos não são contudo totalmente fiáveis e assim alguns erros 

grosseiros existentes nos dados não serão detectados por esta pré-filtragem e entrarão no 

processo principal de estimação de estado. A uma estimativa inicial dos valores da tensão 

(módulo e fase) nos diferentes barramentos, seguir-se-á então a fase de detecção e 

identificação dos erros grosseiros.  

3 - Detecção de Erros Grosseiros 

  A detecção dos erros grosseiros poderá ser feita com base num dos seguintes 

testes, ou na conjugação de alguns deles: 

 
1) Teste do ( )ˆJ x  

2) Teste do Nr  

3) Teste do ib̂  

fazendo-se a seguir a análise detalhada de cada um deles. 
 
1) Teste do ( )ˆJ x  (teste da soma pesada do quadrado dos resíduos - ver apêndice A) 

  A possibilidade de utilização deste teste está dependente da caracterização 
estatística de ( )ˆJ x . Admitamos que: 

 
i)O vector do ruído de medida (ε) tem distribuição normal com valor médio nulo e matriz  

covariância R, isto é, ε ∼ N(0,R); 
 

ii)A estrutura e parâmetros do modelo são conhecidos com exactidão; 
 

iii)A linearização do modelo de medida é feita em torno de um ponto suficientemente 
próximo da solução. 

 
  Nestas condições ( )ˆJ x  apresenta distribuição qui-quadrada (χ2) com M-(2N-1) 

graus de liberdade, em que M é o número de medidas efectuadas e 2N-1 é a dimensão do 
vector de estado. Porém ( )ˆJ x  deixará de apresentar distribuição χ2 se estiver presente uma 

medida suficientemente errada para violar a condição i) atrás referida. 

   
 Seja αo o valor atribuído à probabilidade de falso alarme (αo toma habitualmente valores 

no intervalo [.01,.1]). Então, atendendo à definição de probabilidade de falso alarme, é 

possível determinar um valor para o limiar de detecção λ, tal que : 

 

( ) ( )( )2
0ˆ ˆP J J é> λ χ = αx x  
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  Assim o teste do ( )ˆJ x  é realizado por comparação do valor de ( )ˆJ x  com um limiar 

de detecção λ obtido da função de distribuição acumulada da distribuição χ2 para M-(2N-1) 
graus de liberdade e tal que 100 (1- αo)% da distribuição esteja à esquerda de λ (ver nota). 

  Se para um dado αo, o valor de ( )ˆJ x  for superior a λ então este facto é tomado 

como evidência de que a hipótese Ho é falsa, isto é, uma ou mais das medidas estão 

afectadas de erros grosseiros, isto é: 

 

( )( )
( )( )

0

1 0

ˆ

ˆ

H : ausência de erros grosseiros J

H : H  é falsa J

≤ λ

> λ

x

x
 

 

Quando o número de graus de liberdade (M-(2N-1)) é elevado (≥30) a distribuição χ2 

aproxima-se  de  uma  distribuição  normal   com  valor  médio  (M-(2N-1))  e   variância   

2(M-(2N-1)) 
(8).Então a variável aleatória: 

 
( ) ( )( )

( )( )
ˆJ M 2N 1

tem distribuição N(0,1)
2 M 2N 1

− − −

− −

x
 

e o valor de λ será obtido a partir de : 

( )( )
( )( ) 0

M 2N 1
1

2 M 2N 1

 λ − − − φ = − α
 − − 

 

 
em que φ ( ). representa a função de distribuição da distribuição normal reduzida. 

  Nota - Existem tabelas que nos permitem determinar para diferentes graus de 
liberdade o valor λ que satisfaz ( )2P 0,005 0,995χ > λ = α <α <  

  O valor de λ será pois obtido nessas tabelas pela intersecção da coluna α com a 

linha (M-(2N-1)). 

 
2) Teste do rN  (teste do vector dos resíduos normalizados) 

Admitindo que se verificam as condições i), ii) e iii) referidas anteriormente pode provar-se 

que o vector dos resíduos normalizados apresenta distribuição normal, 

( )1 1
rN 0, D D− −∑   (ver apêndice A). Em particular, na ausência de erros grosseiros, 

todas as componentes desse vector têm distribuição N(0,1). Nestas condições a detecção de 

erros grosseiros será feita de acordo com o seguinte teste: 

 



 
Detecção e Identificação de Erros Grosseiros em Estimadores de Estado 

Isabel Ferreira        F. Maciel Barbosa                                                                                                                9 
 

Ho: As medidas não estão afectadas por erros grosseiros. 

H1 : Ho é falsa 

  A hipótese Ho será considerada verdadeira se : 
   |rN,k |  <  γ    k=1, ......M   

 
 Uma vez que rN,k tem distribuição N(0,1) quando Ho é verdadeira, recorre-se às tabelas 

da função de distribuição  normal reduzida para a determinação de γ. 

3) Teste do ib̂ (teste da amplitude do erro grosseiro) 

  O procedimento associado a este teste, que pressupõe do mesmo modo que os 

anteriores que se verificam as condições i), ii) e iii), é o seguinte: 

  Obtida a estimativa inicial dos valores de V e θ   calculam-se os resíduos 

normalizados associados a cada medida, considerando-se como susceptível de estar 

afectada de um erro grosseiro aquela medida a que corresponda um resíduo normalizado de 

amplitude consideravelmente superior aos restantes. A segunda fase consistirá em tentar 

obter uma estimativa para o erro grosseiro que afecta essa medida zi. Designemos essa 
estimativa por ib̂  (apêndice B). 

  Suponhamos agora que é sabido que 99,7% das medidas efectuadas pelo aparelho 
de medida i são afectadas por ruído numa gama de ±  3σi. Se se verificar que ib̂  toma um 

valor exterior à gama pré-estabelecida então muito provavelmente isso poderá ser tomado 

como indicação de que a medida i está afectada por um erro grosseiro. 
  Um nível de detecção c = 4σi tem sido adoptado com sucesso em diferentes 

testes(9). 

 

4 - Identificação de Erros Grosseiros 

  Cumprida a fase de detecção e no caso do seu resultado ser positivo, 
seguir-se-á a fase de identificação das medidas afectadas por um erro grosseiro. 
  Essa identificação exige a inspecção individual dos resíduos da estimação. No 
caso de existir apenas um erro grosseiro, uma possível estratégia de identificação consiste em 
determinar o resíduo de maior amplitude esperando que ele corresponda à medida em erro. 
Contudo, isto não é necessariamente verdadeiro por duas razões: 
 

 1) Os aparelhos associados às diferentes medidas têm precisões distintas e, assim, as 
variâncias dos valores medidos correspondentes podem ser significativamente 
diferentes. 

 
 2)Os resíduos estão em geral correlacionados, de modo que um erro associado a uma 

dada medida pode influenciar o valor de outros resíduos. 
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  No apêndice A mostra-se que: 

  r = S w 
  S =  ∑ r R-1 

  ∑r = E [rrT] = R - H ∑x HT 

   

Em que: 

 

  S   - Matriz sensibilidade dos resíduos 
  ∑r - Matriz covariância dos resíduos 

  ∑x - Matriz covariância dos erros da estimação. 

  w - Vector do ruído de medida 

 
  A coluna i de S indica-nos portanto como um erro grosseiro na medida zi influencia o 

valor dos diferentes resíduos. É pois desejável que para cada coluna de S o elemento 

pertencente à sua diagonal principal seja significativamente superior aos restantes 
elementos para que os efeitos de um erro grosseiro em zi se reflictam predominantemente 

no resíduo correspondente. 

  Pode verificar-se que, de um modo geral, o predomínio dos elementos da diagonal 

principal de S aumenta com a redundância de medida. 

  Tal como foi referido anteriormente, diferentes tipos de aparelhos de medida 

originam em regra variâncias distintas, de modo que a amplitude de um dado resíduo, não 

pode por si só ser indicadora da presença de erros grosseiros na medida correspondente. 

Impõe-se pois a normalização dos resíduos para ter em consideração estes desequilíbrios. 
  Vimos que o vector dos resíduos tem distribuição N(0,∑r), na ausência de erros 

grosseiros. Um método adequado para permitir a comparação do valor dos resíduos consiste 

em normalizá-los em relação ao seu desvio padrão. Efectuada essa normalização a medida 

correspondente ao máximo resíduo normalizado é muito provavelmente a medida em erro. 

  O maior inconveniente do método de identificação apresentado consiste no volume 

de computação necessário ao cálculo das variâncias dos resíduos, pois mesmo o cálculo da 
diagonal de ∑r envolve a determinação da inversa da matriz HT R-1H. 

   

 Esta mesma dificuldade, relativa ao cálculo dos resíduos normalizados, surge quando da 
realização do "Teste - rN", na fase de detecção. Assim, por vezes, para a realização desse 

teste utilizam-se os valores dos resíduos pesados (rw) de mais fácil obtenção que os 

resíduos normalizados. Notar porém que: 
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a)para um mesmo nível de detecção γ, o "Teste - rN" é mais sensível que o 'Teste - rp", 

uma vez que: 
 

  |rN,i|  ≥  | rw,i|      i∀  

 
b)Na presença de erros grosseiros, o "Teste - rN" é mais poderoso que o  'Teste - rw" já 

que: 

 
  | E (rN,i) |  >  |  E (rp,i)  |      i∀  

 
c) Considerando a aproximação linear e ainda que apenas uma medida está afectada 

por erro grosseiro, sendo todas as outras correctas, o |rN,i |máx corresponde à medida 
em erro. Isto não é habitualmente verdade no caso de |rw,i|máx. 

 
d) Mesmo no caso da existência de vários erros grosseiros (correlacionadas ou não) o 

comportamento do "Teste - rN" é superior ao do "Teste - rw". Verifica-se assim a 

vantagem da utilização dos resíduos normalizados face aos resíduos pesados. 

 

5 - Substituição das Medidas em Erro 

  Terminada a fase de detecção e identificação dos erros grosseiros surge a dúvida 

sobre qual o procedimento a adoptar face a uma medida em que foi detectada a presença de 

um erro grosseiro. Uma hipótese consistirá em eliminá-la do vector das medidas, utilizando o 

novo vector para reestimar o estado do sistema. Este método tem no entanto vários 

inconvenientes: repetição do cálculo da matriz jacobiana e do cálculo e triangularização 

(quando se usar) da matriz de ganho, o que se torna particularmente desvantajoso se o 

processo tiver de ser repetido várias vezes. Em certos casos a eliminação de uma dada 

medida poderá também originar ou agravar problemas de mau condicionamento da matriz de 

ganho. 

  Será pois conveniente, encontrar uma outra solução. Essa solução consistirá na 

substituição da medida afectada de erro grosseiro por um valor mais próximo do seu 

verdadeiro valor. Esse valor poderá ser determinado à custa de uma fórmula baseada na 

matriz covariância dos resíduos. 

  Como se mostra no apêndice B, o valor estimado para o erro grosseiro que afecta 

uma dada medida é dado por: 
                                             ib̂  =  (σi2/∑r,ii) ri 

    
  Então o novo valor a usar para a medida (zinovo) poderá ser obtido de: 

 



 
Detecção e Identificação de Erros Grosseiros em Estimadores de Estado 

Isabel Ferreira        F. Maciel Barbosa                                                                                                                12 
 

  zinovo = ziem erro -   σi2( ziem erro - zicalculado) / ∑r,ii 

 

em que: 

  
 ziem erro  - valor atribuído à medida zi, na qual foi posteriormente  detectada presença de 

um erro grosseiro. 
zicalculado - valor de zi calculado a partir dos valores estimados inicialmente para V  e θ. 

 σi2             - variância associada ao ruído de medida de zi. 
 ∑r,ii          - elemento i da diagonal principal da matriz covariância dos resíduos. 

   

 Nestas condições o processo de estimação pode repetir-se com a matriz de ganho 

previamente determinada. 

 A realização de diferentes testes
(18)

 com a presença de um ou mais erros grosseiros, e 

com distintos valores para a redundância de medida, permitiu verificar que na condição de a 
medida afectada de erro grosseiro ter sido correctamente identificada o valor de zinovo se 

aproxima bastante do verdadeiro valor da medida zi. 

6 - Conclusão 

  Uma metodologia muito utilizada
(10)

 para o processo de detecção -  identificação de 
erros grosseiros, é a do teste do ( )X̂J  para a fase de detecção e a do teste dos resíduos 

normalizados de maior amplitude para a fase de identificação, já que se verifica que estes  

conduzem a uma identificação bastante mais precisa que os resíduos pesados. 

  Verifica-se contudo frequentemente que, para os níveis de probabilidade de falso 

alarme habitualmente considerados, não são detectados erros grosseiros de amplitude até 
15σi pelo teste do ( )X̂J . Por outro lado se se baixar o nível de detecção o número de falsos 

alarmes tende a aumentar consideravelmente. Efectivamente o teste do ( )ˆJ x  realiza-se por 

comparação com o nível de detecção λ, do valor calculado para J(x) 
( ) [ ] [ ]1J( ) h( ) R h( )−= − −x z x z x , o qual mesmo na ausência de erros grosseiros pode ser 

superior a  λ, provocando um falso alarme. Porém, se aumentarmos λ, embora a 

probabilidade de falso alarme diminua, vamos aumentar a probabilidade de não detecção. A 

fixação de λ resultará de um compromisso entre estas duas probabilidades. 
  A menor sensibilidade do teste do ( )ˆJ x  aos erros grosseiros tende a agravar-se à 

medida que aumenta a dimensão do S.E.E. em estudo, mesmo que se tenham assegurado 

níveis de redundância adequada. Isto, porque embora o número de graus de liberdade 

aumente com a dimensão do sistema, o mesmo não acontece com os níveis de redundância 

local e global. 
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  Assim, o "Teste - ( )ˆJ x " será adequado para a fase de detecção em sistemas de 

dimensão não muito elevada sendo com vantagem substituído nos outros casos pelo "Teste 
-rN" ou pelo "Teste - ib̂ " (de comportamento semelhante). 

  A contrapartida a essa mais eficiente detecção é o trabalho computacional 

associado ao cálculo das variâncias dos resíduos no final de cada estimação. Este cálculo, 
no caso da utilização do "Teste - ( )ˆJ x " só seria necessário se o seu resultado fosse 

positivo, já que o processo detecção - identificação é realizado em duas fases distintas e nos 

outros métodos é realizado numa mesma fase. 
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APÊNDICE A 

ESTIMATIVA DO VECTOR DE ESTADO DO SISTEMA 
UTILIZANDO O MÉTODO DOS MÍNIMOS QUADRADOS 

PESADOS 

  A obtenção da estimativa  x̂  pelo método dos mínimos quadrados pesados 
baseia-se na minimização de ( )J x em que: 

 
              J(x) = [z - h(x)]T R-1 [z - h(x)]                                                         (A1) 
 
Para que x̂ satisfaça a condição de optimalidade temos que: 

 

 ( )T 1 T 1

ˆ

ˆ
J 2H R h 2H R 0− −∂  = − − = − = ∂

xz r
x x=x

        (A2) 

            
em que H h x= ∂ ∂ representa a matriz Jacobiana de h(x). 

                 
Uma vez que z = h(x) + w e atendendo à equação  (A2) vem que: 
 
                              HTR-1  [ h(x) + w - h( x̂ )  ]  = 0                                            (A3) 
 
   
Definindo o erro da estimação de estado δx como: 

 
                                                  δx = x - x̂                                                              (A4) 

 
as restantes equações deste Apêndice baseiam-se na linearização obtida quando δx toma 

valores pequenos, pelo que é admissível escrever: 
 

h(x) = h( x̂ )  +  H δx 

 
De (A3), (A4) e (A5) vem : 
 
                                            δx = -∑x HT  R-1 w                                                     (A6) 

em que 
 

∑x = [HT R-1 H ] -1    e   w = ε + b 
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Para w = ε a matriz covariância do erro da estimação será: 
 
                                           E [  δx  δxT ] = ∑x                                                     (A7) 

 
De modo semelhante para o vector dos resíduos : 
 
                              r = z - ẑ  = h(x) + w - h( x̂ ) = S w                                      (A8) 
 
em que S, matriz sensibilidade dos resíduos, é dada por: 
 
                                        S = I - H ∑x HT  R-1                                                     (A9) 

 
e se w =  ε a matriz covariância dos resíduos será : 
 
                      E  [ r rT  ]  = ∑r = R  -  H ∑x HT = S R                                         (A10) 

 
  A diferença entre os verdadeiros valores das medidas e os valores estimados 
(δh) é dada por: 

  
                                δh = h(x)  -  h( x̂ )  =  [S  -  I  ]  w                                           (A11) 

   
Sendo a matriz covariância associada a este vector: 
 
                                        E  [  δh δhT  ]  =  ∑h = H ∑x HT                                     (A12) 

 
 Seja a matriz D = diag ∑r e definamos os vectores dos resíduos normalizados e 

pesados do seguinte modo: 
 

           1D−=Nr r    1R−=wr r                  (A13) 

 
então as respectivas matrizes covariância (na hipótese de w = ε ) serão dadas por: 

 
                           

r∑
N

 =  E  [ Nr   Nr T  ]  = 1D− ∑r  
1D−    (A14) 

 

                          
r∑
w

 =  E  [r
P
  r

P
T  ]  = 1R− ∑r  

1R−    (A15) 

 
e verificamos facilmente que os elementos da diagonal principal de 

r∑
N

 são todos iguais à 

unidade. 
 
  Substituindo r dado por (A8) em (A1) com x = x̂ e w = ε vem que: 
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J( x̂ ) = εT R-1 S ε 
   
Se ε tiver distribuição N(0,R) então J( x̂ ) tem distribuição χ2 com (M-(2N-1)) graus de liberdade 
em que M é o número de medidas efectuadas e 2N-1 é a dimensão do vector de estado do 
sistema. 
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APÊNDICE B 

AVALIAÇÃO DA AMPLITUDE DO ERRO GROSSEIRO 

 
Seja : 
 

zi - valor medido da variável i 

iẑ -valor estimado da variável i considerando todas as medidas existentes, isto é,  
[z1,...,zi,...,zM ]. 

iz%  -valor estimado da variável i considerando todas as medidas existentes excepto zi, 
isto é, [z1, ...,zi-1,zi+1,..., zM ]. 

 
  A estimativa iẑ  obtém-se da estimativa x̂  ( iẑ  = hi ( x̂ )). Quanto a iz%  poderá 

ser calculado atendendo a que a equação (A8) do apêndice A pode ser escrita como: 
 
                     ∆ r = S ∆z = ∑r R-1 ∆ z                                                                     (B1) 

 
Seja ∆zi uma variação na medida zi: 

 
                            zinovo = zi + ∆zi                                                                         (B2) 

 
 O novo resíduo da medida zi será :  

          
                  rinovo = ri + ∆ri                                                                                    (B3) 
   
Assumindo que  ∆zj = 0, Vj≠i a relação entre  ∆ri e  ∆zi será dada pelo elemento (i,i) da matriz 

∑r R-1, isto é 

 
                    ∆ri  =( ∑r,ii / σi2 )∆zi                                                                           (B4) 
 
             
 Desejámos determinar a variação ∆zi que conduza a que rinovo = 0, o que é 

equivalente a dizer que zinovo = iz% . 

  
 Admitamos então que rinovo = 0, logo ∆ri = -ri e a variação ∆zi será obtida de (B4) 

como : 
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                           ∆zi  = (-σi2/  ∑r,ii) ri                                                           (B5) 
 
       Substituindo (B5) em (B2) e considerando que iz%  = zinovo vem que: 

 
            iz%   = zi  -  (  σi2/  ∑r,ii) ri                                                                  (B6) 

                  
 Analisemos o caso em que todas as medidas são exactas, excepto a medida zi que 
está afectada por um erro grosseiro bi. Neste caso a estimativa zi corresponde ao verdadeiro 
valor de zi e de (B6) vem que : 

 
         bi = zi - iz% = zi - ziverdadeiro =   σi2 ri / ∑r,ii                                        (B7)                 

                                                     
 Portanto, a amplitude do erro grosseiro, medida em termos do desvio padrão  (σi) é 

dada por: 
 

  bi =   σi2  ri / ∑r,ii    =  σi   rN,i  σi  / r,ii∑                                              (B8) 

 

em que rN,i =   i r,ii
r ∑  é o resíduo normalizado da medida i.  

 
Se para além do erro grosseiro bi, estiver presente ruído aleatório de medida εi i = 1,...,M, 
então a expressão (B8) corresponde ao valor esperado de bi, isto é : 

 

          ib̂  =  σi   rN,i   σi / r,ii∑         (B9) 


