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1. Introducao

De um modo geral todas as pessoas possuem o seu conceito de fiabilidade. E usual ouvi-las dizer "o
meu carro é fidvel", “o meu televisor ndo é fiavel”, ou expresses anadlogas. De um modo geral
também associam que o conceito de fiabilidade ndo é absoluto. Assim, sabem que pelo facto de o
carro ter funcionado esta manhé& nada lhes garante que o carro funcione logo.

Vejamos, como é que se pode definir fiabilidade. Entre as muitas defini¢des possiveis uma sera:

"Fiabilidade de um sistema (ou de um componente) é a probabilidade de o sistema (ou o
componente) desempenhar, de uma forma adequada, a funcdo para que foi concebido, nas
condicdes previstas e nos intervalos de tempo em que tal € exigido."

Desta definicdo pode observar-se que inclui quatro conceitos basicos:

« probabilidade

« forma adequada

« tempo

« condicéo de funcionamento

A introducéo da probabilidade num problema de engenharia muitas vezes € vista com ceticismo
por aqueles que advogam a engenharia ser uma ciéncia deterministica. E porem 6bvio que as
probabilidades e a estatistica constituem uma ferramenta importante na anélise de problemas de
engenharia.

O critério de "funcBes adequadas" é um problema de engenharia. Envolve uma detalhada
investigagdo dos modos de avaria de cada componente e do sistema. Uma avaria do sistema ndo é
apenas uma perda de continuidade ou uma catastrofe. No caso de um Sistema Elétrico de Energia, o
conceito de avaria ndo se resume apenas a falta de tensdo na alimentagdo, mas compreende, por
exemplo, a situacdo em que a tensdo estd fora dos limites contratuais. Se a frequéncia nao se
mantiver dentro dos valores devidos, também estamos em presenca de uma "avaria" do sistema.

O tempo a considerar num Sistema Elétrico de Energia (SEE) ser& continuo, mas no caso de uma
unidade de recurso, sera discreto, correspondendo a quando houver uma falta de alimentacdo do
exterior.

As condicgdes de funcionamento serdo na realidade importantes para os estudos de fiabilidade. No
caso de um Sistema Elétrico de Energia a taxa de avarias de muitos componentes aumenta muito
com condi¢bes meteoroldgicas adversas.

A analise de fiabilidade sera entdo um método de quantificar o que se espera que acontecga e pode
ser usada para indicar méritos relativos de esquemas alternativos de sistemas, tendo em aten¢do um
predefinido nivel de fiabilidade.

Para se poder calcular a fiabilidade de um sistema sera necessario dispor da historia do
funcionamento do sistema. No caso de se ndo dispor dessa informacdo recorre-se entdo a
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informacdo proveniente de sistemas andlogos. Um dos indices que se utiliza para definir a
fiabilidade de um Sistema Elétrico de Energia € a taxa de avarias.
Define-se taxa de avarias de um componente no instante t como sendo a probabilidade do

componente avariar no intervalo de tempo (t,t+At), dividida por At. Considerando um universo
com N componentes supostos iguais a taxa de avarias é dada por:

N, (t+At)-N, (t)/N(t) dN,(t) 1
A0 At Codt N (1)

em que

« N (t) representa o0 nimero de componentes que funcionam até ao instante t
« N,(t) representa o niimero de componentes que avariam até ao instante t

« N, (t+At) representa o nimero de componentes que avariam até ao instante t-+ At

A figura 1.1 representa a variacao tipica da taxa de avarias com o tempo para um componente
eletronico (Fig. 1.1a) e para um componente mecanico (Fig 1.1b).

Taxa de
avarias
! ! g ! I | - Infancia
! ! Il - Vida dtil
‘ ‘ Il - Velhice
[ [
| |
[ [
[ [
| |
‘ ‘ Tempo de funcionamento
a)
Taxa de
avarias
| I i I - Infancia
. Il - Vida dtil
b Il - Velhice
| |
[ [
| |
| |
[ [
‘b) ‘ Tempo de funcionamento

Fig. 1.1 — Variacao da taxa de avarias com o tempo
a) curva tipica para um componente eletrénico
b) curva tipica para um componente mecanico
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Pela analise das curvas tipicas das variacdes das taxas de avaria com o tempo, facilmente se vé que
nos primeiros tempos de funcionamento (periodo |, designado por periodo de infancia), as taxas de
avaria tém um valor elevado o qual diminui, contudo rapidamente com o tempo.

Passado o periodo de infancia, a taxa de avarias é aproximadamente constante, durante o periodo I,
designado por periodo de vida util.

No periodo 11, as taxas de avaria crescem rapidamente com o tempo e o periodo é designado por
velhice do componente.

Por comparagao das curvas tipicas representadas na fig. 1.1, verifica-se que o periodo de vida dtil
de um componente eletronico € relativamente grande, enquanto o0 mesmo periodo de um
componente mecanico é bastante curto.

Analisemos ent&o as curvas que nos dao as taxas de avaria (A) em funcéo do tempo, e procuremos a
razdo pela qual se encontram trés zonas tao distintas nas referidas curvas. Procuremos em primeiro
lugar a razdo pela qual um componente (ou sistema) tem um elevado ndmero de avarias nos
primeiros tempos de vida. As avarias neste periodo podem ser causadas por defeitos na montagem
dos componentes do sistema, deficiéncia dos componentes, deficiéncia dos processos de controlo de
qualidade, defeitos originados durante o transporte e/ou montagem. Estas causas originam entdo que
se verifique um elevado numero de avarias nos primeiros periodos de funcionamento do sistema.
Assim, a taxa de avarias no primeiro periodo de funcionamento tem um elevado valor que
decrescera rapidamente com o tempo.

Ap0s o periodo inicial de funcionamento o sistema entra no periodo designado por periodo de vida
atil, no qual a taxa de avarias serd praticamente constante. Um dos objetivos dos estudos de
fiabilidade serd exatamente a determinacdo do periodo de vida Util, de modo que através de uma
boa manutencdo preventiva e/ou substituicdes em grupo se consiga que o sistema funcione
permanentemente neste periodo. Pretende-se deste modo, que o periodo de velhice, no qual a taxa
de avarias cresce muito rapidamente com o tempo, nunca seja atingido.

Comparando o periodo de vida util tipico de um componente eletronico e de um componente
mecanico, verifica-se que no primeiro caso tem uma duracdo relativa muito superior. Através de
uma manutencao preventiva adequada consegue-se, de um modo geral, que o componente tenha um
periodo de vida dtil prolongado.

Normalmente, convém que os sistemas funcionem no seu periodo de vida Util e, portanto, é para
esse periodo que de um modo geral sdo feitos os estudos de fiabilidade.

Quando uma central elétrica é ligada a rede, nos primeiros tempos de funcionamento, a taxa de
avarias € relativamente grande. Passados os primeiros tempos de funcionamento, em que ja foram
eliminados todos os defeitos de montagem e detestados equipamentos que, por razdes diversas, ndo
satisfaziam as condicOes de qualidade exigidas, pode dizer-se que a central entra no seu periodo de
funcionamento Gtil, com uma taxa de avarias constante.

Na analise que tem sido referida tem estado a admitir-se que 0s componentes e 0s sistemas sdo
reparaveis. Na realidade ndo estamos em presenca de uma caracteristica comum a todos os tipos de
sistemas, embora seja comum a um elevado nimero, nomeadamente sistemas elétricos. H4, todavia,
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sistemas cuja funcdo é orientada para o desempenho de uma dada missdo e que, por conseguinte,
ndo sdo reparaveis, como € o caso de um satélite ou de um missil.

E ao estudo da analise da fiabilidade de sistemas reparaveis no seu periodo de vida util que nos

iremos dedicar nestas notas.

2. NocOes basicas de probabilidade

A nocéo de probabilidade é extremamente importante para estudos de fiabilidade.

A probabilidade é expressa numa escala de 0 a 1 como se mostra na fig. 2.1.

Probabilidade de se obter
"cara" ou "coroa"

0 1/2 1
Acontecimento Acontecimento
impossivel certo

Fig. 2.1 -- Escala de probabilidades

Assim, por exemplo, a probabilidade de se obter “cara™ ou "coroa", quando se lan¢ca uma moeda ndo
viciada ao ar, é de 1/2, devido a geometria do sistema. Pode entdo definir-se a probabilidade de
ocorréncia de um acontecimento favoravel (P) como:

p_ Numero de acontecimentos favoraveis
NUmero de acontecimentos possiveis

De um modo geral quando se trata do calculo da probabilidade em sistemas de engenharia, a
probabilidade de um acontecimento ndo pode ser calculada por consideracbes de ordem
"geométrica", como no caso de uma moeda, de um dado, de uma roleta ou de um baralho de cartas.
O conceito matematico de probabilidade estda entdo associado com a regularidade de
comportamento, obtida de repetitivas experiéncias ou de um funcionamento continuo.

Consideremos que n é o numero de vezes que a experiéncia é repetida e f o nimero de vezes de
ocorréncia do acontecimento. A probabilidade do acontecimento (P) sera entdo definida como:

P=Ilim—

n—oo n

10
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A frequéncia da ocorréncia dos acontecimentos € extremamente importante na analise dos sistemas
fisicos que possuem regularidade estatistica. Esta regularidade pode, por exemplo, ser detectada
pelo numero de avarias e tempos médios de funcionamento dos componentes do sistema. No caso
de ndo haver uma evidéncia de regularidade, entdo a teoria das probabilidades ndo pode ser
aplicada.

Um exemplo de particular importancia na analise da fiabilidade de Sistemas Eléctricos de Energia é
0 da determinagéo da probabilidade de avaria de uma peca de equipamento, tal como um gerador.
No caso de o gerador estar no seu periodo de vida Util pode dizer-se que a ocorréncia de avarias €
aleatoria, isto €, ocorréncia ao acaso e, por isso, com regularidade estatistica.

A probabilidade de um alternador avariar, conhecida por "Forced Outage Rate” (FOR) sera entdo
dada por:

B Tempo de avaria
Tempo de funcionamento + Tempo de avaria

FOR

Para se analisar a probabilidade de ocorréncia de determinados acontecimentos deve ter-se em
atencdo o seguinte:

« dois acontecimentos séo ditos "independentes” se a ocorréncia de um acontecimento ndo
afectar a probabilidade de ocorréncia do outro acontecimento

« dois acontecimentos séo ditos mutuamente exclusivos se ndo puderem acontecer a0 mesmo
tempo (p. ex. o funcionamento normal e a avaria de um componente)

« aprobabilidade da ocorréncia simultanea de dois ou mais acontecimentos independentes é o
produto das probabilidades dos respectivos acontecimentos

Assim, no caso de A e B serem dois acontecimentos independentes, a probabilidade de se verificar
AeBserd

P(ANB)=P(A).P(B) (2.2)

No caso de os acontecimentos A e B serem mutuamente exlusivos, a probabilidade de se verificar
A, BouAeBserad

P(AUB)=P(A)+P(B) (2.2)

Se 0s acontecimentos A e B forem independentes, mas ndo mutuamente exclusivos, entdo a
probabilidade de ocorrénciade Aou B é

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(A).P(B) (2.3)

11
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ERSIDAD!

Notar que se A e B forem acontecimentos mutuamente exclusivos, a probabilidade de ocorréncia
simultanea dos acontecimentos, P(A).P(B) € zero.

Quando a ocorréncia de um acontecimento esta dependente da ocorréncia de outro acontecimento
anterior, temos uma probabilidade condicionada. A probabilidade da ocorréncia simultanea dos dois

acontecimentos sera igual ao produto da probabilidade da ocorréncia do primeiro acontecimento,
pela probabilidade condicionada do segundo acontecimento, dado que o primeiro se verificou.

A probabilidade de A, dado que B se verificou é, regra geral, escrita como P(A/B) .

Assim

P(ANB)=P(A).P(B/A) (2.4)

P(BNA)=P(B).P(A/B) (2.5)
No caso de A e B serem acontecimentos independentes, entéo

P(B/A)=P(B)

P(A/B)=P(A)

No caso de a ocorréncia de A ser dependente de um ndmero de acontecimentos Bj que sdo
mutuamente exclusivos, entao

P(A)=Y P(A/B,)P(B,) (26)

i=1

3. Funcoes de distribuicéao

3.1 Introducéo

Seja x uma variavel aleatéria. Se 0 numero de valores possiveis de x for finito, ou infinito
numeravel, designaremos x de varidvel aleatdria discreta. A cada possivel resultado x; associaremos
um numero p(xi) = p(X = X;), denominado probabilidade de xi. Os nimeros p(xi), i =1, 2, ... devem
satisfazer as seguintes condicdes:

p(x;)=0

12
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A funcdo p, assim definida, € denominada funcdo de probabilidade ou de distribuicdo de
probabilidade.

Suponhamos agora que x pode tomar qualquer valor dentro de um certo intervalo. Diremos entao
que X € uma variavel aleatéria continua. A funcdo densidade de probabilidade f, indicada
abreviadamente por f.d.p., € uma funcao que satisfaz as seguintes condicdes

f(x)=0 V,eR

I f(x)dx=1 R, — dominio de x

R

X

Além disso, definimos para qualquer ¢ <d (em R, )
d

P(c <X <d)=[f(x)dx

c

Define-se a funcdo F como a funcéo de distribuicdo acumulada da varidvel aleatéria X como
F(x)=P(X<x).

Se x for uma variavel aleatéria discreta
F(x)=2, P(x;)
J
onde o somatorio é estendido a todos os indices j, que satisfagam a condigéo x; <x.

Se x for uma variavel aleatéria continua com f.d.p. f, entdo

F(x)::x[of(s)ds

Notar que sendo F a funcéo de distribuicdo acumulada de uma variavel aleatéria continua, a funcéao
densidade de probabilidade f sera

f(x)= < F(x)

para todo o x no qual F seja derivavel.

13
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3.2 Distribuicao binomial

Ha alguns acontecimentos que sdo constituidos por um conjunto de experiéncias independentes,
cada uma das quais com dois possiveis estados de ocorréncia apenas e com uma probabilidade fixa
de ocorréncia para cada um deles. Em n repeticdes desta experiéncia, a distribui¢do das duas classes
dos possivies resultados das experiéncias € discreta e do tipo binomial.

Consideremos n experiéncias, cada uma das quais com uma probabilida de de sucesso igual a p.
A probabilidade do insucesso sera entéo
P,=1-p=q

A probabilidade de r sucessos em r experiéncias é de p'.

A probabilidade de n-r insucessos em (n-r) experiéncias é

qn_r — (1_ p)n—r

O numero de modos com exactamente r sucessos e (n-r) insucessos que podem ocorrer em n
experiéncias é

Ccr= m (3.1)

Notar que a ordem de ocorréncia ndo é importante. Apenas interessa que tenham ocorrido r sucessos
e (n-r) insucessos nas n experiéncias.

A probabilidade de exactamente r sucessos em n experiéncias é

n! n—r
PP—— " p'(1- =C"p'g""’ 3.2
©or(n—r)! P'(1-P) P (32)

Um acontecimento deve ter quatro caracteristicas para que se possa associar a distribuicdo
binominal:

Numero fixo de experiéncias

Cada experiéncia deve resultar num sucesso ou insucesso

Todas as experiéncias devem ter probabilidades idénticas de sucesso
As experiéncias devem ser independentes

el oA

14
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O valor médio de uma variavel com uma distribuicdo binomial é igual ao produto da probabilidade
de ocorréncia pelo nimero de experiéncias. Vejamos que na realidade assim é. Para isso
consideremos uma variavel, cujos estados possiveis de residéncia e as probabilidades associadas sao
respectivamente:

Xy, Xpye Xy € PryPyyee Py

O valor média da variavel é definido como

E(X)=p1X1+ple+...ann :in P; (3.3)
i=1

No caso de uma distribui¢do binomial que é uma distribuicdo discreta, temos

- X n! X ~N=X
E(X):Xz_gx!(n—x)! P

E(x)=3 (Xj'f;(—;}!x)! g

x=1

Fazendo

Temos

E(x)=np)] p’q"

= y!(n-1-y)!
Mas

= (n-1)!

2

Yottty =1
y=0y!(n—l—y)!p a

Porque € a soma de uma distribui¢do binomial, pelo que

E(x)=np (34)

15
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Em Sistemas Eléctricos de Energia é possivel, por exemplo, aplicar a distribuicdo binomial quando
se pretende calcular a fiabilidade de uma central eléctrica, com varias unidades iguais e admitindo
que cada unidade apenas pode residir em dois estados, a funcionar ou avariada.

3.3 Distribuicao de Poisson

A distribuicdo de Poisson d& a probabilidade de um acontecimento ocorrer um dado nimero de
vezes, num intervalo de tempo ou espaco fixado, quando a taxa de ocorréncia é fixa.

A ocorréncia dos acontecimentos deve ser aleatoria, isto €, ser afetada apenas pelo acaso. A
principal caracteristica da distribuicdo de Poisson € o facto de apenas a ocorréncia do acontecimento
ser contada (a sua ndo-ocorréncia ndo o €). Como o numero total de acontecimentos nao é
conhecido, a distribuicdo binomial néo é aplicavel a este tipo de experiéncia.

Séo exemplos de acontecimentos que podem ser analisados por una distribui¢do de Poisson:

« 0 numero de descargas atmosféricas num dado periodo
« 0 numero de chamadas telefénicas num dado periodo

3.3.1 Deducéo da distribuicdo de Poisson a partir da distribuicao binomial

Em n experiéncias, a probabilidade de um acontecimento suceder r vezes e

n!
Pn - r n-r 3.5
' r!(n—r)! P (35)

Se n for grande, quando comparado com r, temos

n!

=n(n-1)(n-2)..(n-r+1)~n'

pelo que:

Se p for pequeno e r for pequeno comparado com n
Q" =(1-p)

pelo que:
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Se n for grande n(n-1)=n’

r 2
pr_(MP) 1y (1P)
ri rl

+...

p" (np)r -np

r:—e

r!

P" sera a probabilidade da ocorréncia de r sucessos em n experiéncias quando o valor esperado de

r

sucesso é (np).
Como se pode ver pelo que acaba de ser deduzido, a distribuicdo de Poisson é uma boa

aproximacdo da distribuicdo binomial quando o nimero de experiéncias é grande e a probabilidade
de ocorréncia do acontecimento é pequena. E uma boa aproximagdo quando n>20e p<0.05 e a

aproximacdo melhora a medida que n aumenta e p diminui.

O valor esperado ou valor médio de ocorréncias de qualquer acontecimento num dado periodo de
tempo ou num dado nimero de experiéncias é expresso por np.

No caso de o periodo de tempo ser continuo o valor médio de ocorréncias € expresso em unidades
de tempo, pelo que o valor médio de avarias pode ser designado por At, em que A € 0 nimero de
avarias por unidade de tempo.

A expressao:

At)
P — ( ) p M (3.6)
d& a probabilidade de r avarias no intervalo de tempo t.

A probabilidade de se obterem zero avarias no instante t, isto €, a fiabilidade do componente como
funcédo do tempo sera

Notar que nesta expressao A foi suposto constante.
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3.3.2 Deducéao da distribuicdo de Poisson sem recurso a distribuicéo
binomial

Seja A d t a probabilidade de o acontecimento ocorrer no intervalo de tempo (t, t + dt). Suponhamos
que A ¢ constante, que o comprimento do intervalo, d t, é suficientemente pequeno e que a
probabilidade do acontecimento ocorrer mais que uma vez no intervalo de tempo d t é desprezavel.

Considerando Px(t) como a probabilidade de o acontecimento ocorrer x vezes no intervalo de tempo
(0, t), tem-se

P, (t+dt)=P,(t)(1-2rdt)

Admitindo que os acontecimentos sdo independentes

P, (t+dt)—Py(t)
dt

=R (t)

im 2RO g )

Considerando a condic&o inicial P, (0)=1

que é o primeiro termo da distribuicdo de Poisson

Se x>0
P, (t+dt)=P, (t)[ P(zeroocorréncias em t, t+dt) |+
P, (t)[ P(umaocorréncia em t,t+dt) ]+ P,_, (t)[ P(duasocorréncias em t, t+dt) |

mas P (de duas ou mais ocorréncias em t, t + dt) foi suposta ser zero, pelo que

P, (t+dt)=P (t)(1-21dt)+P,_, (t)(1dt)

X

=P, (t)-rdt(P, (t)-P_, (1))

pelo que

18
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(At) e™
P ()= (37)

A probabilidade do componente avariar seré entdo de
Q) =1-e™

Nos Sistemas Elétricos de Energia, normalmente, At<1 pelo que R(t)=1- At e Q(t)=At

Se A <0,01 teremos R(t)=1- At com uma precisdo, no minimo, de 4 casas decimais.

3.4 Distribuicdo normal

Esta distribuicdo é descrita pela funcdo densidade de probabilidade

F(X) = e U ixcon (3.8)

em que
u — valor médio de x
o — desvio padréo de x

Na figura 3.1 estdo representadas curvas tipicas de uma distribuicdo normal.

0.4

0.3

0.2

0.1

Fig. 3.1 — Curvas tipicas de uma distribui¢cao normal

Se se fizer o valor médio p igual a zero e todos os desvios forem medidos em relagdao a média em termos do

desvio padréo, a equacéo 3.8 sera:

F. Maciel Barbosa
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Temos assim

(3.9)

f(zZ)=——=e%"? ; o=1 (3.10)

uma distribuicdo normal estandardizada e os valores encontram-se tabelados. A

Tabela 3.1 sumariza alguns valores para esta distribuicdo normalizada, os quais nos ddo as areas
debaixo da curva estandardizada.

Tabela 3.1
Valores da funcéo de distribuicdo normal standar

Z
F(Z)= % [e7dz
y F ()
0.0 0.5000
0.1 0.5398
0.2 0.5793
0.3 0.6179
0.4 0.6554
0.5 0.6915
0.6 0.7257
0.7 0.7580
0.8 0.7881
0.9 0.8159
1.0 0.8413
1.1 0.8646
1.2 0.8849
1.3 0.9032
1.4 0.9192
15 0.9332
1.6 0.9452
1.7 0.9554
1.8 0.9641
1.9 0.9713
2.0 0.9772
3.0 0.9987
4.0 0.9994

Das tabelas obtém-se:

F. Maciel Barbosa
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PO<Z<t)= e/ dz (3.11)

O ey

1
J2n

como esta representado na figura 3.2.

)=ie—t2/z

e—tz/Zdt f(t
=2

P(0<Z<t)=

O ———ay N

1
27w
Fig. 3.2 — Probabilidade de ocorréncia num intervalo, para o caso de uma distribui¢cdo normal.

Caso x tenha uma distribuicdo normal com parametros w=p, € o=oc, € tendo Z a
distribuicdo normal padréo, entéo:

P(a<x<b)=P(c<Z<d) em que:

Na realidade

_ij. eZl 4z com Z=2=
- 7| _

Notar que:
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F(-2)=1-F(2)

Devido a simetria da fungdo em torno de 0.

Computacionalmente é usual representar a funcao de distribuicdo normal por degraus, dependendo
0 numero de degraus da precisao pretendida para os resultados. Obviamente, quanto maior for o
numero de degraus, maior sera o tempo computacional necessario para a execucdo dos céalculos. Na
figura 3.3 esta representada uma funcdo de distribuicdo discretizada em sub-classes, com a

probabilidade associada a cada uma das sub-classes indicada.

N

0.061 0.382 0.061
0.242 0.242
0.006 0.006

Fig. 3.3 - Curva da distribuicdo normal dividida em 7 classes

3.5 Distribuicdo exponencial

Uma variavel aleatdria continua 0 < X <oo esta associada a uma funcao de distribuicéo exponencial

quando esta for da forma
F(t)=P(X<t)=1-e™ 0<t<oo (3.12)

sendo A uma constante positiva.

A funcéo densidade de probabilidade que Ihe corresponde € dada pela expressdo

O valor médio duma variavel aleatoria com distribui¢do exponencial é dada por

E(X) = [tF(t) dt=[the™ o (3.13)

0

Integrando por partes:

F. Maciel Barbosa
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p=t
dv=xe™ dt

IudV:uv—JVdu

Entéo, podemos escrever

0 P 1
| _ta M N _ _
E(t)—[ te ]O ! e dt_0+_k_]/k (3.14)
A distribuicdo exponencial é a distribuicdo mais usada em estudos de fiabilidade como se pode ver

no parégrafo 4 em que se concluiu que a probabilidade de um componente, com uma taxa de avarias
constante, sobreviver até ao instante té dada por:

R(t)= e (3.15)
A fig. 3.4 mostra graficamente a funcdo f(t)

fit)

R(t)

Tempo
Fig. 3.4 — Funcéo densidade de probabilidade de uma variavel aleatéria com distribuicéo exponencial.

A probabilidade de avariar até ao instante t € Q(t)

Q(t)= j'm—“ dt=1-e™ (3.16)

0

A probabilidade de sobreviver até ao instante t é

R(t)= j re M dt=e™ (3.17)

t

23
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Consideremos agora um componente que funcionou pelo periodo de tempo T, como mostra a Fig.
3.5. Pretende calcular-se a probabilidade do componente avariar no periodo (T, T + dt). Estamos
agora em presenca de um problema de probabilidade condicionada.

f(t)

T T+t Tempo
Fig. 3.5 — R(t) — funcéo exponencial

Como ja foi referido (paragrafo 2)

P(AnB)=P(A/B)P(B) (3.18)

e
P(ANB)
P(A/B)=————— 3.19
(WB)="p@y 19
Se
P(A/B)=P[avariar durante o tempo t dado que o componente sobreviveu até ao instante T]=Q, (t)
P(AnB)= P[funcionar até ao instante T e avariar durante o intervalo(T,T + t)]
T+t
_ J' re M gt =etT g™
.
P(B) =[P funcionar até ao instante T| =
= I re Mt dt=eT
d
Ent&o:

24
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AT AT oAt
et —e e iy
P(A/B)=Q,(1) =" ——=1-¢" (320)

Podemos, pois, concluir que a probabilidade de um componente avariar durante qualquer intervalo
de tempo t, é independente do tempo de funcionamento anterior, supondo 0 componente no seu
periodo de vida dtil.

4. Fiabilidade de um componente

Consideremos que conhecemos a “historia” de No componentes idénticos e que desejamos conhecer
a expresséo geral da fiabilidade de um componente.

Seja:
No = nimero de componentes
N¢(t) = nimero de componentes que funcionam até ao instante t

Na(t) = nimero de componentes que avariam até ao instante t
N, =N, (t)+N,(t)

No instante t, a probabilidade de um componente néo ter avariado, ou seja, a fiabilidade do
componente, sera dada por:

R(t) — le\lit) — N, _NI\OIa (t) —1— N;](Ot) (4.1)

Definindo taxa de avarias de um componente no instante t, como sendo a probabilidade do
componente avariar no intervalo de tempo (t, t + dt), dividida por dt, isto é:

N, (t+dt)-N,(t) dN,(t)
K(t) _ A dt __dat  _ 1 dN, (t) (4.2)

Como

Temos

25
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Pelo que:

Substituindo em (4.2) e atendendo a (4.1) teremos:

N, dR(t) 1 dR(t)
k(t)z_Nf(t) dt  R(t) dt (43)

Multiplicando ambos os membros da equacéo anterior por dt teremos

L

R(t)

Integrando a equacdo (4.4) entre os instantes 0 e t, vem

A(t)dt=— dR(t) (4.4)

" dR(t)
(t

ix(t) dt=— | R

1
ou seja,
t
[ A(t) dt=—log R(t)
0

de onde se conclui

~[M(t)t
R(t)=¢ ° (45)

Notar que na expressao (4.5), que da a fiabilidade de um componente, a taxa de avarias € uma
funcédo do tempo, e ndo foi feita qualquer restricdo acerca dessa funcao.

Se admitirmos que A(t) € uma constante de valor A, e por isso independente do tempo, entdo
R(t)=e™ (4.6)

gue, como se viu, trata-se do primeiro termo da funcéo de distribuicéo de Poisson.

Como foi referido na introdugdo, para muitos componentes, nomeadamente componentes
eletronicos ou componentes mecanicos com uma constante manutencdo preventiva, pode
considerar-se que, apds o seu periodo de funcionamento inicial, funcionam no seu periodo de vida
atil, em que a taxa de avarias é constante.
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Em Sistemas Elétricos de Energia, por uma adequada manutencdo preventiva, pode admitir-se que
geradores, transformadores, disjuntores, etc., ap6s o seu periodo inicial de funcionamento,
funcionam no seu periodo de vida util.

O modelo matemético adotado nos conceitos que a seguir se descrevem pressupfe que 0S
componentes funcionam no seu periodo de vida Util, enquanto se encontram ao servico. Esta
hipdtese é na realidade extremamente importante porque, os estudos de fiabilidade feitos, admitindo

que 0s componentes estdo no seu periodo de vida Util sdo extremamente otimistas, no caso de 0s
componentes funcionarem no seu periodo de velhice.

5. Tempos médios de funcionamento e de avaria

Consideremos a historia de um componente (fig. 5.1) e seja:
F — estado de funcionamento
A — estado de avaria
try — tempo de funcionamento
tai — tempo de avaria (tempo de reparacéo)
n¢ — numero de vezes que o estado F ocorreu

na — NUmero de vezes que o estado A ocorreu

th 7] te3

Tempo

Fig. 5.1 — Representacéo gréafica da histdria de funcionamento de um componente
Podemos entdo definir os tempos médios de funcionamento m (MTTF — “mean time to failure”), de
avaria ou reparacao (r) e o tempo medio entre avarias (MTBF — “mean time between failure”) ou

periodo.

Tem-se entdo:
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¢
: L
m=MTTF=11— (5.1)
n
f

MTBF=m+r (5.2)

MTBF |

Tempo
Fig. 5.2 — Representacédo grafica da historia de funcionamento de um componente (tempos médios)

A probabilidade de se encontrar um componente de um sistema fora de servi¢o por avaria (no seu
periodo de vida atil) num qualquer instante, é dada pelo quociente entre o valor do tempo médio de
reparacdo do componente (r) e o tempo médio entre avarias (m +r)

r
P(A)= 5.3
(A)=— (53)

Do mesmo modo a probabilidade de se encontrar o componente em funcionamento num qualquer

instante é

P(F)=—" (5.4)
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Ao se analisar determinado modelo de risco, 0 MTTF, para a distribuicdo de probabilidade definida
pelo modelo, é dado por

MTTF=E(t)= [tf (t) ct (55)

0

Notar que s6 faz sentido definir o tempo médio entre avarias (MTTF) em sistemas continuamente
reparaveis.

.. . 1
Como foi visto no ponto 4, para um componente com uma taxa de avarias constante, E(t)=x.

Este resultado significa que o tempo médio antes de uma avaria (MTTF — “mean time to failure”),
de um componente, com uma taxa de avarias constante € igual ao inverso da taxa de avarias.

m:MTW:% (5.6)

O mesmo € dizer que a taxa de avarias € inversamente proporcional ao tempo médio de vida.

6. Fiabilidade de um sistema

6.1 Introducéao

Procuremos agora analisar a fiabilidade de um sistema, constituido por varios componentes. A
fiabilidade do sistema dependera da fiabilidade dos componentes do sistema, da forma como os
componentes estdo ligados - estrutura do sistema e da definicdo de funcionamento do sistema.

Examinemos as associagdes dos componentes em série, paralela, mista e 0 caso em que de n
unidades idénticas ligadas em paralelo apenas é necessario o funcionamento de m(m < n) para o

sucesso do sistema.

Quando a estrutura do sistema ndo puder ser enquadrada em nenhuma das estruturas atras referidas,
terdo que ser analisadas técnicas mais gerais, tais como, defini¢do de cortes, arvores de avarias, etc.

Notar que a defini¢do das estruturas de fiabilidade resulta das condic¢Oes de trabalho impostas aos
componentes e nao apenas do tipo de ligacdo fisica dos componentes. Pode assim, obter-se um
diagrama de fiabilidade diferente da associacao real. Assim, por exemplo, quando duas linhas de
transmissdo estdo em paralelo, se uma das linhas for suficiente para alimentar a carga, o sistema
diz-se redundante, porque apenas € necessario que uma das linhas esteja em funcionamento para
gue o sistema esteja operativo. A estrutura do sistema sob o aspeto de fiabilidade é analoga a real.
Porém, se tiverem que estar as duas linhas em servi¢co para alimentar a carga, porque a capacidade
de uma das linhas ndo é suficiente, o diagrama de fiabilidade consiste em dois componentes em
série.
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6.2 Associacdo em série

Neste caso, fig.6.1, o funcionamento do sistema exige a operacgéo correta de todos 0s seus
componentes

Ry R> R3 RiR2R3

Fig. 6.1 — Associacdo em série de componentes

No caso mais vulgar de os componentes serem independentes, a fiabilidade do sistema é dada por

R{=R,R,R,..R, =TI R, (6.1)

No caso de 0s componentes serem iguais a fiabilidade do sistema sera:
R, =R"

Facilmente se V€&, que, como era de esperar, a fiabilidade do sistema diminui a medida que o nimero
de componentes ligados em série aumenta, pois R, é sempre menor que 1.

A equacdo (6.1) é conhecida como a lei do produto das fiabilidades.

Num sistema com varios componentes em série, funcionando no seu periodo de vida util, a
fiabilidade do sistema é dada por:

At

Ro=e 7 (6.2)
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6.3 Associacdo em paralelo

Consideremos dois componentes redundantes e independentes, ligados em paralelo (fig. 6.2)

Ry

Ri+Ry - RiR,

Rz
Fig. 6.2 — Sistema constituido por dois componentes redundantes

Se cada um dos componentes estiver no seu periodo de vida util, Rs, a fiabilidade do sistema, €
dada por:

R,=R,+R,-R,R, =1-QQ, =1-Q, (6.3)

em que Qi1, Q2 e Qs séo respetivamente as indisponibilidades para os componentes 1,2 e para 0
sistema. Se houver n componentes ligados em paralelo

Qs =le Q (6.4)

A equacdo (6.4) é conhecida como a lei do produto das indisponibilidades. A fiabilidade do
sistema é entdo dada por

Rs =1-T1 Q (6.5)

Notar que para sistemas redundantes a fiabilidade do sistema aumenta, com o ndmero de
componentes em paralelo.

Se o sistema ndo for redundante as condi¢6es de funcionamento e de avaria para o sistema tém que
ser definidas. Consideremos por exemplo um sistema constituido por quatro componentes em
paralelo (fig. 6.3).
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R4

Fig. 6.3 — Sistema constituido por quatro componentes ligados em paralelo

Se os componentes forem todos idénticos, com a fiabilidade R e uma indisponibilidade Q, a
probabilidade associada a cada um dos estados possiveis (0, 1, 2, 3 e 4 componentes em
funcionamento) pode ser determinada pelo desenvolvimento do bindmio (R + Q)*

(R+Q)'=R*+4R*Q+6R?Q? +4RQ*+Q"

A probabilidade de sucesso do sistema é dada, de acordo com o0 numero de componentes
necessarios para que o sistema funcione, no quadro seguinte

N° de componentes necessarios Probabilidade de o sistema
para o funcionamento do sistema funcionar
4 R*
3 R*+4R3Q
2 R*+ 4R%Q + 6R%2Q?
1 R*+4R%Q + 6R?Q? + 4RQ

Se os componentes nao forem idénticos os valores das probabilidades podem ser obtidas a partir de
(R,+Q,).(R,+Q,).(R;+Q;).(R,+Q,)=1.0 (6.6)

Sistemas mais complicados podem ser sequencialmente analisados usando o conceito de
probabilidade condicionada para acontecimentos mutuamente exclusivos. Consideremos para o
efeito o sistema representado na fig. 6.4. Admitamos que para o funcionamento do sistema é
necessario que exista pelo menos um percurso entre a entrada ou a saida.
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l Entrada
y y
A D
B C E
4 y
G F
4 4
l Saida

Fig. 6.4 — Configuracgdo do sistema

Calculemos a fiabilidade do sistema se os componentes forem todos iguais e tiverem uma
fiabilidade de 0.9.

Atendendo a nocdo de probabilidade condicionada, podemos, por exemplo, escrever
Rs =Rs(Aestd bom) . R, + R4 (Aesta avariado) . Q, (6.7)

Em lugar de ter escrito esta expresséo, poderia ter escrito qualquer outra, que contivesse 0 mesmo
conceito, por exemplo

Rs =Rs(Destad bom) . R, +Rg(Desta avariado) . Q, (6.8)

Consideremos a expressdo 6.7. Admitindo que A esta bom, o sistema é equivalente ao da fig. 6.5.
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Entrada
4 4
y C D
B
E
G F

t Saida

Fig. 6.5 — Configuracdo do sistema quando se admite que o componente A est4 bom

Admitindo que A é bom a expressdo da fiabilidade do sistema é:

Rs =Rs(C ébom). R, +R(C esta avariado) . Q. (6.9)

As figuras 6.6 a) e 6.6 b) mostram a configuracdo do sistema quando se admite que C estd bom e C
esta avariado respetivamente

l Entrada l Entrada
Yy
y r D
y
B B E
§ |
G G F
l Saida l Saida
a) b)

Fig. 6.6 — Configuracdo do sistema quando se admitir que A estd bome
a) C estdbom
b) C esta avariado

Atendendo a fig. 6.6 e a fiabilidade de um sistema formado por componentes em série e em paralelo
(componentes redundantes) podemos escrever a expressao (6.9) como:
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Re=[1-(1-R3R¢).(1-R¢) |Rc +[1-(1-RyR¢).(1-RpR:R;)]Q. (6.10)
Admitindo que A esté avariado, o sistema teré a configuragdo representada na figura 6.7.

l Entrada
D
C E

V

l Saida

Fig. 6.7 — Configuracao do sistema quando se admite que o componente A esté avariado

A fiabilidade do sistema sera dada pela expressao
Rs =Rs(C é bom). R, +Rg(C estd avariado) . Q. (6.11)
Facilmente se V€ gque a expressdo anterior pode ser escrita como
R =R, R.R. +R,R.R.Q. (6.12)
Por substituicdo em (6.10) obtemos a seguinte expressao geral da fiabilidade para o sistema

R, =R, [(1—(1—RBRG).(1—RF))RC +(1—(1—RBRG).(1—RDRERF)).(1—RC)]+
+(1-RA)[(RoR:)Re +(RpR:R)(1-R,) | (6.13)

Se os componentes do sistema tiverem todos uma fiabilidade de 0.9, a fiabilidade do sistema sera

R, = 0.960165 (6.14)

Este valor, como é obvio, seria 0 mesmo que se obteria se em lugar de partirmos inicialmente da
expressao (6.7), partissemos da expressdo (6.8) ou de qualquer outra equivalente.
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7. Arvore de avarias

O conceito de arvore de avarias foi inicialmente desenvolvido para a andlise da fiabilidade de
misseis e posteriormente utilizado na analise da fiabilidade de reatores nucleares.
O método consiste basicamente em identificar todos os modos possiveis de avaria e controla-los. A
arvore de avarias por si mesma, constitui uma representacao grafica da algebra de Boole associada
com o desenvolvimento de uma dada avaria do sistema.

De um modo geral, o procedimento para estabelecer uma arvore de avarias € o seguinte:

« Definir claramente os acontecimentos indesejados

« Relacionar pormenorizadamente as informagdes sobre o equipamento em estudo

« Desenvolver a arvore de avarias, dispondo graficamente os percursos que podem levar a

ocorréncia do principal acontecimento

« Com base nos dados de avaria de cada acontecimento bésico, estabelecer a analise da arvore

de avarias

Suponhamos que pretendemos analisar a fiabilidade da iluminacdo de uma sala com uma lampada

(Fig. 7.1)

Sala as
escuras

/o

Falta de

energia

(o

A

Avaria na rede

Se 0 objetivo for calcular a probabilidade de falta de energia (acontecimento secundario) temos

P(avaria) = P(AUB) = P(A) + P(B) - P(A)P(B)

Fig. 7.1 — Exemplo de uma arvore de avarias

B

Actuacéo da
proteccéo

C

Lampada
estragada

O acontecimento prioritario (sala as escuras) pode ser calculado pela expresséo:

(7.2

F. Maciel Barbosa
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P (sala as escuras) = P(falta de energia U ldmpada estragada)  (7.2)
Esta metodologia pode ser aplicada a estudos de fiabilidade de sistemas de protecdo e esquemas de

comando.

8. Processos de Markov

8.1 Introducéao

Consideremos uma experiéncia caracterizada pelo conjunto dos acontecimentos possiveis.

Para cada acontecimento ¢, é possivel associar uma funcdo de tempo, de acordo com uma regra
definida

x(t.6)

Criamos assim uma familia de funcdes para cada (. Esta familia é designada por processo
estocastico. Um processo estocastico pode ser interpretado como funcdo de duas variaveis, te ¢ .

Se o intervalo de tempo for definido continuamente, isto €, se as medicGes sdo feitas continuamente
no tempo, temos um processo estocastico continuo. Caso as observacGes sejam feitas em
determinados intervalos de tempo, tem-se um processo estocastico a parametros discretos.

Para um acontecimento especifico, a expressdo x(t,&;) representa uma funcdo do tempo. Para um
tempo especificado ti, x(t;,£) é uma quantidade dependente de ¢, isto &, uma variavel aleatoria.

Como facilmente se vé x(t;,£) é um nimero.

E usual utilizar a notagéo

X(t)

para representar um processo estocastico, omitindo-se na sua expressdo a sua dependéncia de . Do
exposto conclui-se que x(t) tem os seguintes significados:

« uma familia de fun¢des do tempo (t e { variaveis)
« uma funcgéo do tempo (t varidvel, { constante)

« uma variavel aleatoria (t fixo, ¢ variavel)

« um simples valor numérico (t fixo, ¢ fixo)

Como um processo estocastico envolve o comportamento de um sistema no tempo, na definicdo de
tais processos deve-se comecar pela especificagéo do tempo T.
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Quando o processo estocastico ndo é afetado por uma deslocagdo na origem dos tempos, diz-se que
0 processo estocastico é estacionario.

Num processo estocastico estacionario tem-se entdo que
X(t)=X(t+8) VeeT

A sequéncia aleatdria constitui um processo de Markov se a probabilidade condicionada
P (i iy iy ) =P X, =i X, =00, %, =1y X =i, ]

depender somente dos valoresde i, e i, , , Ou seja

P (i iy, ---ps ) = P(iy fins)

Supondo x(t) como um processo de Markov, i e j como estados, a expressao que da a probabilidade
de transicdo do estado i para o estado j, durante o intervalo de tempo t, t+At é

Py =P(x(t+at) = jlx(t)=i) t>0
Se esta probabilidade for constante ao longo do tempo, o processo é dito homogéneo no tempo.

8.2 Modelo de Markov para um elemento de um sistema elétrico

Normalmente admite-se que um elemento de um Sistema Elétrico de Energia apenas pode residir
num de dois estados — estado de funcionamento e estado de avaria (Fig. 8.1). Posteriormente, sera
visto que em alguns casos tem interesse uma abordagem mais minuciosa do problema,
considerando-se entdo que o componente pode residir em estados intermédios (por exemplo, caso
de um gerador térmico de poténcia elevada, que por deficiéncia do sistema de producéo de vapor
né&o pode fornecer toda a sua poténcia).
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A
. 9 .
Estado de funcionamento Estado de avaria

A - taxa de avarias (av/ano)

u - taxa de reparacdes (rep/ano)

Fig. 8.1 — Representacédo de um componente pelos seus dois estados de residéncia.

Um processo de Markov a parametros continuos e a estados discretos é chamado de cadeia de
Markov. Uma cadeia de Markov possui as seguintes propriedades:

a) O sistema pode ser descrito como estando num dos estados de um conjunto de estados S,
discretos, exaustivos e mutuamente exclusivos.

b) As mudancas de estado sdo possiveis em qualquer intervalo de tempo.

c) A probabilidade de saida de um estado depende somente do estado atual.

d) A probabilidade de dois ou mais acontecimentos acorrerem durante um intervalo de tempo
infinitesimal é desprezavel.

Seja

Pi(t) — probabilidade de o sistema estar no estado i no tempo t.

Pin — taxa de saida do estado i para o estado j.

Pin dt — probabilidade de transi¢do do estado i para o estado j, no tempo dt.

A probabilidade de encontrar um sistema com n estados em qualquer um dos estados i, no tempo

t+dt, pode ser calculada a partir de um sistema de n equacdes simultdneas em termos das
probabilidades Pi(t). Assim

Py (t+0t) =P, (1) 1- 2Pyt [+ 3P, (1)Pyct (8.1)

J#i J#i

O primeiro termo do segundo membro desta equacédo é a probabilidade de estar no estado i emt e
ndo sair dele durante dt; o segundo termo € a probabilidade de estar em jem t e ir para i durante dt.
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A equacdo (8.1) pode ser escrita como

P (t +d;2‘ R _ (2R + 3P (1P, 82)

J# J#i

Fazendo tender dt para O

P (1) =P () 2P, + 2P (P, 8.9

J# J#

Dadas as condicdes iniciais, o sistema de equac@es 8.3, permite calcular a probabilidade de o
sistema se encontrar em cada um dos estados.

8.3 Aplicacao do processo de Markov a um sistema constituido por um
componente

Consideremos um componente que pode residir em dois estados (Fig. 8.2), no qual estdo
representadas as probabilidades de residir ou abandonar o estado num dado intervalo de tempo
finito.

14

3/4

1/2
Fig. 8.2 — Componente com dois possiveis estados de resisténcia

O sistema representado é um sistema discreto na medida em que a passagem de um estado para o
outro se realiza de uma forma discreta. A Fig. 8.3 mostra a evolucdo do sistema ao fim de um dado
namero de passos e na Fig. 8.4 esta representada a probabilidade limite do sistema de acordo com o
nimero de passos. Notar que a probabilidade de estar num qualquer dos dois estados no passo 0 é
dada pelas condic¢des iniciais do sistema.
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Probabilidade

10 K
08 T
06—+ Estado 2
047T Estado 1
02T
0 | | | | : p— Numero
1 2 3 4 5 6  de passos

Fig. 8.4 — Representac¢éo do comportamento do sistema
A medida que o nimero de passos cresce a representacio sob a forma de uma arvore, como a

representada na Fig. 8.3, é impraticavel. A transicdo de um estado para o outro, num simples passo,
pode ser representada pela matriz P

_ Pp Py . 1/2 ]/4
P{F’n sz{l/z 3/4} (8.4)

em que:

Pii representa a probabilidade de residir no estado i.

Pin € a taxa de abandono do estado j para o estado i.

Notar que a soma dos elementos de uma coluna da matriz P é um.

A matriz P assim definida é designada matriz estocéastica de transi¢ao de probabilidades.

A matriz P" é definida como a matriz cujo elemento ij € a probabilidade de que o sistema esteja no
estado i depois de n passos, admitindo que o sistema estava inicialmente no estado j.

Quando é possivel ir de um estado para o outro, num numero finito de passos, verifica-se que 0s
elementos das colunas da matriz P" tendem para um dado limite, sendo neste caso a probabilidade
limite independente do estado inicial do sistema.
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J//v@l

Y2 @

1/2 /4 "
/2
@ 12 e

1/2

1/4 2

3/4 64
9

0

64

Fig. 8.3 — Diagrama em arvore do sistema
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O vetor probabilidade limite a, podera ser definido para o sistema representado como:

o' =[P, P,]
tal que:

[][P]=[e]

O numero médio de passos para atingir um dado estado E;j dado que o sistema parte do estado E;,
pode ser calculado definindo Ej, como sendo um estado absorvente, isto &, uma vez atingido ndo
pode ser abandonado antes de o processo ser iniciado novamente. Da Fig. 8.4 pode ser observado
que a probabilidade de residir no estado 1, vai diminuindo a medida que o0 numero de passos

aumenta
Iim(lj =0
n—oo 2

Um sistema como este atingirad eventualmente o estado 2, o estado absorvente.

Determinemos 0 numero médio de passos do sistema, antes de atingir o estado absorvente. Seja Q a
matriz que se obtém eliminando na matriz P a linha e a coluna correspondente ao estado absorvente,
e N a matriz

N=[1-Q]"

Demonstra-se que a soma dos elementos da coluna k da matriz N representa 0 nimero médio de
passos para atingir o estado absorvente, supondo que se partiu do estado k.

8.4 Aplicacao do processo de Markov a um sistema constituido por um
componente — sistema continuo

Na anélise da fiabilidade de um Sistema Elétrico de Energia, de um modo geral, encontram-se
sistemas que sdo discretos no espaco e continuos no tempo.

Se o sistema ou componente for caracterizado por uma taxa de avarias com uma funcdo de
distribuicdo exponencial, foi mostrado (ponto 3.5) que a probabilidade de avariar no intervalo
de tempo t era constante. Esta condi¢do é necesséria para o sistema poder ser tratado como um
processo de Markov estacionario.

De um modo geral num Sistema Elétrico de Energia 0os componentes sdo reparaveis, pelo que
constituem um sistema continuo no tempo e, devido & manutencdo preventiva, podem
considerar-se como funcionando no seu periodo de vida util.

Consideremos entdo o caso de um componente cujas taxas de avaria e de reparacdo sdo
caracterizadas por distribui¢cdes exponenciais e seja:
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P1(t) - probabilidade do componente estar no estado 1, no instante t
P2(t) - probabilidade do componente estar no estado 2, no instante t
A — taxa de avarias
u — taxa de reparacao
Consideremos um acréscimo de tempo dt e tendo em atencdo que foi admitido que a

probabilidade de dois ou mais acontecimentos ocorrerem nesse intervalo é desprezavel,
podemos escrever

P,(t+dt)=P,(t)(1-rdt)+P,(t) pndt

(8.5)
P,(t+dt)=P,(t)(1—pndt)+P,(t)rdt
em que

P1(t + dt) é a probabilidade do componente residir no estado 1 no instante t + dt

P1(t) (1 — A dt) é a probabilidade do componente ndo abandonar o estado 1 até ao instante t + dt,
sabendo-se que no instante t reside no estado 1

Po(t) p dt é a probabilidade do componente atingir o estado 1 até ao instante t + dt sabendo-se
que no instante t reside no estado 2

O diagrama de estados para este sistema esta representado na Figura 8.5.

1l
Fig. 8.5 — Diagrama de estados para um sistema constituido por um componente.

As equacdes (8.5) podem ser escritas como:

P,(t+dt)—P(t)
dt

=—AP,(t)+pP,(t)

(86)
P, (t+dt)—P,(t)
dt

= —},LPZ(t)+7»Pl(t)
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Fazendo t — 0 temos, sob a forma matricial

R N o

O sistema (8.7) é um sistema de duas equacOes diferenciais lineares a coeficientes constantes,
que pode ser resolvido com o emprego da transformada de Laplace.

Resolvendo o sistema (8.7) e admitindo que
P(0)=1e P,(0)=0
isto €, considerando-se que o sistema ndo estava avariado no instante inicial teremos

7(X+u)t
B re

P.(t)

:X+u A+u
(89)

P, (1) = Lo et

? A+p A4p

Fazendo t — oo as equacg0es (8.8) ddo-nos a probabilidade limite ou estacionaria correspondente
a cada um dos estados

n

AT
A

)

A probabilidade limite pode ser obtida de duas maneiras distintas:
« Considerando P(t + dt) = P(t) (8.9)
o Considerando P’(t) =0 (8.10)

Em qualquer dos casos terd, porém, que se verificar sempre a condi¢éo

3P =10
i=1
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Consideremos agora um sistema constituido por dois componentes (0 componente 1 e 0

componente 2) e com possibilidade de reparacdo. O sistema esta representado no diagrama da
figura 8.6.

A
Estado 1 > Estado?
1F, 2F < 1A, 2F
M1
7\.2 \ A l,lz },LZ A \ 7b2
M
Estado 3 > Estado 4
1F, 2A < 1A, 2A
M1

A — componente avariado
F — componente a funcionar

Fig. 8.6 — Diagrama de um sistema constituido por dois componentes.

A matriz estocastica de transicdo de probabilidades do sistema representado na fig.8.6 € a dada pela
equacéo 8.11.

1 (7‘1"'7‘2) Hy Ko 0
A 1 A 0
[Pl=|  ° (1 +2;) M, (8.12)
A, 0 1 (7"1‘*‘“2) Hy
0 A, A 1_(141"'“2)

A probabilidade limite do sistema pode, por exemplo, ser calculado pela equacdo (8.9) e, atendendo
aque

ipi =1.0
i=1

como foi referido. Teremos ento:
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Pl I:>l
P P.
*|=[P] 2 (8.12)
P3 PS
P4 F)4

P,+P,+P,+P,=1.0

Resolvendo o sistema de equacgOes lineares obteremos as probabilidades estacionarias para 0s
quatro estados possiveis do sistema

My 1y

) (i) (813)
o) .
= ) (629
Ot e a9

Definindo o estado 4, como estado absorvente, o que pressupde que o sistema é constituido por
dois componentes redundantes, é possivel calcular o tempo médio de funcionamento do sistema
antes de avariar. Para simplificar a analise, consideremos que os dois componentes sdo iguais,
isto é

H=H, =H
Aplicando o algoritmo descrito em 8.3, consideramos 0s seguintes passos:

« Eliminar a linha e a coluna correspondente ao estado absorvente (estado 4) da matriz
estocastica de transigdo de probabilidades (equagéo (8.11))

1-2) m m
Q=| % 1-(u+n) 0 (8.17)
A 0 1-(n+2)
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o Formar amatriz N =1-Q (I matriz identidade)
2h —p
N=1-Q=|-A p+21 0 (8.18)
-2 0 p+A

-1

« Calcular [I-Q]

(n) m(r+n) p(tp)
A(A+p) A(2r+n)  Ap (8.19)
k(k+u) A K(2X+u)

=) 1

T

« Supondo o estado inicial do sistema o estado 1, o tempo médio de funcionamento antes de
atingir o estado absorvente, é dado por

(X+p)2 +A(A+p)+A(A+p) _3h+p
207 (u+2) 2).°

m(MTTF) = (8.20)

Como se pode verificar, este método de analise é de dificil aplicacdo a sistemas complexos com um
ndmero elevado de possiveis estados de residéncia. Note-se que um sistema com n componentes, cada
componente podendo residir em dois estados (funcionamento ou avaria), pode residir em 2" estados.

Este método permite, porém, testar os varios métodos existentes bem, como as diferentes solucGes
que vao sendo procuradas para resolver os problemas de fiabilidade, dos Sistemas Elétricos de Energia.

Apliquemos a anélise feita a um sistema constituido por dois componentes em série e a outro constituido por
dois componentes em paralelo.

8.4.1 Sistema constituido por dois componentes em série

Consideremos o sistema representado na Figura 8.7.

A, 1 Ao, Io As, I's

a) b)

Fig. 8.7 — a) Sistema constituido por dois componentes ligados em série.
b) Modelo equivalente do sistema.
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Como jé foi analisado, para o sistema funcionar € necessario que os dois componentes funcionem.
Assim, no diagrama da Figura 8.6 o estado 1 é o Unico que corresponde ao funcionamento do
sistema.

Da analise ja feita, conclui-se entdo que a probabilidade do sistema funcionar, corresponde a
probabilidade do sistema estar no estado 1, que € dada pela equacédo 8.13, ou seja:

My KUy
P = (8.22)
' (}‘1"'“1)(}“2"'“2)

Consideremos agora o diagrama para o sistema equivalente do sistema constituido pelos dois
componentes em série (Fig. 8.7)

T J
Si N . \

istemaa s Sistema
funcionar avariado F :
\
AL _ _ _ _ E—
/s |

Hs

As - taxa de avarias do sistema

L - taxa de reparagOes do sistema

Fig. 8.8 — Diagrama de estados do sistema equivalente ao sistema série.

A partir do diagrama da figura 8.8, facilmente se vé que a probabilidade de o sistema funcionar é
dada por:

po_ T M (8.22)
Vhs+lps  hg+ps
Como
P.=P
e
Ag =X, +A, (8.23)
Temos que
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Atendendo as equacdes 8.13 e 8.23

Wk, (7‘1 + 7‘2)

Us = 8.24
° Mhy+ 0, + 2,0 ( )
Pelo que:

r :i:?\’17\’2+?‘1uz+7\’2“1

; Hs My 1y (7‘1"'}”2)
ou, atendendo a que w, =1/r, e p, =1/r,

[ AMO+A,L+A AT, (8.25)

S
A A,
De um modo geral
AA, 0, << MIL+HAT,

pelo que, para um sistema constituido por dois componentes em série, a taxa de avarias e a duracao
média das avarias do sistema sdo respetivamente:

he =g+ (8.26)
A A,

Generalizando para um sistema com n componentes ligados em série, a duragdo média das avarias
(ou tempo médio de reparacOes) e a taxa de avarias sdo dados, respetivamente, pelas seguintes
expressoes:
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r == (8.28)

=N (8.29)

8.4.2 Sistema constituido por dois componentes em paralelo
Consideremos o sistema representado na Figura 8.9

7\‘1, r
7\‘3, g
—_— I — : —_— —
7\‘2, r
R;
a) b)

Fig. 8.9 — a) Sistema constituido por dois componentes em paralelo
b) Modelo equivalente ao sistema a)

Supondo os dois componentes redundantes concluimos, pela analise do sistema, que ndo funcionara
quando os dois componentes se encontrarem avariados simultaneamente, o que corresponde no
diagrama da Fig. 8.6, ao estado 4.

A probabilidade do sistema ndo funcionar €, como vimos entao (equacao (8.16))

o
) (}‘1"‘“1)(7”2 +lvl2)

Consideremos o diagrama para o sistema equivalente (Fig. 8.10)

51
F. Maciel Barbosa



[[@PORTO

FELJP FACULDADE DE ENGENHARIA

UNVERSIOADE 5O FORTD Introducdo a Fiabilidade de Sistemas Elétricos de Energia

Estado de
funcionamento

@

Hp

Fig. 8.10 — Diagrama do sistema equivalente ao sistema paralelo.

Pela analise do diagrama da figura 8.10, conclui-se que:

Yy,

UMD, A ta,

Como
P,=P,
}’Lp = Ml + HZ
Temos que
A
P, = P
A+ 1y

Atendendo a equacao (8.16)

- A, (r+1,)
S W A W A |

Num numero muito elevado de sistemas pode considerar-se:

AL +A,T,<<1

Estado
de avaria

(8.30)

(8.31)

(8.32)

F. Maciel Barbosa
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pelo que, neste caso, a taxa e a duracdo média das avarias de um sistema constituido por dois
componentes redundantes ligados em paralelo sdo respetivamente

Ao =M hy (R+0,) =0 A+ A, (8.33)
1 n,
= = 8.34
e (834)

9. Frequéncia de ocorréncia de um estado

O periodo de vida médio de um componente (T) é a soma do tempo médio de funcionamento
(MTTF) e do tempo médio de reparagdo (ou tempo médio entre avarias — MTBF), pelo que

71,1 (9.1)
/!
em que
m :% (tempo médio de funcionamento)
1 -~ x
r == (tempo médio de reparacao)
il
logo

T=m+r (9.2)
e a frequéncia do ciclo sera:
1
f== 9.3
= (93)

Como foi visto no ponto 8.4, para um sistema formado por um s6 componente, com dois estados de
funcionamento, as probabilidades limite de cada um dos estados (estado de funcionamento e estado
de avaria) s@o dadas respetivamente por

1)
p=—"— 9.4
F A+u ( )
A
p -~ 9.5
A A+u ( )
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pelo que
po M _ W _m _m_1_f (9.6)
" h+p Um+lr m+r T AT A

P M Ym —r 1
A h+p Um+lr m+4r T

_1
uT

f
il
Das equaces anteriores podemos escrever

f=P.A=P,
isto €, a frequéncia com que um estado ocorre, é dada pelo produto da probabilidade de residéncia
do sistema nesse estado, pela taxa de abandono do referido estado; ou ent&o, pelo produto da

probabilidade do sistema ndo se encontrar nesse estado pela taxa de entrada no referido estado.

No caso de sistemas elétricos de energia, como a fiabilidade dos componentes é elevada
(P- ~1) confunde-se normalmente a frequéncia com a taxa de avarias

P-=l=f=A (9.8)

De um modo geral, prova-se que a duracdo média de permanéncia em qualquer estado e a
frequéncia com a qual este ocorre, podem ser calculadas por:

=T (9.9)

fsi = Pizn: Pij (9'10)

em que:
Pin € a taxa de saida de um estado S; para um estado S;
Tié o tempo de permanéncia no estado S;.

Para exemplificar, consideremos o sistema cujo diagrama de estados é representado na Figura 8.6,

sendo o estado de avaria o0 estado 4 (ambos 0s componentes avariados) e que 0s componentes sao
iguais. O tempo médio de permanéncia no estado 4, aplicando a equacéo (9.9), € dado por:
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E(TS4)=J/2 u (9.11)
e a frequéncia com que o estado 4 ocorre, atendendo as equacdes (8.16) e (9.10) é

dada por:

2
A
fo,=|——1| .2 9.12
s4 LL‘FH} I3 ( )

Como ja referido, de um modo geral, o sistema terd que ser decomposto em dois sub-conjuntos —
um constituido pelos estados de avaria e outro pelos estados de sucesso do sistema. Posteriormente,
por aplicacdo das equacdes (9.9) e (9.10) é possivel determinar a duracdo média dos estados de
avaria ou de sucesso e a frequéncia com que tais estados ocorrem.

10. Combinacao de estados

Algumas vezes € muito util combinar certos estados (por exemplo combinacdo dos diferentes
estados de avaria e dos diferentes estados de sucesso). Nestes casos € necessario definir a frequéncia
acumulada dos dois estados e a duracdo média associada a um grupo acumulado de estados. Por
frequéncia acumulada de dois estados entende-se a soma das frequéncias de cada um dos estados
menos a frequéncia de simultaneidades entre eles. Por duracdo meédia associada a um grupo
acumulado de estados entende-se a razdo entre a probabilidade acumulada dos estados e a
frequéncia acumulada dos mesmos. Consideremos, por exemplo, o diagrama de estados equivalente
ao da fig. 8.6, quando ambos os componentes sdo iguais (fig. 10.1).

2\ A
Estado 1 > Estado 2 > Estado 3
1A2F
1F ou
2 F - 1F,2A < 1A2A
0 2

Fig. 10.1 — Diagrama de estados para um sistema constituido por dois componentes iguais

No caso de o sistema ser constituido por dois componentes redundantes, ligados em paralelo, o
estado de sucesso sera constituido pelos estados 1 e 2 do diagrama.

A frequéncia acumulada dos estados 1 e 2 sera
f,=f+f,-P2A-P,n (10.1)

ou
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ERSIDAD!

f,, =P.2A+P,(A+p)—P 2% —P,u=P,2 (10.2)

Atendendo a equacao (8.16) e ao facto de os dois componentes serem iguais

207
(k+p)2

(10.3)

fl,?_ =

O sistema foi reduzido a dois estados, os estados 0, 1 e 2, e a frequéncia com que se encontra cada
um destes estados sera a mesma, isto é

207
f1,2 = f3 = (7\, N “L;z (104)

Considerando os estados 1 e 2 como estados de sucesso, a duracdo média associada a eles sera

4P, _2hp+p’ (A+p) 2k
f (7\.+},t)2 237 23\

2
A expressao 2(iiu—+)“2 foi obtida das equacdes (8.13), (8.14) e (8.15) atendendo a que os dois
+H

componentes sdo iguais.

Resumindo o que foi dito, pode estabelecer-se um método geral para determinar as probabilidades
limites pela analise do diagrama de estados, para determinado sistema.

Os passos, seriam entdo 0s seguintes:

1) Definir os critérios de avaria para o sistema;

2) Dividir os estados do sistema em dois sub-conjuntos, um de funcionamento (F) e outro de
avaria (A);

3) Calcular as probabilidades limites Pi, com i € A;

4) Combinar todos os estados de avaria no sub-conjunto A, e todos os estados de
funcionamento no sub-conjunto F;

5) A probabilidade de avaria do sistema sera entéo

P.=>_P

ieA

6) A frequéncia de avarias do sistema serd a frequéncia dos estados combinados de A

fA:ZPiziij

icA jeF
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7) A duracdo média da avaria do sistema sera

I:>A

fa

Fa

Como no decorrer do processo aparecem 2" estados que ha necessidade de considerar (quando ha n
componentes independentes), é usual, para reduzir o nimero de estados que tém que ser
considerados, eliminar os estados que tém uma baixa probabilidade de ocorréncia. Em Sistemas
Elétricos de Energia é frequente considerar apenas acontecimentos de primeira e segunda ordem,
desprezando obviamente as de ordem superior.

11. Métodos de simulacéo

Nos modelos analiticos, que foram aqueles que foram descritos até ao momento, 0s sistemas sdo
descritos por um modelo matematico e os indices de fiabilidades sdo calculados atraves da solucdo
daquele modelo. Nos métodos de simulacdo, nomeadamente no método de Monte Carlo, 0 processo
consiste em simular uma experiéncia com uma duracdo previamente fixada, de que depende o
significado estatistico dos resultados.

Durante a experiéncia impdem-se condigdes de funcionamento, para o sistema em estudo e para 0s
seus componentes, tanto quanto possivel aproximadas das que existem na realidade.

A técnica basica, utilizada na aplicacdo a estudos de fiabilidade, consiste no sorteio para cada
componente de tempos para avariar que obedecam a uma distribuicdo estatistica idéntica a que se
admite melhor representar a distribuicdo dos tempos para avariar dos componentes reais, em
funcionamento normal. De igual modo se sorteiam 0s tempos de reparacdo para todos 0S
componentes do sistema. ApoOs a obtencdo dos valores referidos, procede-se a simulacdo das
diversas avarias nos tempos sorteados, verificando a influéncia no sistema de cada avaria e
simulando reparacdes de acordo com 0s tempos sorteados até que o tempo de duracdo da
experiéncia seja esgotado.

Os resultados da experiéncia permitem obter, depois de tratamento estatistico adequado, os indices
de fiabilidade do sistema.

Os maiores inconvenientes do método de Monte Carlo sdo o grande numero de experiéncias
necessarias na maior parte das aplicacdes, podendo por isso o0 tempo de computacdo necessario ser
muito grande e a fixacdo do tempo de cada experiéncia.

Apesar destas manifestas desvantagens, algumas vantagens sao apontadas ao método Monte Carlo:

« ndo harestricBes para as diversas fungdes de distribuicdo a considerar

« as relagdes de dependéncia entre acontecimentos (de avaria, de reparacéo, etc.,) podem ser
incluidas facilmente

« 0 trabalho analitico necessario € simples, ndo contando com a analise do defeito das avarias
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« as solucdes a curto prazo podem ser obtidas com facilidade

« 0 aumento do sistema pode ser incorporado sem dificuldade.

F. Maciel Barbosa
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13. Apéndice |

Problemas

1.  Um componente tem uma taxa de avarias de 0,005 av/hora, quando estd a funcionar no seu
periodo de vida til. Determine a fiabilidade do componente para uma missao de 10 horas.

2. A fiabilidade de um componente no seu periodo de vida util é de 90% para uma missao de 50
horas. Qual sera a fiabilidade do componente para uma missao de 100 horas?

3. A taxade avarias de uma linha aérea é de 1,2 avarias/100km/ano. Para uma linha de 200km
qual é a probabilidade da linha avariar nas préximas 24 horas?

4. Uma empresa de distribuicdo de eletricidade instalou 2000 Iampadas de iluminacdo publica.
Segundo os dados do fabricante estas lampadas possuem uma vida média de 1000 horas, com
um desvio padrdo de 200 horas. Quantas lampadas poderéo avariar nas primeiras 700 horas?

5. Considere um sistema constituido por dois componentes iguais, no seu periodo de vida atil, com

uma fiabilidade de 0,9

a) Calcule a fiabilidade do sistema constituido pelos dois componentes, se para 0 sistema
funcionar tiverem que funcionar ambos os componentes.

b) Calcule a fiabilidade do sistema constituido pelos dois componentes, se para 0 sistema
funcionar for suficiente que um dos componentes funcione.

c) Usando o excel faca um grafico que lhe permita analisar a fiabilidade do sistema série
quando o numero de componentes cresce de 1 até 10. Comente o resultado que encontrou.

d) Usando o excel faca um gréfico que Ihe permita analisar a fiabilidade do sistema paralelo
quando o nimero de componentes do sistema cresce de 1 até 10 e for suficiente que um
componente funcione para o funcionamento do sistema. Comente o resultado que encontrou.

e) Resolva novamente as alineas c) e d) considerando que a fiabilidade dos componentes é de
0,8. Compare os resultados que encontrou com os obtidos anteriormente e comente.

6. Um sistema é constituido por 4 componentes iguais ligados em paralelo, a funcionarem no seu

periodo de vida Gtil e com uma fiabilidade de 0,9.

a) Calcule a fiabilidade do sistema se o sucesso do sistema requerer que pelo menos 2
componentes funcionem.

b) Calcule a fiabilidade do sistema se 0 sucesso do sistema requerer que pelo menos 3
componentes funcionem.

c) Calcule a fiabilidade do sistema se forem colocados 5 componentes em paralelo para
executar a mesma funcdo e se 0 sucesso do sistema requerer que pelo menos 2 componentes
funcionem.
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7. Determine a fiabilidade do sistema representado, se todos os componentes tiverem fiabilidade
0,80 e o sistema for redundante.
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8. Calcular a fiabilidade de cada um dos sistemas representados, considerados redundantes e em
que cada componente tem a fiabilidade indicada. Os componentes sdo supostos independentes.

3
“ R1=0,99
R2 =0,98
LS IR 2 4 ©  R3- 0,6
R4=07
c R5=0,8

1 4
“ “ R1=R2 = 0,99
b R3 = 0,999
) Q. 3 5 ©  Ra=089
J J R5 = 0,92
2 . R6 = 0,90
1 2
. R1=R2=0,99
) Q. 0O R3=R4=0,89
3 4

T e —
| |

0 o R1=R2=0,99
—— R3=R4=0,89
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SE T

—e 7]

L8]

"o o]
Q1 = Qz =107

Qy=Qy =0, =Qy =107
Qi = 107

w7 ]

Q3:Q4=Q5:Q5=Q7=Q8:Q11=Q14:Q15=on:Q21=1073

9. Escrever as expressoes de fiabilidade para os sistemas representados e calcule a fiabilidade
dos mesmos, admitindo que todos 0s componentes sdo iguais e tém a fiabilidade de 0,9.

—» a |[— ;d
a) > L] |
4> -
b | Le
—m» a <
>
b) >
> T
—» Db >f
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d)

|
I

I

| O || > &

<M= 0 = T =

F. Maciel Barbosa

65



[[@PORTO
FEUF LM?LPIDL DE .f.NCENHIRIl

NERSIoADE 56 FORTO Introducdo a Fiabilidade de Sistemas Elétricos de Energia

10. Considere os dois sistemas representados na figura. Para o sucesso do sistema é necessario que
um dos caminhos entre a entrada e a saida esteja disponivel.
a) Deduza a expressao da fiabilidade para o sistema;
b) Calcule a fiabilidade do sistema se todos os componentes forem iguais e
independentes e tiverem uma fiabilidade de 0,9;
c) Compare a fiabilidade do sistema representado em a) com a fiabilidade do sistema
representado em b)
d) Calcule a fiabilidade dos dois sistemas se ndo forem redundantes. Compare o
resultado com o obtido na alinea b).

b)

11. Determine a fiabilidade do sistema representado na figura, admitindo que todos os
componentes sdo iguais e tém uma fiabilidade de 0,90.

F. Maciel Barbosa
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12. Calcule a fiabilidade do sistema usando a técnica de reducdo do sistema e 0 método dos
cortes minimos, considerando que 0s componentes sdo todos iguais e tém uma fiabilidade de
0,99. Considere o sistema como redundante.

13. Calcule a fiabilidade do sistema usando a técnica de reducéo do sistema e 0 método dos
cortes minimos para uma missdo de 1000 horas, se

A, =10°av/h, A, =10"av/h, A, =2x10" av/h, A, =5x10"° av/h.
Qual é 0o MTTF do sistema?

14. Considere dois alternadores iguais, com uma taxa de avarias de 0,01 av/dia e com o tempo
médio de reparacdo de 2 dias. Calcule a frequéncia e a duragdo da ocorréncia de saida
simultanea dos dois alternadores.
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