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Aula 1

Apresentacao e breve introducao
a disciplina

1.1 Mecanica classica

O que é a mecanica classica?

O objetivo principal da mecanica é o estudo do movimento dos corpos.

A teoria matematica base foi publicada em 1687 ( a ~ 300 anos) por
Newton.

O adjetivo cldssica significa que é baseada nas leis de Newton.

Todos os outros ramos da fisica assentam na mecanica.

Outras formulagoes da mecanica classica

e No Séc. 18 Lagrange reformulou a mecancia classica.
e No Séc. 19 uma nova reformulagdo foi introduzida por Hamilton.

e Estas reformulacoes sao conhecidas por mecdnica lagrangeana e mecd-
nica hamiltoniana.

e Ambas sao mais abstractas do que a mecanica newtoniana, que nos
vamos seguir.

e Contudo deram um contributo importante no desenvolvimento do for-
malismo da mecanica quantica.



1.2. Unidades

Validade da mecéanica classica
e A mecanica classica é uma teoria incompleta.

— nao é valida para corpos com velocidades perto da velocidade da
luz, sendo substituida pela teoria da relatividade restrita de Ein-
stein.

— nao ¢ valida para dimensoes menores ou iguais a escala atémica,
sendo substituida pela mecdnica qudntica

— nao ¢é valida para dimensoes a escala cosmica, sendo substituida
pela relatividade geral

1.2 Unidades
Medicao
e A medicao é um dos pilares de qualquer ciéncia exacta.
e Trés quantidades fundamentais, em mecanica, sao medidas

— Intervalos no tempo: duracao dum evento ou duma variacao.
— Intervalos no espaco: distancias, comprimentos.

— Massa dos corpos: caracteriza a inércia desses corpos.
e Todas as outras medicoes em mecanica podem ser reduzidas a combi-
nacoes de medidas destas 3 quantidades.
Unidades

e A medida de qualquer quantidade envolve a comparacdo com algum
valor unitario, definido com precisao, dessa mesma quantidade.

e [.g. para medir a distancia entre dois pontos precisamos duma unidade
padrdo como o metro (m).

e Medir uma distancia é o mesmo que comparar a distancia com a uni-
dade, determinando quantas vezes a unidade cabe na distancia.

e E.g. se a distancia for de 1.5 metros quer dizer que entre esses dois
pontos cabe 1 metro mais meio metro.

e Se esta distancia fosse medida em centimetros, entao caberiam entre os
mesmos dois pontos 150 centimetros.

e I portanto essencial que quando se indica o valor duma medida se
indique também a unidade usada.

e Dizer que a distancia entre dois pontos é 238 nao nos diz nada sobre a
distancia, pois faltam as unidades em que foi medida (i.e. comparada).



1.3. Sistema Internacional de unidades

1.3 Sistema Internacional de unidades

e Um pequeno nimero de unidades fundamentais é suficiente para expri-
mir todas as quantidades fisicas.

e Quantidades como, velocidade, forca, quantidade de movimento, tra-
balho, poténcia podem ser expressas em termos de trés medidas fun-
damentais: comprimento, tempo e massa.

e A escolha de unidades padrao para estas quantidades fundamentais
determina o sistema de unidades.

e O sistema universal na comunidade cientifica é o Sistema Internacional
(SI) criado em 1960 na 11* Conferéncia Geral de Pesos e Medidas
(CGPM) e adoptado em Portugal pelo Decreto-Lei n.* 427/83, de 7 de
Dezembro de 1983.

e As unidades SI padrao sao:
metro para medir comprimento
sequndo para medir tempo

kilograma para medir massa

e Para consultar todas as definicoes das unidades SI ver:

http://wwwl.bipm.org/en /si/.

e A defini¢do moderna do metro (m) € a distincia, no vazio, que a luz
percorre em 1/(299 729 458) sequndos. Esta definicao estabelece que a
velocidade da luz no vazio ¢ exactamente 299 729 458 m/s.

e A definicdo moderna de segundo (s) é a dura¢io de 9 192 651 770
periodos da radiacao emitida por dtomos de Césio 133 quando excitados
entre dois niveis de energia especificos.

e Em http://www.bipm.org/en/scientific/tai/time _server.html é mostrado
o Tempo Universal Coordenado (do inglés UTC), também conhecido
como tempo civil que é o fuso horario de referéncia a partir do qual
se calculam todas as outras zonas horarias do mundo. O UTC base-
ado num padrao atémico é o sucessor do Tempo Médio de Greenwich
(GMT) baseado num padrao celeste.

e Uma importante vantagem destas definicoes é que um laboratério bem
equipado pode fazer os seus proprios, metro e segundo.

e O kilograma era a tnica unidade base do SI que era definida em ter-
mos de um artefacto material, ao contrario das outras unidades base
definidas em termos de constantes fisicas.


http://www1.bipm.org/en/si/
http://www.bipm.org/en/scientific/tai/time_server.html

1.3. Sistema Internacional de unidades

e O kilograma (kg) era igual 4 massa do pro-
totipo internacional, aprovado em 1889 que
consiste num cilindro com diametro e altura
~ 39mm feito de uma liga de 90% de Platina
e 10% de Iridio (ver Fig.).

e Com o passar dos anos a inevitavel acumu-
lacao de impurezas introduz alteragoes ao
valor da massa.

e Em novembro de 2018 o kg foi redefinido em termos das constantes de
Planck, i e do nimero de Avogadro, N4.

e O valor destas constantes foi fixado (ap6s medido com grande precisao)
permitindo determinar a massa.

h =6.62607015 x 1073* Js
N,y =6.02214076 x 10> mol™*

e Uma excelente apresentacao destes procedimentos é dada em

https://www.nist.gov /si-redefinition /kilogram

e Estas defini¢oes entraram em vigor a 20 de maio de 2019

e No estudo da termodinamica usaremos a unidade de temperatura ter-
modinamica, o kelvin.

o Desde 2018 também o kelvin foi redefinido em funcdo da constante de
Boltzman,

kp = 1.380649 x 1072 JK!

e Antes o kelvin (K), era definido como a fracgao 1/273.16 da tempera-
tura termodinamica do ponto triplo da agua.

e O ponto triplo duma substancia é a temperatura e pressao as quais as
3 fases dessa substéancia (géas, liquido e solido) coexistem em equilibrio
termodinamico.

e Ponto triplo da agua:

— temperatura = 273.16 K (0.01 °C) e

— pressao = 611.73 N/m? (cerca de 6 mili atmosferas).

e As trés restantes unidades base do SI sdo a unidade de:

— corrente eléctrica, o ampére (A)


https://www.nist.gov/si-redefinition/kilogram

1.4. Anélise dimensional nas equagdes

1.4

— quantidade de uma substancia, a mole (mol)

— intensidade luminosa, o candela (cd)
No total, sao 7 as unidades base do SI: m, s, kg, K, A, mol e cd.

Desde de 2019 a defini¢ao de todas estas unidades é baseada em cons-
tantes da Natureza e nao em padroes

Analise dimensional nas equacoes
Uma equacgao declara matematicamente que duas expressoes sao iguais.

r = vt

Essa igualdade também se aplica as unidades de cada expressao.

Verificar que as unidades do lado direito de uma equacgao sao as mesmas
no lado esquerdo, é uma forma de testar a consisténcia da equacao.

Por exemplo suponhamos que para tentar calcular o tempo que a Lua
demora a percorrer o seu diametro chegava a seguinte equacao,

UL
t=—. 1.1
- (L1)

Analisando as dimensoes de cada lado da equacao rapidamente se con-
clui que a equacgao anterior estd errada pois,

[comprimento] 1
[tempo]
[tempo) [comprimento]  [tempo]’ (1.2)

Portanto uma equacao que nao passe no teste da andlise dimensional
estd errada.



1.4. Anélise dimensional nas equagées




Aula 2

Revisoes de algebra vectorial

2.1

Propriedades gerais dos vectores

Vectores?! Porqué?
Como exprimir matematicamente o conceito de for¢a?

Na Natureza uma grandeza escalar s6 requer um niimero para se definir
completamente, e.g. temperatura, pressao, massa, volume, energia, etc.

Outras grandezas requerem trés niimeros para se definirem completa-
mente, e.g. peso, aceleracao, velocidade, deslocamento, campo eléc-
trico, etc.

Estas grandezas dizem-se vectoriais.

Um vector é um objecto matemdtico que tem 8 componentes (direc¢ao,
sentido e mddulo) e pode ser usado para representar 3 grandezas.

Possivelmente o uso de vectores teve um grande sucesso devido & possi-
bilidade de os representar quer geometricamente quer algebricamente,
sendo facil a passagem duma representagao para a outra.

Um vector A, pode escrever-se algebricamente como, A.

Repare-se que esta notacao € muito compacta e apenas diz que A € um
vector.

2.1.1 Vectores unitarios

Um vector unitirio, também chamado de wersor, & um vector com
modulo tgual a unidade.

Os versores denominam-se normalmente por letras mintsculas com um
chapéu por cima, e.g. a,

‘d’ =1,



2.1. Propriedades gerais dos vectores

dividindo qualquer vector pelo seu médulo, obtém-se o seu versor:

ou seja qualquer vector fica completamente representado pelo seu mo-
dulo multiplicado pelo seu versor,

A= |Ala = Aa,

2.1.2 O sistema de coordenadas cartesianas

e (Os vectores sao independentes do sistema de coordenadas usado para
0S representar.

e Contudo a manipulagao algébrica de vectores pode ser muito simplifi-
cada se o vector for representado num sistema de coordenadas apropri-

ado.

e Para formar um sistema de coordenadas é necessario formar um con-
junto base de vectores.

e Os vectores que formam essa base sao linearmente independentes entre
si, e a sua combinacao permite escrever qualquer vector.

e O sistema de coordenadas cartesianas ou rectangulares tem como base
os versores 1, ) e k que sao ortogonais entre si, indicando cada um
respectivamente a direcgao positiva dos eixos x, y e z.

e Nesta base podemos escrever um vector A como,
A=Ai+ A j+ Ak,

onde A,, A, e A., sdo as componentes do vector A.



2.1. Propriedades gerais dos vectores

2.1.3 Co-senos directores

e Os co-senos directores sao 0s co-
senos dos angulos entre um vec-
tor A e os 3 eixos de coordena-
das,

[ =cosa

m =cos f3 B

n =CO0S Y A

e Os co-senos directores podem calcular-se a partir das componentes de
A,

|=cosa=—", m=cosf=—-L n:cosyzé
A A
e Os co-senos directores nao sao independentes e obedecem a,
P+m?®+n® =1,
pois,

cos? a + cos?  + cos? A—2+A—2+A—2—1
T T e T 2T

e Se a é o vector unitario ao longo da direccao de A entao,

&—E—ﬁi+ﬂA A
AT a'talta
= cos() i + cos(fB) j+ cos(v) k
=li4+mj+nk.

e Portanto,

A= Aa = Acos(a)i+ Acos(8) j+ Acos(y) k.



2.1. Propriedades gerais dos vectores

2.1.4 Operacoes com vectores

) yT B
A L B
B /\
. |
x

Geometricamente a adi¢ao de dois vectores é feita juntando a cauda de
um com a cabeca do outro, formando assim 2 lados de um triangulo.

O terceiro lado do triangulo é a soma dos vectores.

Algebricamente, em coordenadas cartesianas, o vector soma é dado por,

— —

A+ B=(Ai+Ayj+Ak)+ (Byi+ B,j+ B. k)
=(A, + B,) i+
(Ay )J+
(A. + B.) k.

A adicao é comutativa,

°
5
=
=0
o
&
w
@
&
=
o,
&
Q0
o
IS

2.1.5 Produto escalar de dois vectores

A

e O produto escalar, ou interno, de dois vectores é dado por,
A-B = ABcos 0,
onde 6 é o angulo entre eles.

e Como c0s(90°) = 0 o produto escalar de dois vectores perpendiculares
entre si é zero.

10



2.1. Propriedades gerais dos vectores

e Em coordenadas cartesianas temos,

A-B=(A,i+Ayj+A k) (Byi+ B,j+B.k)
(A:Be) + (AyBy) + (A.B.),

pois sendo os elementos da base ortogonais tém-se que:

>

1
=0

[

7 -

>
I
SRR

e P RSN
Il

72 -

<>
Il
<>

e O produto escalar obedece ainda a,

A-B=B. A
p(A-B) =(pA)-B=A-(pB)
A-(B+C)=A-B+A.C

e Repare-se ainda que como o angulo de um vector com ele proprio é
zero, o produto escalar pode ser usado para determinar o moédulo de
um vector,

A A= A2
e A projeccao dum vector A a0 longo duma linha de direccao segundo é
é,
A-é= Acos 0,

onde 6 é o angulo que o vector faz com a linha.

2.1.6 Produto vectorial de dois vectores

° Q produto vectorial entre Ae A
B é um vector perpendicular a
ambos os vectores que tem um 0
modulo igual & area do parale- B
logramo definido por A e B e o
sentido o dado pela regra da mao N
direita (ver figura). AXB
e O produto vectorial é normalmente indicado pelos simbolos x ou A,

A x B = ABsin(f)eé, (2.1)
e Como sin(0) =0

xA=0

|

11



2.1. Propriedades gerais dos vectores

e O produto vectorial nao é comutativo,
AxB=-BxA

e O produto vectorial obedece ainda a,

p(Ax B) =(pA) x B = Ax (pB)
Ex(é—i—@):gxé—kﬁxé
(ff+§)x5:gxé+ 3 x O

e EEm coordenadas cartesianas o produto vectorial pode-se calcular atra-
vés do seguinte determinante,

o ik
AxB=|A4, A, A,
B, B, B.

(A.B, — A,B,)j+ (A,B, — A B,) k.

e Ou usando o produto directo entre as componentes tendo em atencao,
k,

= ja

>
Il

7 X
7 X — 1, ]

x k=i, Exi =3
X X

T
=

>
I

2.1.7 Lei dos co-senos

A lei dos co-senos relaciona os lados dum tri-
angulo genérico com um dos seus angulos

a® =b* + ¢ — 2bccos a (2.2)
b? =c® + a® — 2cacos 3 (2.3
c® =a® + b* — 2abcosy (2.4)

e Se v =m/2 a lei dos co-senos reduz-se ao teorema de Pitagoras,

A =a?+ b2

e A lei dos co-senos é util para calcular o terceiro lado dum tridngulo
quando dois lados e o angulo que fazem entre si, sao conhecidos

e Ou calcular os angulos dum triangulo se todos os trés lados sao conhe-
cidos.

12



2.1. Propriedades gerais dos vectores

2.1.8 Exemplo: Didmetro da Lua

Exercicio 1

Pretende-se medir o diametro da Lua, D, sabendo a distancia da Terra a
Lua, d = 384 x 10° m e a abertura angular oo = 9.15 x 1072 radianos.

(a) Use a lei dos cosenos para calcular o didametro da Lua.
(b) Como alternativa use a defini¢ao de radiano e compare os resultados.

(a) Podemos usar a lei dos cosenos na forma da Eq.2.2. Usando os dados do
problema temos,

D*=d + & — 2 cosa <
=2d* (1 — cos ) d
D =d+/2 (1 — cos «) (2.5)

(b) Usando a defini¢ao de radiano, um angulo plano « subentendido por
um arco de comprimento a e raio d é,

a=-. (2.6)

Como a abertura angular da Lua ¢ muito pequena, o didmetro da Lua
¢ aproximadamente igual ao arco de raio igual & distancia da Terra a Lua.
Assim a expressao anterior fica,

D =da. (2.7) <’

e As equacgdes 2.5 e 2.7 sao diferentes, contudo se o é muito pequeno a
Eq.2.5 reduz-se a Eq.2.7.

e Para ver que assim ¢, expande-se em série de Taylor o cos a em torno
de a = 0 obtendo,

dcos a
do

a? d?cosa
2 da?

cosa =cos0 + «

a=0

a=0
2

=1—asinal,_,— % cosa,_o+--.

2

«
=1-—+... 2.8
SRR (2.8)

13



2.1. Propriedades gerais dos vectores

e Substituindo este resultado na Eq.2.5 temos,

D =d+/2(1 — cosa)

N

=da, (2.9)

que é precisamente a Eq.2.7

e Se «a nao for muito pequeno entao a distancia entre o observador e o
objecto é o comprimento da perpendicular ao objecto até ao observador.

e Nesse caso a forma mais correcta de calcular o diametro do objecto é,

=tan (3) <] D

=2d tan (%)

S |elo

e Como nao podia deixar de ser, a equacao anterior também se reduz a
Eq.2.7 quando a é muito pequeno, pois nesse caso tan(a/2) ~ a/2.

e Assim o didmetro da Lua sao 3512 km ou usando s6 3 algarismos sig-
nificativos 3.51 x 10° m.

2.1.9 Exemplo: soma de vetores

Exercicio 2

Q
|
o
+
o]l

Dois vectores A e B sao desenhados a partir de um mesmo ponto e

Mostre que quando:

a) C? = A% + B?, o angulo entre os vectores Ae B éde90°.

b) C? < A? + B2, o angulo entre os vectores Ae B é maior do que 90°.

b) C? > A% + B2, o angulo entre os vectores A e B esta compreendido
entre (0° e 90°.

A soma geométrica de A+Bé

14



2.1. Propriedades gerais dos vectores

A lei dos cosenos diz que,
C? =A% + B* — 2AB cos(3)
mas « + [ = 180° logo,
=A% + B? + 2AB cos(a)
Assim se (a) @« = 90° = C? = A?+B*(b)a > 90° = C(C*=

A%+ B? —2ABcos(a) (¢) a < 90° = (%= A%+ B?*+ 2ABcos(a)

2.1.10 Rotacao de coordenadas

e Se um sistema de coordenadas cartesianas bidimensional sofrer uma
rotacao de um angulo 6, no sentido anti-horéario, em torno da origem,
as novas coordenadas (x’,y’) relacionam-se com as antigas (x,y) por,

A

, P
Yr----- SR
x' =xcosf + ysin b P
Yy = — xsinf + ycosb Y\’ !
6 .
T

e Se arotagao for no sentido horario, as novas coordenadas (x’,y’) relacionam-
se com as antigas (x,y) por,

2’ =xcosf — ysinb

Y =xsinf + ycos b,

note-se que este resultado pode ser deduzido do anterior, simplesmente
fazendo 6 = —4.

15



2.1. Propriedades gerais dos vectores
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Aula 3

Quantidades cinematicas

3.1 Quantidades cinematicas

e Um dos objetivos principais da mecanica classica é determinar a evo-
lucao no tempo e no espaco dum sistema.

e Consideremos, em primeiro lugar, sistemas cujo estudo se possa reduzir
ao duma particula que os representa.

e Com esta simplificacao, um dos objectivos é ser capaz de prever a
posicao da particula & medida que o tempo passa.

e Trés quantidades cinematicas sao muito importantes:

— a posicao da particula.
— a velocidade da particula.

— a aceleracao da particula.

3.1.1 Vector posicao de uma particula

e O vector posi¢do 7 de uma particula que estd no ponto (x,y,z) é um
vector que vai da origem do referencial ao ponto de coordenadas (x,y,z),

F=zi+yj+ k. (3.1)

17



3.1. Quantidades cineméticas

3.1.2 Vector deslocamento

x

e Se no instante t; a particula estd no ponto P; (xl, Y1, 21) e no instante t,
a particula estd no ponto Py(xs, Yo, 22) 0 vector deslocamento A7 entre
estes dois pontos é dado por,

~
— —

=7 =7 = (T2 —21) 1+ (Y2 —y1) ]+ (22 — 21) k.

3.1.3 Vector velocidade

X

e Dividindo o vector deslocamento pelo intervalo de tempo At =ty — t;
obtemos o vector velocidade média,

VAV
UV =—

At

Tog — T — 29— 21 2
) 1i+y2 Y1 . 2 L.

Tt -t -t
e T & paralelo a A7,

Velocidade instantanea

e Definimos o vector velocidade instantanea como o limite quando At
tende para zero do vector velocidade média,

o AT
U AR A

e L2 — X1 . Y2— U1 R A g
= Am A A T i ek

usando a definicao de derivada vem,

18



3.1. Quantidades cineméticas

dx dy dz -

1+ —7+—k
a ' Tt
=V, 0+ vy )+ vk
_dr

== (3.2)

e Note-se que anteriormente assumiu-se que as derivadas,

cw_dj_d%_o
dt — dt  dt
pois o referencial considera-se parado no tempo.

e Para que a derivada no tempo de um vector seja zero tanto o seu md-
dulo, como a sua direccao e sentido devem ser constantes.

e Se qualquer um deles varia, o vector varia no tempo.

19



3.1. Quantidades cineméticas
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Aula 4

Conceitos cineméticos (cont.) e
movimento curvilineo

4.0.1 Vector aceleracao

e O vector aceleracao média, a, duma particula é definido pela razao,

A7
AL

QL

(4.1)

e O vector aceleracao instantdnea, @, é o limite da razio AvU/At quando

At tende para zero

o AT dE
= AN A T At

(4.2)

desta definicao resulta que o vector aceleracao instantanea é a derivada

do vector velocidade em ordem ao tempo.

e Usando a definigdo de vector velocidade instantanea (eq.3.2) podemos

escrever o vector aceleragao instantanea como,

L du
a=—
dt
dv, . dvy . dv,

dt dt dt

ou relacionando com a posi¢ao,

7 40 _dg
dt dt
dx . APy APz
Tt

(4.3)

(4.4)

e Repare-se que pode haver aceleracao sem haver variacao do mddulo da
velocidade duma particula. Basta que por exemplo varie a direccao da

velocidade.

21



4.1. Movimento relativo

Exemplo: @ dum automével numa curva

Exercicio 3

Como ilustragao considere-se um automovel que circula a 30km/h em direc-
¢ao a Norte e, em 3 s, vira para Oeste, mantendo a velocidade de 30km /h.
Qual a aceleragao média do automovel?

Se considerarmos um referencial em que o eixo Y aponta para Norte e X
para Este, da definicao de @ vem,
AT
At
_ —30km/h7 —30km/hj

= 2 —2.8(i+ j) m/s?

ISIN

4.1 Movimento relativo

Posicao relativa

e Consideremos um referencial A" que se desloca com velocidade cons-
tante V' relativamente a outro referencial A.

e Entdo classicamente, a posicao duma particula P relativamente a A é,

F=7+Vt, (4.5)

22



4.1. Movimento relativo

Vector velocidade relativa

e Derivando em ordem ao tempo a expressao anterior vem,

d (V%)

dr _dr
dt  dt dt
T=0+V

e Ou seja um observador no referencial A vé a particula P a mover-se
com velocidade v.

e Mas um observador no referencial A’ vé a particula P a mover-se com
velocidade menor 7,

—
-

v=0-V

4.1.1 Exemplo:

Exemplo: velocidade relativa

Exercicio 4

Dois locais A e B, distantes 1 km, estao situados na mesma margem de um
canal rectilineo. Uma pessoa vai de A a B e volta a A num barco, com
uma velocidade de 4 km /h relativa & 4gua. Outra pessoa caminha ao longo
da margem, também de A a B e volta a A, com velocidade de 4 km /h.
Considerando que a agua flui pelo canal a 2 km/h, calcular o tempo que
cada pessoa leva para fazer o trajecto completo.

2 km/h

Pessoa no barco
Viagem de ida,

o movimento é unidimensional podemos omitir a notacao vetorial

v; =4 + 2 = 6km/h

23



4.1. Movimento relativo

Viagem de volta,
v, =—4+2=—2km/h

Tempo total de viagem,

A%i Axv
==y

(% Uy
1

2
h = 40min

t

1

6

2

3

Pessoa em terra

Tempo total de viagem,
Ax; Az,

=—"+

(Y (%

1 N 1

4 4

1h 30mi

—h = 30min

2

t
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Aula 5

Movimento curvilineo

5.1 Movimento curvilineo

5.1.1 O versor tangencial da velocidade
e Definimos o vector velocidade instantanea como o limite quando At
tende para zero da razao entre o vector deslocamento e At,

onde o deslocamento A7 = g — 74 € o deslocamento entre dois pontos

A e B da trajectoria da particula.
e Quando a particula vai de A a B o deslocamento As ao longo da curva

¢ dado pelo comprimento do arco AB.

B
Y,
S As
FB AT
’FA A
x

e Se multiplicarmos e dividirmos a expressao anterior pelo comprimento
do arco As =arco AB obtemos,
SR ArAs , AT . As
VT A0 As A \aoAs ) \aiso At )
o O modulo de AT € aprorimadamente igual a As quanto mais proximo

de A estiver B.

25



5.1. Movimento curvilineo

e A razao entre estas duas quantidades tende para um vector unitdrio
tangente a trajectoria.

e Portanto podemos escrever,

e recordando a definicao de derivada,
ar .
— = U

ds !

e O outro limite fica,

As ds (5.1)
Ao AL dt '
que é nada mais nada menos do que o moédulo da velocidade instanta-

nea.

e Assim podemos escrever a velocidade como,

L _ds . .
U= %Ut = VU, (5.2)

esta expressao indica que o vector velocidade € tangente a trajectoria.

’17:’0’&15

&‘

5.1.2 As componentes tangencial e normal da acelera-
cao
e Sem perda de generalidade consideremos uma particula que descreve
uma trajectoria curva plana.

e No instante t a particula estd em A com velocidade v e aceleracao a.

e Visto que o vector @ aponta para a concavidade da trajectoria pode-se
decompor em duas componentes, uma tangencial a trajectoria e a outra
normal & trajectoria.

26



5.1. Movimento curvilineo

T

e Quando uma particula se move o mddulo da velocidade pode variar e
essa variacao estd relacionada com a aceleragao tangencial.

e As wariacoes na direccao da velocidade estao relacionadas com a acele-
racao normal.

e Da expressao da velocidade deduzida atras (ver eq. 5.2) podemos es-
crever a acelera¢ao como,

i % _ %(U ). (5.3)
e Usando a regra da cadeia temos,
L dv d
= — il + v
(A"
Y C a4
Sl /
B
; (A) 7 A
A6

>
~
~

e Para obtermos o valor da derivada d @, /dt vamos decompor o versor i,
nas componentes x e y,

Uy = 2cosf + jsiné.

e Derivando ambos os membros desta igualdade em ordem ao tempo

temos,
du; di dcos@
E:£COSH+Z o
dj . dsinf
+Esmt9+j T

27



5.1. Movimento curvilineo

recordando que os versores i e j nao variam no tempo (estao fixos) a
expressao anterior simplifica-se para,

d iy L odo
o= zsmﬁa%— ]cosé’%
. . do
=(—isinf + jcos@)d—Zf (5.4)

e Decompondo também o versor 4, (que é perpendicular a ;) obtemos,

Uy, =1cos (G—i-g) + jsin <6+ Z)

2
= — isinf + jcosb, (5.5)
comparando esta expressao (eq.5.5) com a eq. 5.4 vemos que,
d . de
— = Up—7,
dt dt

ou seja, mostramos que d i, /dt é normal & trajectoria.

e Agora,
do  dfds do

—_— = = —

dt  dsdt ds’
onde ds = AA’ é o pequeno arco percorrido pela particula no intervalo
de tempo dt.

e As normais a curva em A e A’ interceptam-se no ponto C, denominado
centro de curvatura.

e O raio de curvatura R é definido como a distincia R = C'A, assim da
defini¢ao de radiano podemos escrever,

do 1
ds =Rd6 — ==
iy ds R’
entao,
o do v
dt _ds R

e Assim ja podemos escrever d i /dt que fica,

diy, —do v
W= g = (56)

e Podemos finalmente escrever a aceleracao em termos das suas compo-
nentes normal e tangencial,
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5.1. Movimento curvilineo

o A componente tangencial da aceleragao €,

dv
= 5.8
“T (5:8)
e A componente normal da aceleracao €,
2
v
ap, = — 5.9
-~ (59)
e O modulo da aceleracao em termos destas componentes vem,
a=+/a}+ a2 = (5.10)

e Se 0 modulo da velocidade permanecer constante o movimento curvili-
neo é uniforme e a; = 0.

e Por outro lado se a direccao da velocidade permanecer constante, entao
R = 00 e 0 movimento ¢ rectilineo, logo a,, = 0.

5.1.3 Exemplo: a, e a; numa roldana

Exercicio 5

Um corpo esté suspenso por uma corda numa roldana,
com massa desprezavel e é deixado cair com uma velo-
cidade inicial de v; = 0.04 m/s. Passados 2 s o corpo
desceu Ay = 20 cm. Sabendo que a roldana tem um
raio de R = 10 cm, quais sao as aceleragoes tangen- ,
cial, a; e normal, a,, de qualquer ponto da periferia da ¥

roldana em qualquer instante? .

Nota: o corpo A cai com uma aceleragao constante. L

e Com veremos mais a frente, devido a interaccao com a roldana o corpo
A cai com uma aceleracdo a constante.

e Se o corpo demora 2 s a descer 20 cm podemos encontrar a aceleracao
a do corpo usando a Eq.5.3,

dv
dt’

—

aa

29



5.1. Movimento curvilineo

e A queda do corpo A é um movimento a uma dimensao como tal pode-
mos omitir a notacao vectorial.

Integrando a equacgao anterior obtemos a velocidade,
dv [at ' ’
ap =— apdt = dv
AT — /0 4 /
v =v; + at, (5.11)
e integrando a velocidade obtemos a posicao do corpo para cada instante ¢,

d t Y
v _Y Jdt / vdt:/ dy
dt — 0 0

y =vit + %Atz, (5.12)

Usando a condicao y(2) = 0.2 m da Eq.5.12 obtemos a aceleragao,

0.2 —0.04 x 2
22
=0.06 m/s”.

=2

Entao substituindo a4 na Fq.5.11 temos a velocidade do corpo A,

v =v; + aat
v =0.04+0.06tm/s (5.13)

Como o corpo A esta ligado por uma corda & roldana a velocidade Eq.5.13 é
também a velocidade de qualquer ponto, B na periferia da roldana logo,

d

ay :d_: =0.06m/s?
02

Qp, —E
(0.04 + 0.06 ¢)?

0.1
=(16 + 48t + 36t%) x 10® m/s?
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5.2. Movimento circular

5.2

Movimento circular

5.2.1 Velocidade angular

v

R
4@

Consideremos o caso especial de movimento curvilineo em que a trajec-
toria da particula € uma circunferéncia de raio R.

A este movimento chamamos movimento circular.

Neste caso a velocidade U é tangente a circunferéncia e da eq. 5.1 o seu
modulo é igual a,

onde s é o arco da circunferéncia percorrido pela particula.

Recordando novamente a definicio de radiano, vemos que s = R e
assim v pode-se exprimir da seguinte forma,

U—@
Cdt
_d(Re)  _db
o dt _Rdt’

pois o raio da circunferéncia, R, é constante.

Chamamos velocidade angular, w, a grandeza,
de
w=—.
dt

As unidades da velocidade angular sdao o radiano por segundo (rad s™!)
ou simplesmente (s™1).

Entao em termos de w o mdédulo da velocidade fica,

v=wR. (5.14)

A velocidade angular também é um vector.
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5.2. Movimento circular

e A sua direccao é perpendicular ao circulo descrito pela trajectoria e o
sentido é o do polegar da mao direita fechada, quando os outros dedos
seguem o sentido da velocidade (ver figura).

&l
X
=

o . - @ - .
e Podemos ver na figura que R = rsinf e que & = % k assim,
v=wR =wrsin g,

que é o moédulo do vector,

<y

=W XT,
5.2.2 Conceito de periodo e frequéncia no movimento
circular uniforme

e Se w € constante o movimento é periddico e a particula passa em cada
ponto a intervalos regulares de tempo.

o O periodo T ¢ o tempo necessdrio para dar uma volta completa. Mede-
se em unidades de segundo (s).

o A frequéncia f € o numero de voltas por unidade de tempo. Mede-se
em unidades de (s7) ou hertz (Hz).

e Entao se no intervalo de tempo At a particula da N voltas, temos que
T =At/N e f = N/At logo,

1
=z
e Integrando a equacao,
w = d_Q & wdt = db,
dt

como w = constante vem,

t

0
/d&zw/dt
0

0
0 =wt.
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5.2. Movimento circular

Para uma volta completa da particula em torno da circunferéncia, t = T'
e 0 = 2w entao,
2

2r =Wl & W—?:%rf.

5.2.3 Aceleracao angular

Se o modulo da velocidade angular w varia no tempo entao podemos

definir a aceleracao angular como,
ded
dt

a=

No movimento circular (no plano) a direc¢do de w é constante logo o
modulo da aceleragao angular é dado por,

_dw
T dt
_d29
=7

(67

Podemos exprimir as componentes normal e tangencial da aceleracao
em termos da velocidade e aceleracao angulares.

Recordando que v = wR a aceleracao normal fica,

a, = 7 = w’R
E a aceleracao tangencial vem,
dv dw
= — = R— = Ra. 5.15
=g = gy = e (5.15)

Para concluir vejamos qual a relacdo entre o vector aceleracao @ e o
vector aceleracao angular .

Recordando que v = & x 7, da definicao de aceleracao vem,

L du
a=—
dt
_d(&xT)
o dt
dwquxdf
=— XTI+ wX —
dt dt’

como & = dw/dt vem,
a=aXT+wxXv
ou de forma equivalente

a=axX7r+udx (JxT)
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5.2. Movimento circular

5.2.4 Exemplo: Orbita da ISS

Exercicio 6

Considere que a estacao espacial internacional (ISS) descreve uma orbita
circular a uma altitude de hyss = 420 km. Determine a sua velocidade, o
tempo que demora a descrever uma volta a Terra e quantas voltas d& por dia.
Leve em conta a variacao da aceleragao da gravidade com a altura, dada por
g = GMy/R? onde a massa da Terra é My = 5.98x10* kg, G = 6.67x 107!
m?/s’kg e o raio da Terra sdo 6370 km.

A aceleracao da gravidade na orbita da ISS é,

GM
9=1 L =8.65m/s,

Rr + hrss)?

que é também a sua aceleracao centripeta. Logo a velocidade da ISS é dada
por,

,U2
=R
v=yRy

B \/TMT
~V Rr + hyss
_\/6.67 x 10-115.98 x 102¢

(6370 + 420) x 103
—27592 km /h

e O comprimento da sua o6rbita é aproximadamente igual a 27 R, logo o
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5.2. Movimento circular

tempo, T" que demora a descrever uma oOrbita é,

2TR

V=
T

T :27TR
v

=5566.4s ~ 93 min = 1h 33min

e Num dia a ISS da cerca de 15.5 voltas & Terra.

A ISS passa varias vezes por cima das nossas cabecas.

A noite num céu sem nuvens, pode ver-se facilmente a olho nu.

e Para ver onde estd a ISS em tempo real:

http://www.esa.int /esaHS /ESAI2X0VMOC iss 0.html.

e Para ver quando a ISS passa por cima do Porto:

http://www.heavens-above.com /PassSummary.aspx?satid=25544&
lat=41.150&Ing—-8.617&loc=Porto&alt=109&tz—=PWT

5.2.5 Exemplo: v e a a superficie da Terra
Exercicio 7

A Terra gira uniformemente em torno de seu eixo com velocidade angular

w = 7.3 x107° s ~!. Encontrar, em funcdo, da latitude, os modulos da

velocidade e da aceleragao de um ponto na superficie da Terra. Quais os

valores de v e de a na cidade do Porto que estd a ¢ = 41° N de latitude?
Nota: usar o raio da Terra, Ry = 6.4 x 10° m.

Meridiano de Greenwich

Equador

B = longitude
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5.2. Movimento circular

Assumindo a Terra como uma esfera, a veloci-
dade v de um ponto P na superficie da Terra

) z
a latitude ¢ é dada por (ver figura), A
A
v =wR 3 R
=wRy cos T~ =
T Qb, (T P UPorto

e a aceleragdo (normal) é dada por, 2
T

Q=0 xv ¢ = 41° latitude
=wv Uy,
Y
a =wv T
=w?Ry cos ¢,

substituindo os valores numéricos obtemos,

v =1682 cos ¢ km/h
a =0.034 cos pm /s>,

Para a latitude do Porto obtemos,

Uporto =1269.4km /h

Aporto =0.03m /5%,
Esta é a velocidade com que, no Porto, giramos em torno do eixo de rotacao
da Terra, quando estamos sentados na sala de aula.

Exercicio 8

Assumindo uma o6rbita circular de raio, Rpg = 1.4961.496 x 10! m, calcular
a velocidade de translacao da Terra em torno do Sol e a aceleracao normal
a, associada, a distancia percorrida pela Terra num més e angulo descrito
no mesmo periodo de tempo.
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Aula 6

Leis de Newton

6.1 As 3 leis de Newton

e As trés leis de Newton, sao a base da mecanica classica que permite
estudar quer o movimento dos objectos comuns do nosso dia-a-dia, quer
o movimento dos astros como, planetas, etc.

e Estas leis foram enunciadas por Newton em 1687 no livro Principia,
escrito em latin cujo titulo completo se pode traduzir para Principios
Matemdticos da Filosofia Natural.

e No Googlebooks podemos encontrar o livro integral em
http:/ /books.google.com /books?id=WqaGuP1HqEOC& printsec=titlepage.

e Na pagina 15 e 16 estao enunciadas as 3 leis.

A primeira lei também chamada a ler da inércia afirma:
Qualquer corpo continua no seu estado de repouso, ou de movimento
rectilineo uniforme, a nao ser que seja obrigado a mudar esse estado
devido a accao de forcas aplicadas.

e Os projécteis mantém os seus movimentos, enquanto nao forem re-
tardados pela resisténcia do ar, ou puxados para baixo pela forca da
gravidade. Um piao, cujas partes sao continuamente desviadas do seu
movimento rectilineo uniforme devido as forcas de coesao entre as par-
tes, nao perde o seu estado de rotacao, a nao ser pelo efeito retardador
do ar. Os corpos mais volumosos como os planetas e os cometas, por
encontrarem menor resisténcia nos seus espagos mais livres, mantém os
seus movimentos, tanto progressivo como circular, por periodos mais
longos de tempo.

6.1.1 1% lel e referenciais de inércia

e Anteriormente a Galileu pensava-se que era sempre necessario uma
for¢ca para manter um corpo em movimento com velocidade constante.
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6.1. As 3 leis de Newton

e Galileu foi o primeiro a concluir que as forcas de atrito sao as respon-
saveis pela desaceleracao dos corpos.

e Livres de atrito, os corpos mantém a sua velocidade. Galileu chamou
a esta propriedade da matéria, a inércia.

e A 1% lei de Newton, a que se chama também lei da inércia, foi na
realidade descoberta por Galileu.

o Um referencial onde é vdlida a lei da inércia diz-se um referencial iner-
cial.

e Qualquer referencial que se mova com velocidade constante ou esteja
parado, relativamente a um outro referencial inercial é também um
referencial inercial.

o As leis de Newton so sao vdlidas em referenciais inerciais.

e Num referencial acelerado, como por exemplo um referencial em ro-
tacao, as leis de Newton nao se verificam. Tal referencial diz-se nao-
inercial.

e Portanto a lei da inércia permite determinar se um dado referencial é
ou nao inercial. Como?

e Um referencial fixo na superficie da Terra nao ¢é inercial, devido por
exemplo, ao movimento de rotacao da Terra.

e Como ja foi calculado (ver Sec.95, pag.35) a aceleracao a superficie da
Terra devido a sua rotacao é muito reduzida da ordem das centésimas
de m/s?. Deste modo em certas aplicagoes podemos considerar a Terra
um referencial aprorimadamente inercial.

A segunda lei também chamada a lei da aceleragao afirma:
A variacao do momento linear é proporcional a forga motriz aplicada,
e da-se na direccao da recta segundo a qual actua essa forca.

e Numa forma matemética moderna a segunda lei exprime-se,

= dp
F=— 6.1
2 (61)

onde g = mv é o momento linear da particula, também chamado por
vezes a quantidade de movimento da particula.

e Se a massa da particula for constante a expressao anterior reduz-se a
uma forma mais conhecida,

— d_’\ —
F :md—: & F=ma. (6.2)
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6.1. As 3 leis de Newton

Caso mais do que uma forca seja aplicada a particula entao considera-se
que F representa a soma vectorial de todas as forcas,

> Fi=mi (6.3)

6.1.2 2% lei e conceito de massa

Todos nos temos um conceito empirico de forca. Tal acontece porque
a fisica apenas definiu objectivamente um conceito que ji existia.

Esta definicao é dada pelas 1% e 2 leis de Newton das quais podemos
concluir que uma for¢a é uma influéncia externa, que actuado num
corpo com massa constante o acelera (relativamente a um referencial
de inércia).

Caso uma so6 forca actue num corpo, a direccao e sentido dessa forca
sao os mesmos da aceleracao que provoca.

O modulo da forca é o produto da massa de inércia do corpo, pelo
modulo da sua aceleracao.

No sistema internacional a unidade de for¢a é o newton (N).
Um newton é igual a 1 kg vezes 1 m/s?, ou seja (N)=(kg m s72).

A massa (quando constante) é uma propriedade intrinseca dum corpo
que mede a sua resisténcia a aceleracao.

Podemos determinar quantitativamente a razao entre duas massas A e
B, aplicando a mesma forca F' a cada uma e medindo as respectivas
aceleracoes.

Assim, se F' provoca uma aceleracao a4 na massa m4 e uma aceleragao
ap na massa mp temos que,

TA_ 28 (6.4)

mp aA

Se a mesma forca ¢ aplicada a duas massas diferentes, a maior vai
acelerar menos.

A massa de inércia é uma propriedade intrinseca do objecto que nao
depende da sua localizacao.

A massa de inércia nao depende da direccdo ou sentido em que a forca
€ aplicada.

A terceira lei também chamada a lei da accdo-reaccdo afirma:

A toda a acgdo sempre se opde uma reaccao igual: ou, as acgoes mi-
tuas de dois corpos sao sempre iguais e dirigidas em sentidos opostos.
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6.1. As 3 leis de Newton

e Por outras palavras, se o corpo A exerce uma forca Fap no corpo B
entdo o corpo B exerce em A uma forca Fgy = —Fap.

Fap

AB

6.1.3 3¢ lei, forcas ocorrem sempre aos pares

e A 3% lei de Newton afirma que qualquer forca gera outra forca que lhe
é igual em moédulo mas oposta no sentido, i.e. se o corpo A exerce
uma forga_»ﬁAB no corpo B entao o corpo B exerce em A uma forca
Fpa = —Fyp.

e Estas forcas surgem simultaneamente e sao aplicadas em pontos dife-
rentes. Fap € aplicada no corpo B e Fg4 no corpo A.

e Como tal estas forcas nunca se cancelam.

7 e U duma particula sujeita a duas forgas

Exercicio 9

Uma particula de massa 5 kg é sujeita simultaneamente a duas forgas F =
27— 4j(N) e Fy = 37+ 5j(N). Se a particula inicia 0 movimento em ¢ = 0
s, partindo da origem em repouso encontrar o seu vector posicao, ¥ e 0 seu
vector velocidade, ¢ para t = 2 s.

Y

e Para encontrar 7(¢) e ¥(t) necessitamos de saber qual a acelera¢ao d da
particula.

e Como ja conhecemos a massa, m, da particula calculando a forca total
que actua na particula podemos encontrar a.
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6.1. As 3 leis de Newton

e A forca total que actua na particula é,
ﬁT :ﬁl + ﬁg
=Fr, i+ Fr,)

—(2+3)i+(5—4)j
=51+ j N,

e Da 2a lei de Newton, a sua aceleracao devido a esta forca é,

ﬁT =ma
a =—
m
_FTWJFFTyj
m m
1
:i+5jm/32.

e O vector aceleracao é constante. Podemos integrar no tempo as com-
ponentes da aceleracao para obter as componentes da velocidade,

dvg —
{ ay; = d‘;}i [ dt { Uy a,t
— Uy — )
Gy p — vy, = ayt

e integrando as componentes do vector velocidade obtemos as compo-
nentes do vector posicao,

_ dry R
{ Uy =0 [ dt { Ty @'y
— Ay - —
Uy =& Ty =
7 e ¥ duma particula sujeita a duas forgas

e Entao a posicao e velocidade da particula para t = 2 sao dadas por,

7(2) =2a, 14+ 2a,] =21+

<>
=)

U DO O] DN
<>

\

wn

0(2) =2a,0+2a,j = 20+

trajectoria
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6.2. As forgas fundamentais

6.2

6.3

As forcas fundamentais

Todas as forcas observadas na Natureza podem ser explicadas em ter-
mos de 4 forcas fundamentais:

A forga gravitacional.

A forca electromagnética.

A forca fraca.

A forca forte.

As duas tltimas forcas sao forcas nucleares, i.e. s6 se manifestam no
nicleo dos atomos.

O modelo padrao descreve a forca fraca e a electromagnética como uma
so forca, chamada a forca electrofraca.

A escala macroscopica as forcas que observamos sao a gravitacional e
a electromagnética, razao que levou a que fossem estas as primeiras
forcas a ser identificadas.

Forcas de interaccao a distancia

As forcas fundamentais actuam entre particulas que estao separadas no
espaco.

Ou seja a interaccao efectua-se a distancia.

Por exemplo, o Sol interage gravitacionalmente com a Terra, i.e. o Sol
atrai a Terra e a Terra atrai o Sol, sem que nenhum “toque” no outro.

Para ultrapassar este problema filosofico foi criada a nocao de campo
de forcas.

Assim o Sol cria a sua volta um campo de forca gravitacional e a Terra
cria também o seu campo de forca.

O campo que o Sol cria interage com a Terra e por sua vez o campo
que a Terra cria interage com o Sol.

O mesmo acontece entre quaisquer duas massas, como por exemplo nos
e a Terra.
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6.3. Forcas de interacgdo a distancia

6.3.1 O peso de um corpo

Se deixarmos cair um corpo perto da superficie da Terra este acelera
em direccao a Terra.

Desprezando a resisténcia do ar verifica-se que todos os corpos adquirem
a mesma aceleragdo g, chamada a aceleracao da gravidade.

A forca que causa esta aceleracao é a forca da gravidade no corpo e
chama-se peso P.

Se a massa do corpo for m, da 2¢ lei de Newton obtemos que o peso é
dado por,

ﬁ:mﬁ.

Como ¢ é o mesmo para todos os objectos num dado local, o peso dum
corpo tem de ser proporcional a sua massa.

g é a forca gravitica por unidade de massa, exercida pela Terra num
dado corpo e é chamada o campo gravitacional da Terra.

Perto da superficie da Terra g tem o valor,

g =9.81N/kg = 9.81m/s” (6.5)

O valor de g varia com a posicao.

Logo o peso nao é uma propriedade intrinseca dum corpo ao contrdrio
da sua massa m.

Num local muito afastado da Terra o peso dum corpo é substancial-
mente inferior ao seu valor na superficie da Terra pois g é bastante
inferior.

Medicoes muito precisas de g sao usadas para procurar jazidas minerais
no subsolo.

Exemplo: Propulsao dum astronauta

Exercicio 10

Um astronauta que abria as janelas no exterior da Cupola (ctupula) da ISS
partiu o cordao que o ligava ao satélite e ficou em repouso no espaco. Ligando
o sistema de propulsao, que lhe aplica uma forca F' sempre constante, verifica
que apo6s 3 s se deslocou 9 m. Qual o valor da intensidade da forca F' se a
massa do astronauta (incluindo equipamento) for de 300 kg?
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6.3. Forgas de interacg¢ido a distancia

P g
=

e A aceleracao do astronauta é constante, pois a sua massa é constante
bem como a forca que lhe é aplicada.

e Integrando no tempo a aceleragao podemos encontrar a velocidade do
astronauta e obter o deslocamento integrando a velocidade.

e Sendo o movimento do astronauta a 1 dimensao, podemos omitir a
notagao vectorial ficando,

t v
a :d_v fdt / adt = / dv
dt — 0 0

assim a velocidade no instante ¢ é,
v(t) =at,

e Integrando a velocidade obtemos a posicao do astronauta para cada

instante ¢,
d t x
v:—x fdt /Udt:/dx<:>
dt — 0 0
a o
x(t) ==t

2

e Obtemos o valor da acelera¢ao usando a condigdo x(3) = 9 m,

3
a :2% = 2m/s”.

e Finalmente a forca aplicada pelo sistema de propulsao é,

F = ma =600 N.
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6.3. Forcas de interacgdo a distancia

6.3.2 Movimento de projécteis

e Consideremos um projéctil inicialmente em (xg,yo) e que é langado
desta posicao com velocidade inicial vy fazendo um &angulo 6 com a
horizontal.

e A sua velocidade inicial €,

Up =%, © + Vo, ]

=vpcosf i+ vpsinb j

e Desprezando a interaccao com o ar, a unica forca que actua no projéctil
¢ o peso P (a forga gravitica).

e Da 2a lei de Newton vem que a aceleracao do projéctil ¢ apenas a
aceleracao da gravidade,

m

o "o
I

o
>

e Fste ¢ um movimento com aceleracao constante.
e Neste referencial as componentes da aceleragao sao,
dvg
a, = =* a, =20
{ s e { v (6.6)
Y dt Y

e Integrando no tempo obtemos a equacao para as componentes da velo-
cidade,

t v,
a,dt = |7 dvu, —
{ fO fvoz PN { Va Y0q , (6.7)

t Vy
Jo aydt = v dvy

repare-se que as componentes da velocidade sao independentes entre
st, logo o movimento na horizontal é independente do movimento na
vertical.

e Integrando a velocidade no tempo, obtemos a posigao do projéctil em
qualquer instante,

{ Jyvedt = [T dw @{ 2(t) = o+ vo,t

2
fot vydt = fyi dy y(t) =yo+uvo,t — 9%

9

e Substituindo os valores da velocidade inicial temos,
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6.3. Forgas de interacg¢ido a distancia

x(t) =z + vo cos(0)t
t2

y(t) =yo + vosin(0)t — ga

e O vector posicao do projéctil é,

r(t) = a(t)i+y(t))

<

e Podemos obter a equacdo da trajectoria y(x) eliminando o tempo nas
equacoes anteriores.

e Para simplificar seja, o = yo = 0 entao,

X
r(t) =v,t & t=—,
Vo

x

substituindo em y(t) vem,

2
y(z) =vy — — I (L _ Yy, 9 2
%o, 2 \ v, Vo, 208
ou,
_ g 2
y(x) = tan(f)r — —5——— (6.8)

z°.
202 cos? 6

e Se as alturas final e inicial sao idénticas, o alcance do projéctil é dado
por,

Ao vg sin(26)
g Y

PORQUE?
e A altura méxima atingida pelo projéctil é,

H v2 sin?()
=

PORQUE?
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6.3. Forcas de interacgdo a distancia

e O tempo total de voo é dado por,

T = %siné’
g

PORQUE?

e Como a razao entre a altura maxima e o alcance maximo do projéctil
é:

H tan 6

A 4

para 6 = arctan(4) = 75.96 o alcance ¢
igual & altura maxima.

Exemplo:

Exercicio 11

Um policia persegue um ladrao num terraco. A dada altura o terraco acaba
e o proximo estd a uma distancia de 4 m e 3 m, mais baixo. O ladrao salta
com uma inclinagao inicial de 0° (projecta-se na horizontal) e o policia salta
com uma inclinacao de 45°. O modulo da velocidade inicial dos dois é de 5
m/s.

Qual deles passa? E por quanto?

Usando a Eq.6.8 temos de determinar qual o valor de xy para o qual
yf = _37

9

2

(6.9)
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6.3. Forgas de interacg¢ido a distancia

Para 6 = 0 obtém-se,

pre Y
202 f
2 2
N 74
g
=3.9m

Para 6 = m/4 obtém-se,

. g o
Yr =Tf — ﬁxf
0

Yj v =V T — g
—75 =2525 — 9.8 77
;Uf =4.3m
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Aula 7

Forcas de contacto e forcas nao
inerciails

7.1 Forcas de contacto

e Objectos em "contacto directo"podem exercer for¢as um no outro.

e A escala atomica, aparentemente a forca electromagnética tem um
grande papel na origem destas forgas de contacto, através da interacc¢ao
eléctrica entre as moléculas dos dois objectos.

e Ha contudo também propriedades quanticas que impedem que 0s dtomos
se sobreponham uns com os outros (principio de exclusao de Pauli).

e A forca normal, a forca de atrito e a for¢a elastica sao forcas de contacto,
na mecanica classica.

7.1.1 A forca normal

e Dois objectos que estao em contacto directo um com o outro exercem
entre si uma forca normal a superficie de contacto.

e Consideremos por exemplo um bloco com massa M em cima duma
mesa. O bloco exerce uma forca na mesa que é igual ao seu peso.

e Da 3 lei de Newton concluimos que a mesa exerce uma forca igual e
de sentido oposto no bloco, que é normal a superficie de contacto entre
o bloco e a mesa e que impede o bloco de acelerar sobe a accao do seu
peso.
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7.1. Forgas de contacto

N forca aplicada
;/_/ pela mesa no

bloco

7.1.2 A forca de atrito

e Dois objectos que estao em contacto directo um com o outro podem
também exercer entre si uma forca tangente a superficie de contacto.

e A componente tangente da forca de contacto é chamada a forca de

atrito.
g

A
e

7.1.3 A forcga elastica

e Determinou-se experimentalmente que quando uma mola é comprimida
ou distendida de uma pequena quantidade Ax a forca que a mola exerce
é dada por,

F, = —kAz, (7.1)
onde k é a constante elastica da mola que mede a sua rigidez.

e O sinal negativo na Eq. 7.1 indica que a forca eldstica é oposta ao
deslocamento da mola Ax, i.e. é sempre contraria a forca exercida na
mola.

e A Eq. 7.1 é conhecida como a lei de Hooke.

7.1.4 A forca de tensao em fios e cabos

e Se puxarmos uma corda presa, esta estica-se e puxa-nos em sentido
contrario com uma forga igual.

e [l como se a corda se comportasse como uma mola distendida, com uma
constante eldstica tao elevada que a deflexao da mola é desprezavel.
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7.1. Forgas de contacto

A tensdo actuante numa corda € igual ao mddulo da forca que um
segmento da corda exerce sobre o segmento vizinho.

A tensao pode variar ao longo da corda, e.g. numa corda suspensa no
tecto a tensao no topo da corda é superior a tensao no fundo da corda,
pois um segmento do topo da corda tem de suportar quase todo o peso
da corda.

Consideremos numa corda um segmento que tem massa Am e que esta
sujeito a uma tensao T, do lado esquerdo e a outra tensao T; do lado
direito.

Da 2% lei de Newton vem,

T,—T. = Ama.

Caso a massa do segmento seja tao pequena que possa ser desprezada,
obtemos que Ty = T,.

Nesta disciplina vamos desprezar a massa das cordas, assim podemos
considerar que a tensao € a mesma ao longo de toda a corda.

Quando dois corpos em repouso estao ligados por uma corda tensa nao
deforméavel as forcas que exercem entre si devem ser iguais e de sentidos
opostos (3 lei de Newton).

Quando dois corpos em movimento rectilineo estao ligados por uma
corda tensa nao deformavel as componentes da aceleracao paralelas a
corda sao idénticas para ambos os corpos.

Exemplo: aceleragao num plano inclinado

Exercicio 12

Um bloco de massa M desliza, sem atrito, num plano inclinado dum angulo

Q.

Qual é o modulo da aceleracao do bloco?
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7.1. Forgas de contacto

e Construindo o diagrama de corpo livre (do bloco), representamos ape-
nas as forcas que actuam neste,

e As forcas que actuam no bloco sdo a normal Neo peso P= Mg e da
2% lei de Newton vem,

P+ N = Ma.
e Decompondo os vectores nas suas componentes z e y temos,

x —Mgsin o = Ma
Y N —Mgcosa =0

logo o médulo da aceleracao é,
a=—gsina
Exemplo: aceleragao num plano inclinado II
Exercicio 13
Considere agora que ao bloco de massa M que desliza, sem atrito, num plano
inclinado dum angulo « é preso um outro bloco de massa m através dum fio

que passa por uma polia, de massa desprezavel e sem atrito (ver figura).
Qual é o moédulo da aceleracao dos blocos?

O

e Construindo o diagrama de corpo livre dos blocos, representamos ape-
nas as forcas que actuam nestes,
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7.1. Forgas de contacto

a\\ mg

Mg +at

As for(;as que actuam no bloco de massa M sao a normal N a tensao
dofioT eo peso P= Mg entao da 22 lei de Newton vem,

P+ N+T=Ma.

Decompondo os vectores nas suas componentes x e y temos,

x {T—Mgsma = Ma (7.2)

Y N —Mgcosa =0

Para o bloco de massa m temos,

P+T =ma
mg — T =ma
T =m(g — a)

Substituindo o valor de T' na Eq. 7.2 vem,
m(g —a) — Mgsina =Ma
logo o médulo da aceleracao é,

m — M sin «

R V.
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7.1. Forgas de contacto
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Aula 8

Atrito e Forcas Ficticias

8.1

Atrito estatico, cinético e de rolamento

8.1.1 Atrito estatico

Como mencionado antes a forca de atrito é uma forga tangente a super-
ficie de contacto entre dois corpos que se tocam, por exemplo o corpo
A e o corpo B.

O atrito € um fendomeno complero que tem origem nas interacgoes mo-
leculares entre as moléculas que constituem as respectivas superficies
de cada corpo.

Quando se aplica a um dos corpos, e.g. A, uma forca F tangente &
superficie de contacto esse corpo pode nao se mover relativamente ao
corpo B.

Se tal acontecer, as ligacoes moleculares entre os dois corpos estao a
conseguir gerar uma forca de atrito estdatico, I, que se opoem e equilibra
a forca externa exercida em A.

A intensidade de tal forca de atrito estatico, que se opoem a forca
aplicada, pode variar desde valores préximos de zero, até um valor
F, 1z, dependendo da intensidade da forca aplicada.

A experiéncia mostra que Fi 4, ¢ independente da area de contacto e
¢ proporcional ao modulo da forca normal exercida por uma superficie
na outra,

‘\_)Y A
Fe, max — ,UEN7 }; F:
. >
onde a constante p,. é o coeficiente de A
atrito estatico que depende da natu- B B

reza das superficies em contacto.
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8.1. Atrito estéatico, cinético e de rolamento

8.1.2 Atrito cinético

e Se o corpo A for empurrado com forca suficiente vai deslizar sobre o
corpo B.

e Neste caso formam-se e rompem-se continuamente novas ligagoes mo-
leculares resultando uma for¢a de atrito cinético F.,.

e Para manter A a deslizar sobre B com velocidade constante é necessério
exercer uma forca com o mesmo modulo e sentido oposto ao da forca
de atrito cinético.

e A experiéncia mostra que F, é também proporcional ao mddulo da forca
normal exercida por uma superficie na outra,

Fc:,ucNa

onde a constante u. € o coeficiente de atrito cinético que depende da
natureza das superficies em contacto.

e Experimentalmente verifica-se que p. < e

8.1.3 Atrito de rolamento

e Quando um corpo A rola sem deslizar sobre uma superficie plana, a
zona de contacto nunca é apenas um ponto (mateméatico).

e Existe sempre uma deformacao na zona de contacto do corpo A exercendo-
se al uma forca de atrito de rolamento F.

e Para manter A a rolar sobre a superficie com velocidade constante é
necessario exercer uma forca com o mesmo modulo e sentido oposto ao
da forca de atrito de rolamento.

e A experiéncia mostra que F,. é também proporcional ao modulo da forca
normal exercida por uma superficie na outra,

F. = u.N,

onde a constante u, é o coeficiente de atrito de rolamento que depende
da natureza das superficies em contacto.

8.1.4 Medicao experimental da forca de atrito

Eltr'
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8.1. Atrito estatico, cinético e de rolamento

e Um bloco de madeira é puxado com velocidade constante sobre uma
superficie de madeira.

Forca Fomaz = peN
: Fe = pcN

T T T =

Tempo

e Aumentando o peso do bloco de madeira aumentamos a for¢ca normal

N.

¢ As medidas mostram claramente que a forca de atrito estatico maxima
é proporcional & forca normal.

e O mesmo se verifica para a forca de atrito cinético.

For¢a (N)
2 1
1 1
F.—04N
0 . f g
0 16 Tempo (s)

e Os valores na tabela e o grafico em baixo ilustram a relacao de propor-

cionalidade.
Normal | pte = Femau/N | pte = Fo/N
A 071 _ 04 _
Experiéncia A | 1.8 N Ts = 0.39 75 = 0.22
Experiéncia B | 3.8 N =038 | 32=021
N 208 _ L2 _
Experiéncia C | 5.8 N =2 =0.36 == =021

—‘+1‘7 =

[\]

—_
ot
T

|

o
ot
T

|

Forga de atrito (N)
T
|

15 2 25 3 35 4 45 5 55 6
For¢a normal (N)
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8.2. Forgas ficticias

8.2 Forcas ficticias

Referencial nao inercial

e Consideremos um referencial que se move com aceleracio constante
relativamente a um outro referencial fixo.

e As posicoes duma particula P em cada referencial relacionam-se por,

=7 4

onde 7,; é o vector posicao do referencial nao-inercial relativamente ao
referencial fixo.

referencial .
. referencial
inércial Lio
30-
(fixo) o
inércial
nyl —
Yy Yy Qpy

x ||’

e Derivando em ordem ao tempo obtemos a relagao entre as velocidades,
0 =0" + Ty

e Derivando novamente obtemos a relagao entre as aceleragoes,
a=a' + dy;

e Considerando a particula com massa m constante a 22 lei de Newton
diz que,

—

F =ma
ou em funcao de a’

—/ —
F=mad’ +ma,;

e A forma da 22 lei de Newton é recuperada escrevendo,

F —ma,; =ma’

e A for¢ca md,; nao é originada de forma idéntica a F'.

e Estas forcas chamam-se ficticias por resultarem apenas da aceleracao
do referencial onde sao medidas.
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8.2. Forgas ficticias

Exemplo: medir a aceleracao com um telemével

Exercicio 14

Durante a aceleracao dum aviao na pista para levantar voo, uma jovem decide
usar um telemoével com massa m, para medir a aceleragao do aviao. Ao
suspender o telemovel livremente pelo fio do auricular, repara que durante a
aceleracao do aviao o fio faz um angulo de 6 com a vertical.

Qual é a aceleracao do aviao e o valor da tensao no fio?

Resolva o problema de duas maneiras:

19 considerando um referencial inercial onde é vélida a 2a lei de Newton,

22 considerando um referencial nao inercial (acelerado) em repouso rela-
tivamente ao aviao.

e Consideremos um referencial inercial
que, e.g. esta fixo na pista.

e As forcas que actuam na massa m sao a
tensao no fio T e o peso P.

e No instante em que m fica em equilibrio
suspenso a # com a vertical, a soma de
todas as forcas que nela actuam tem de
ser nula obtendo,

Zﬁ:m&'

P+ T =ma.

e No referencial cartesiano indicado na figura, podemos decompor a equa-
¢ao0 anterior nas suas componentes T e ¥,

T Tsin0 =ma N ma = Ptan6
Y Tcos) =P T =22

cos 0

assim,

T =29
cos @
{ a =gtan6

e Consideremos agora um referencial nao inercial que, e.g. esta preso a
massa m.

—

e As forcas que actuam em m sao a tensao no fio T e o peso P.

e Contudo a jovem necessita de evocar uma for¢a ficticia, Fy;,. para ex-
plicar porque a massa m faz um angulo de # com a vertical, quando
em equilibrio.
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8.3. Dinamica do movimento circular

pois m estd em repouso no referencial dentro
do aviao

8.3

e A inclusao desta forca ficticia na soma
de todas as forcas que actuam em m per-
mite usar a 2a lei de Newton,

Zﬁ:mﬁ’

P+ T + Fy;, =0,

Decompondo a equagao anterior nas suas componentes = e y usando o
referencial indicado na figura,

T Tsinf = Fy
Y Tcos =P

As forcas ficticias sao proporcionais a massa do corpo,

{Ffic =may,; = Ptanf
T ==

cos 0

assim obtemos,

T =24
{am- = gtanf

Sem a inclusio da forca ficticia a 2a Lei de Newton ndo explica, no
referencial nao-inercial, porque a massa m em repouso faz um dngulo
com a vertical.

Dinamica do movimento circular
Na seccao 66, pag.26 definimos as componentes da aceleragao tangen-
cial @; (eq. 5.8) e normal @, (eq. 5.9) usadas no estudo do movimento

curvilineo.

Usando a 2° lei de Newton podemos rapidamente definir as componen-
tes da forca, tangencial F} e normal Fj,,

ﬁ:Ftﬁt+Fnﬁn
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8.3. Dinamica do movimento circular

onde
dv
F, =ma; = my (8.1)
2
mu
F, =ma, = —. 8.2
ma = (8.2)

sendo R o raio de curvatura da trajectoéria.

e A forca normal aponta sempre para o centro de curvatura da trajectoria.
o A forca tangencial € responsdvel pela variagcao do mddulo da velocidade.

e Se a forca tangencial é zero, nao h4 aceleragao tangencial e o movimento
€ uniforme.

e Se a forca normal é zero, nao ha aceleracao normal e o movimento é
rectilineo.

e No caso particular do movimento circular, vimos (eq. 5.14) que v =
wR entao podemos escrever a forca normal, também denominada forca
centripeta como,

F, = mw?’R

Exemplo: Relevé
Exercicio 15
As vias ferroviarias e rodoviarias sao inclinadas nas curvas de modo a produzir

uma forca centripeta. Obter o angulo de inclinacao 6 em funcao da velocidade
v do veiculo na curva, desprezando o atrito.
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8.3. Dinamica do movimento circular

e Em primeiro lugar identificam-se
as forcas que actuam sd no vei-
culo (ver figura).

e Em seguida escolhe-se um refe-
rencial onde se projectarao todas
as forcas.

e Da segunda lei de Newton vem,

]\7+13:m6n

e Decompondo esta equagao nas componentes x e y vem,

T Nsinf =m

e Assim temos,

02
0 = arct — .
arctan (gR)

e Para um determinado 6, quanto maior é o raio da curva R, maior é
a velocidade permitida ao veiculo, sem que este deslize para fora da
curva.

60
90 4 R=10m
R—=50m

60

30
0 4—+—— v km/h

0 90 180
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8.3. Dinamica do movimento circular

Exemplo: Péndulo cénico

Exercicio 16

Um fio de comprimento [, ligado a
um ponto fixo, tem numa extremi-
dade uma massa m que gira em torno
da vertical com velocidade angular w
constante.

Encontre o angulo a que a corda faz
com a vertical.

e As forcas que actuam na massa
m estao assinaladas em verme-
lho (ver figura) e as velocidades
e aceleracoes a verde

e Usaremos o referencial inércial
indicado.

e Da segunda lei de Newton vem,

T + P =ma,

Projetando as forcas no referencial inercial indicado obtemos

r | —-Tsinacos¢p = —ma, coso
y § —T'sinasing = —ma,sine
= \Tcosa— P =0

onde ¢ é o angulo que @, faz com o eixo x.

A 1% e 2% Eq. sao equivalentes logo,

r |Tsinae = ma,

Z |Tcosaa =P

Dividindo a Eq. em z pela Eq. em z e recordando que a,, = w?R obtemos,
cos mg

sina mw?R
onde R = [sin« é o raio da trajectoria circular descrita pela massa m logo,

cos « g

sina  w?lsina
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8.4. Condigbes para o equilibrio estatico duma particula

Simplificando a expressao anterior o angulo a procurado é,

Q= arccos <i)
w2/’

A figura ilustra o comportamento de o com w para alguns valores de [,

80 .
—~ 60| .
s 40 —10=1.00m |

207 7l:()50m |

=0.25m
0t ‘ ! L | T ; |
1 2 3 4 5) 6

frequéncia (Hz)

8.4 Condicoes para o equilibrio estatico duma
particula

e Uma particula estd em equilibrio estdtico se a soma vectorial de todas
as forcas que actuam sobre ela € zero,

Y F =0

e Por exemplo se sobre uma particula actuam 3 forcas ﬁl, 132 e ﬁg para
garantir que a particula esta em equilibrio basta garantir que,

ﬁ1+ﬁ2+ﬁ320.
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Aula 9

Forca elastica e movimento
harmoénico simples

9.1 Forca elastica e movimento harménico sim-
ples

Ymg

e Consideremos uma massa m presa a uma mola que se pode deslocar na
horizontal.

e Afastando a massa uma distancia xy do ponto de equilibrio e largando-a
do repouso, qual serd a sua posicao no instante t7

e A forca normal cancela o peso.

e Apenas a forga elastica atua na massa e na dire¢cao do movimento, logo
de acordo com a 2? lei de Newton temos,

F, =ma
dPx

que é uma equacao diferencial linear de 2a ordem
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9.1. Forga eldstica e movimento harmoénico simples

e Comecemos por transformar a equacao diferencial de 22 ordem em duas
de 1? ordem,

Pz _de

e Multipliquemos os dois lados da equacao inferior por 2v ficando,

e =20 —
vz =2

o lado direito é a derivada de v? logo,

5 k dv?
—— =——
m dt

e substituindo v = dz/dt no lado esquerdo fica,
—2k dr dv®
'I [EN—
m " dt dt
e Multiplicando ambos os lados por dt temos uma equacao com as varié-
veis separadas,

—2
—kxdx =dv?
m

e Integrando ambos os membros vem,

—2k
/a:da: —/dv

x—v—l—C
m

onde C' é uma constante de integragao

e Quando abordarmos a conservacao da energia vamos encontrar uma
equacao muito semelhante a anterior,

moa ka? rant
—v® + —— =constante
2 2

e Substituindo o valor obtido para a velocidade na equacgao 9.1 vem,

/l) d_x

dt

k dx

O D2 27
mx dt
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9.1. Forga elastica e movimento harmoénico simples

e Integrando esta equacao podemos obter a posigao z(t) da massa para
qualquer instante t¢.

e Separemos as variaveis,

dx
O — Lp2

m

dt =

integrando ambos os membros vem,

/dt:/d_x

e O integral da esquerda ¢ facil.

e O integral da direita pode-se simplificar mudando de variavel.

e Rearranjemos o integral da direita,

/m / dx
k') vVD — 22
e ¢ usemos a seguinte substituicao,

= +vVDcosf

e Diferenciando temos,

dz = —v/Dsin 0d0

e Substituindo no integral vem,
/m / VD sin 6d6
k J /D — Dcos?6
e Vemos agora que o integral também se reduz a uma forma simples,
B /m / sin 0d6
B k' J V1—cos?6
=—4/ %9 +a

onde o ¢ uma constante de integracao
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9.1. Forga eldstica e movimento harmoénico simples

e Como,

x =vV'Dcosf

invertendo temos,
0 = arccos (\/ Dx)

e Exprimindo o resultado em funcao da variavel z vem,
d
J L E—
\/C — Eg2 k
= — /%arccos (@x) + a

e Podemos voltar agora a equagao9.2,

/dt:/d—“?

integrando,

t=— \/%arccos (@x) +

invertendo para obter x(t) vem,

z(t) =V/D cos (@t + a>

e Note-se que ,/% tem as dimensoes de radianos por segundo portanto,
usando a frequéncia angular w podemos escrever,

k 27
— —:—:2
w - E wf

onde T' é o periodo da oscilacao e f a sua frequéncia
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9.1. Forga elastica e movimento harmoénico simples

e Assim x(t) fica,

x(t) =xq cos (wt + «)

e Derivando podemos obter v(t) e a(t),

v(t) = — wzp sin (wt + «)

a(t) = — wzg cos (wt + a) = —w?x(t)

e Repare-se que a equacao da aceleragao é a equagao com que iniciamos
o calculo,

como w = /k/m vem,

aft) = — L a(t)

m

ma(t) = — kx(t)

e As trés figuras seguintes ilustram x(t), v(t) e a(t).

—Tg ~ 2 2

v(t)

Um(lm
OT N, .
[ .

“Unmaz
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9.1. Forga eldstica e movimento harmoénico simples

Exemplo: Frequéncia de oscilagao duma mola

Exercicio 17

Uma massa m suspensa de uma mola, vertical, com constante elastica k
estica a mola de uma distancia d. Se a mola for depois esticada e deixada a
oscilar qual vai ser a frequéncia de oscilacao, f da massa m?

d}

Em equilibrio as forcas que actuam na massa m sao o peso e a forca
elastica,

kd =mg
mg

d

Vimos antes que a frequéncia de oscilacao é dada por,

1 [k
f:%\/;

1 /g

o\ d

Exemplo: Forcga elastica

Exercicio 18

Consideremos uma massa m, que se pode deslocar na horizontal sem atrito,
encostada a uma mola com comprimento [ e constante elastica k. Compri-
mindo a massa contra a mola duma distancia d do ponto de equilibrio e
largando-a do repouso, qual sera a distancia a base da mola, alcancada pela
massa m, considerando que esta ultrapassa o degrau de altura h indicado na
figura? Quanto tempo demorou a massa a atingir a base do degrau?

70



9.1. Forga elastica e movimento harmoénico simples

Sol: 7(ty) = (L + wd %) 7, com ty =

71
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9.1. Forga eldstica e movimento harmoénico simples
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Aula 10

Trabalho e energia

10.1 Trabalho de uma forca

e Consideremos uma forca F' que faz mover um particula ao longo de
uma curva C', como indica a figura

&‘

Num intervalo de tempo muito curto a particula desloca-se di” do ponto
A para o ponto A’

O trabalho realizado pela forca F durante este pequeno deslocamento dr
é definido pelo produto escalar,

AW = F - dF (10.1)

Indicando o modulo de dF por dr (a distancia percorrida entre A e A’
podemos escrever o trabalho elementar como,

dW = Fdr cos#,
onde € é o angulo entre a direccao da forca F e o deslocamento dF.

e Repare-se que F'cosf = F}, i.e. é a componente tangencial da forga F.
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10.1. Trabalho de uma forca

e Assim podemos escrever noutra forma equivalente as duas anteriores
que o trabalho ¢ igual ao produto do deslocamento pela componente
da forca na direccao do deslocamento,

AW = F, dr (10.2)

e Da definicao de trabalho resulta que forcas perpendiculares ao desloca-
mento nao realizam trabalho.
e Para calcular o trabalho entre dois pon-
tos A e B mais afastados, dividimos o
percurso entre estes pontos em vAarios B
segmentos dr; e somamos 0s VArios pro- =
dutos entre [} dr;, ‘

F
I drs
- . - . ﬁ \fdfg
W:Fl-dT1+FQ-dT2+ 1\/df,
. 1
Fs-dry+--- A
:Ft1 dTl + th dr2+
th d/]"?) + SN

ou seja,

B B

W:/ﬁ-dF:/Ftdr (10.3)
A

A

e Repare-se que se a forca for constante ao longo de uma trajectdria recta
de comprimento L o trabalho é dado por,
L L
W:/ﬁ-dF:F/dr:FL,
0 0

ou seja, apenas neste caso muito simples o trabalho é igual ao modulo
da forca vezes a distancia.

e No caso geral em que a forca tem componentes segundo X, Y e Z o
trabalho é,

B B
W = / Fdi = /(dex + F,dy + F.dz)
A A
B B’L]

xT 3 BZ
:/de:p—k/Fydy—f—/dez.
Aqs Ay A,

o NOTA: o trabalho ¢ um escalar.
e A unidade de trabalho no SI é o joule (J).

e Portanto o trabalho mede-se em unidades de energia.

74



10.2. Poténcia

10.2 Poténcia

e ['m engenharia é muitas vezes conveniente conhecer com que rapidez o
trabalho é feito.

A poténcia instantdnea é definida por,

aw
P=—, 10.4
o (10.4)
ou seja a poténcia é o trabalho realizado por unidade de tempo num
intervalo muito pequeno de tempo dt.

A unidade de poténcia é o watt (W) que é 1 J por 1 s, (W=J/s).

Recordando a Eq. 10.1,

dW = F . dr

E susbtituindo na definicao de poténcia vem,
_aw
S dt
—F.Z

P

=F .7,
que é o produto escalar entre a forca e a velocidade da particula.

e A poténcia média quando se realizou um trabalho W num intervalo de

tempo At é,
- W
P=—

At

10.2.1 Exemplo: Poténcia do motor de um elevador
Exercicio 19

No edificio B da FEUP cada elevador pode levar no méximo 8 adultos com
78Kg cada. Se o elevador demorar 45 s a subir os 3 pisos, calcule a poténcia
minima que o motor terd que desenvolver. Considere uma distancia entre
pisos de 3 m e que a caixa do elevador pesa 100Kg.
Calcule a energia gasta a subir com o elevador cheio e s6 com uma pessoa.
Se o custo do kWh for de 0.14 euros qual o valor minimo de cada subida
com o elevador cheio?
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10.3. Energia cinética

e Subindo a velocidade constante (aceleragao nula) o motor tem de fazer
uma forca igual ao peso das pessoas mais da caixa do elevador.

e Com o elevador cheio o peso total é:

Fiot = (8 x 78 + 100) x 9.81
=7102.4N

e A velocidade de subida é,

9

v=—
45

=0.2m/s

e Entao a poténcia minima sera,

Pmin :Ftot X v
=1420.5W

e A energia gasta a subir com o elevador cheio é,

Wcheio =PAt
=1420.5 x 45 = 63922 J

e Com o elevador s6 com uma pessoa €,

Wy, =178 x 9.81 x 9
—15715.6J

e 1IKWh = 1000x 3600J

e O custo minimo de cada subida com elevador cheio é,

0.14
22 x — = 0.002
63922 % 56 % 107 0.002 euros

10.3 Energia cinética

e Recordando a forca tangencial (eq. 8.1) F, = m% podemos escrever,

dv

d
a "

dr
—mndv—
mvdt

F,dr =m

como v = dr/dt vem,

=mu dv,
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10.3. Energia cinética

e Usando este resultado podemos escrever o trabalho realizado por uma
forca F' que actua numa particula de massa m, entre A e B como,

vA
1 1
= 5 mv% 5 mvi s

onde vy e vp é respectivamente a velocidade da particula em A e B.

Este resultado é independente da forma de Feda trajectoria seguida
pela particula

O trabalho é sempre igual & variacio da quantidade mv?/2 entre o fim
e o inicio da trajectoria.

A esta quantidade chama-se a energia cinética da particula F,,

2
2 ou B.=21 (10.5)

1
E.=—
2mv 2m

onde p = mwv é o momento linear da particula.

Resumindo podemos dizer que, o trabalho realizado sobre uma parti-
cula pela forca resultante € igual & variacdo da energia cinética dessa
particula,

W=FE.,—-FE., =AE, (10.6)

A

10.3.1 Exemplo: Trabalho da forca elastica

Exercicio 20

Uma mola na horizontal, com constante de elasticidade k, esta presa a uma
parede e na outra extremidade tem presa uma massa m. Deslocando a massa
m uma distancia d do ponto de equilibrio da mola e soltando-a, calcule a sua
velocidade quando ela se encontra a uma distancia z do ponto de equilibrio
da mola.
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10.3. Energia cinética

e Recordando que W = AE,., calculemos primeiro o trabalho realizado
pela forca elastica entre d e o ponto =,

W:/ﬁe~df
d

—/—ki:‘-dj:‘,

d

como ¥ = x1 e d = dx? vem que,

Wz/—kxi-dxi:/—kxdx
d d
k

=5 (& —2%),
e Entao,
W =AE,
=Ec(z) — E.(d)
k

) o 1 2 2
3 (d* — 2?) _imv(x) — smu(d)”,

como v(d) = 0 obtemos,

v(r) =+ %(al2 — z?).

e Repare-se que a velocidade tem o valor méaximo para x = 0, que é o
ponto de equilibrio da mola e que & medida que se afasta de x =0 a
velocidade diminui até zero, quando estd em = = d.

10.3.2 Trabalho de uma forca constante em médulo, di-
reccao e sentido

e Calculemos o trabalho realizado para mover entre A e B uma particula
de massa m sob a accao de uma forca F' que é constante em modulo,
direccao e sentido,

B
/dF: F - (75 — Ta).

B
W:/ﬁ-dﬁ:ﬁ.
A A
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10.4. A energia potencial e as forgas conservativas

e Conclui-se que neste caso, o trabalho é independente da trajectoria que
a particula segue quando vai do ponto A para o ponto B, i.e. se a forca
F ¢é constante em mdodulo, direccao e sentido o trabalho sé depende do
cdleulo de F - 7 no fim e no inicio da trajectoria.

e Uma aplicacao, muito importante, deste resultado é quando a forca em
questao € o peso da particula.

e J4 vimos anteriormente que na superficie da Terra podemos considerar
0 peso como uma forca constante em modulo, direccao e sentido.

e Considerando por exemplo o movimento duma particula entre os pontos

TAa=2xA0+Ya)

B =1Tpl+YnJ,
sendo o peso da particula dado por

P= —mg ).

e O trabalho realizado sobre a particula entre estes dois pontos é,

=P - (75 — Ta)

=-—mg)-(xpl+ypj—Tal—yaj)

=—mg(yp — ya)

=mgys — Mygys. (10.7)

e Repare-se que neste caso o trabalho so depende da diferenca de altura
entre os dois pontos A e B.

10.4 A energia potencial e as forgcas conserva-
tivas

e A situacao ilustrada anteriormente é um exemplo de uma grande e
importante classe de forcas chamadas, for¢as conservativas.
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10.4. A energia potencial e as forgas conservativas

Uma forca é conservativa quando o trabalho que ela realiza sobre uma
particula € independente da trajectoria que a particula seque, e apenas
depende do valor que a quantidade E, tem nos pontos final e inicial da
trajectoria.

A quantidade E, é chamada energia potencial da particula e é fungao
das coordenadas da particula E,(x,y, 2).

Logo se F' é conservativa,

B
W:/fwﬁ:@A—@B (10.8)
A

Resumindo:

— W = AEFE, é sempre verdade para qualquer forca.
mas,

— W = —-AE, s6 é verdade se a forca for conservativa.

10.4.1 Forgas conservativas, independéncia da trajecto-
ria

e Na eq. 10.8 mostramos que o trabalho realizado por certo tipo de forcas
é
W =-AE,

e Ou seja s6 depende do valor que a energia potencial £, tem no fim e
no inicio da trajectoria e nao depende da trajectoria em si.

e Outra forma de mostar esta independéncia da trajectoria é conside-
rando um percurso fechado, i.e. a particula vai da A a B e depois
regressa a A.

e Neste caso, da eq. 10.8, o trabalho total é,

A
W:/ﬁwﬁz@ﬁ—gﬂzo (10.9)
A
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10.5. Energia potencial gravitica e elastica

O que significa que ao longo de parte da trajectoria o trabalho é positivo
e ao longo da outra parte o trabalho é negativo mas com o mesmo valor
absoluto.

e A eq. 10.9 é outra forma de dizer que as forcas conservativas nao rea-
lizam trabalho ao longo duma trajectoria fechada e pode ser adoptada
como defini¢cao de forca conservativa.

10.5 Energia potencial gravitica e elastica

Energia potencial gravitica

e Ja vimos anteriormente (eq. 10.7) que o trabalho realizado pelo peso
de uma particula quando esta vai de A a B ¢é dado por,

W =mgya — mgyp.

e Ou seja a energia potencial gravitica para uma particula que esta a
altura y é

E, = mgy
Energia potencial elastica

e Calculemos de forma andloga a energia potencial elastica duma mola,
considerando uma particula de massa m que esta sujeita a forga eléstica
duma mola com constante de elasticidade k.

e Consideremos que o movimento se da ao longo do eixo X e que a
particula vai do ponto A para o ponto B.

81



10.5. Energia potencial gravitica e elastica

e Neste caso temos que F' = —kx 1 e dr = dx 7 entao,

_a KB 10.10
5 5 (10.10)

novamente o trabalho é funcao duma quantidade que depende apenas

dos pontos, iniciais e finais da trajectoria.

e Essa quantidade é a energia potencial eldstica associada a forca da mola,
quando a mola estd a uma distancia x do seu ponto de equilibrio,

k‘ 2
E, = % (10.11)

10.5.1 Obtencgao da forca conservativa a partir da ener-
gia potencial

e Para uma trajectoria entre dois pontos quaisquer A e B vimos que o
trabalho realizado por uma forca conservativa ¢ dado por

W = —AE,

e Se os pontos A e B estao muito proximos, a uma distancia infinitesimal
um do outro, o trabalho elementar realizado é,

dW = —dE, (10.12)

e Esta equacao é equivalente a eq. 10.1 que diz que dW = F - dF ou
a eq. 10.2 que diz dW = F;dr ou seja o trabalho num deslocamento
elementar dr é o produto da componente tangencial da for¢a pelo des-
locamento.

e Entao da eq. 10.12 e da eq. 10.2 vem que,

Fydr = —dE,
logo podemos também escrever que,
dE
F=-——2
! dr

ou seja podemos obter a componente tangencial da forca conservativa
através da deriwada da energia potencial ao longo da tangente.
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10.6. Conservagao da energia de uma particula

e No caso do movimento unidimensional é facil exemplificar a situacao
anterior, pois neste caso I’ = F;.

e Por exemplo para uma particula que se move ao longo do eixo X sob
a accao de uma forca F), vem,

F,dx =—dE,
logo
dE
F,=—-—-2 10.1
. (10.13)

e Consideremos o caso duma particula sujeita a uma forca elastica.
e Como vimos atras (eq. 10.11) a energia potencial elastica é dada por,

ka?
Br=ry

entao aplicando a eq. 10.13 vem,

que é precisamente o valor da forga eléstica.

10.6 Conservacao da energia de uma particula

Energia mecanica

e Quando a forca que actua numa particula é conservativa vimos que

W = —AE,

e Também mostramos que para qualquer tipo de forca

W = AE,

e Combinando as duas relacoes temos,

AE, = — AE,
EC,B - EC,A —Lip A — Ep,B
E.p+ E,p=Fca+ Epa

a quantidade Er = E, + E, é chamada a energia mecdnica total da
particula Er.
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10.6. Conservagao da energia de uma particula

e A relacdo anterior apenas mostra que a energia mecanica total das
forcas conservativas é constante ou seja,

Er = E. + E, = constante (10.14)

e Havendo conservacao da energia mecdnica durante um movimento im-
plica que a energia da particula € transferida da forma cinética para
potencial e vice versa, de modo que a soma das duas permanece cons-
tante.

) mola em equilibrio
e Vejamos como exemplo o caso da forca

elastica, que ja mostramos antes ser P\/\AAMFI—‘
uma forca conservativa, considerando } n .7
um sistema constituido por uma massa 0
m presa a uma mola (de massa despre- ] )
zével) com constante elastica k. mola distendida
F.
e Quando a mola estd em equilibrio a AVAVAVAVAVASS =
massa estd em x = 0. } O“CL z

° 1C1 2 - ..
Inicialmente a massa ¢ largada em re mola comprimida
pouso de z = a. F

e

e Quanto tempo demora a massa a PVVWV\/‘H’

; >
deslocar-se até r = —a? a0

e A energia mecanica total da massa m serd constante e igual a sua
energia cinética mais a energia potencial,

ETotal :Ec + Ep

1 1 1
éka2 =—mv? + —kz?

2 2
ETotal [ B ETotal = Ec + Ep
— FE.= %va
. B —1pg?
g » = ykx
g
=
62|
Of ! ! ]
—a 0 a
X

particula oscila entre —a e a
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10.6. Conservagao da energia de uma particula

e Podemos entao escrever,

1 1 1
EkaQ zémvz + 51{:932
k
2 R 9 o
v —m(a x)

v :,/%(Cﬁ —2?)

e Sendo v = dz/dt temos,
dx k
2 22 — g2
dt m(a )
d
dt =————2
Ve —a?)
e Como o lado direito s6 depende de x e o lado esquerdo s6 depende de
t podemos integrar ambos os membros ficando,

t a d
a2
A

m oz . . 2 o
e m,/7 €0 tempo que a massa demora a ir de x = a até v = —a.

e Para voltar novamente a £ = a demora outro tanto.

e Neste caso a massa m executard oscilagoes em torno de x = 0 com

periodo T' = 27/

e Durante cada oscilacao a massa m troca continuamente energia cinética
com energia potencial de modo a manter a energia total constante.
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10.6. Conservagao da energia de uma particula

86



Aula 11

Trabalho e energia, continuacao

11.1 Exemplos de aplicacao

11.1.1 Exemplo: altura minima para descrever umlooping

Exercicio 21

Determine a altura minima da qual deve partir a bola, em repouso, para fazer
o looping (ver figura), supondo que a bola desliza sem rolar e sem atrito.

At @

7 B

©

R U
5 U
Qv o
v
Y o ____ == o> ______

A particula completa o looping se, ao atingir o ponto B, ainda estiver em
contacto com a superficie, o que implica que nesse ponto a reaccao normal
N #0.
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11.1. Exemplos de aplicagido

Ar @
17 =
IV N
R v
7 N/P. NvU
At %F. P
Yot S

A conservacao da energia mecanica da particula entre, a sua posicao ini-
cial A e a posicao B impoe que,

Er(A) =Er(B)
EC<A) + EP(A) :EC(B) + Ep(B)
E,(A) =E.(B) + E,(B)

pois como a particula parte do repouso, E.(A) = 0.
Assim vem,

1
mgh :Emv% +mg2R

1
h :gzﬁg +2R. (11.1)

Por outro lado no ponto B, a 2% lei de Newton implica que,
2

(%
N+P=m-2.
+ mR

A velocidade limite minima que a particula pode ter em B para completar o
looping ocorre quando N = 0.
Assim podemos encontrar vp,

vh = gR,

e substituindo na Eq.11.1 obtemos o valor de h pretendido,
h L2 + 2R
=—
2g B

1
=—gR+2R
29

SR
_on

88



11.1. Exemplos de aplicagéo

11.1.2 Exemplo: Voo dum projétil

Exercicio 22

Um projétil é langado com uma velocidade inicial vy que faz um angulo 6 com
a horizontal. Desprezando o atrito use a conservagao da energia mecanica e
mostre que o moédulo da velocidade v do projétil quando este se encontra a
uma altura h qualquer acima do solo é independente de 6.

g = \/vs — 2gh
h
x=

A conservacgao da energia mecanica do pojéctil entre, a sua posicao inicial e
a posicao quando estd a uma altura y impoe que,

Erg =Ery,
EcO —Ech + Eph
1 |
5MUy =5 + mgh,

11.1.3 Exemplo: Subida duma rampa

Exercicio 23

Um bloco, de massa m, sobe com velocidade inicial 7y uma rampa inclinada
de um angulo 6 com a horizontal. O atrito entre o bloco e a rampa é des-
prezavel. Usando a conservacao da energia mecanica mostre que a altura
maxima h, atingida pelo bloco é independente de 6.

U
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11.1. Exemplos de aplicagido

A conservacao da energia mecanica do bloco entre, a sua posicao inicial
e a posicao quando esta a uma altura y impoe que,
ETO :ETy
Eeo + Epy =FEc, + Epy.

O bloco atinje a altura méxima quando a sua velocidade é zero logo E., = 0
obtendo,

1
§mv§ + mgyo =mgy
I
29

onde h = (y — o).

11.1.4 Exemplo:Forg¢a central
Exercicio 24

Uma forca no plano XY ¢é expressa por F = —T%(xi +vy7]), onde b é uma
constante positiva e r = /2 + 2.

(a) Mostre que o moédulo da forga varia com o inverso do quadrado da
distancia a origem e que o seu sentido aponta, radialmente, para a origem.

(b) Se b = 3 Nm?, determine o trabalho realizado por essa forga sobre
uma particula que se move ao longo de uma trajectoria em linha recta entre
uma posicao inicial z =2 m, y = 0 m e uma posicao final t =5 m, y = 0 m.

(c) Determine o trabalho realizado por essa for¢a sobre uma particula que
se move uma vez em torno de um circulo de raio » = 7 m centrado na origem.

(d) Sendo essa a inica for¢a actuante sobre a particula, qual é a velocidade
da particula quando ela se move ao longo dessa trajectoria circular? Admita
que a massa da particula seja m = 2 kg.

(e) Mostre que essa forca é conservativa.

(a) Usando o vector posi¢do de um ponto de coordenadas (x,y), 7 =
x 1+ y ) podemos escrever a forca como,

F=——(zi+y))

=y

SR A RS RS
Sy
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11.1. Exemplos de aplicagéo

mas 7/r = 7 i.e. & o versor do vetor posi¢do 7. Assim temos,

b

T2

P -
logo 0 modulo da forga ¢ b/r?, a direcao é a do versor 7 e o sentido é o
contrario ao versor devido ao sinal —, i.e a forca aponta para a origem do

referencial.
ecordando a Eq.10. efinicao de trabalho de uma forca temos,
b) R dand Eq.10.3 (definicao d balho d i F

Da definicao de trabalho de uma forca F temos,
B

W= / F-di
A

fazendo dl = dz i obtemos,

B
i+y)) - dui
; B/Q(xz
4 I—I—y
TR !
=— | —————uwxdri-1
/xQ 213/2 ’
S @4y

comoxa =2, xg=5y=0e 7-72=1 vem,
/ 9
=—b —d =——1J
T
2

(c) Neste caso sendo dftangente a trajectoria circular e sendo a forca radial,
conclui-se que dl é perpendicular a F'.

e Logo F-dl =0 e o trabalho é nulo.

e Como se mostra este resultado algebricamente?

A
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11.1. Exemplos de aplicagido

(d) Se a particula descreve uma trajectoria circular com velocidade cons-

tante, a forca centripta ¢ igual ao médulo da forca F',

b v
— =m—
72 r
b
v =——
mr
v =0.46m/s.

(e) Vimos na b) que o trabalho da for¢a F' num deslocamento segundo x

e,

b
W ==

,
Tomando um deslocamento numa direccao arbitraria,

dl = dr# + rdfd

sendo 6 perpendicular a 7, o trabalho fica,

W:/ﬁ-df
_ / iy (drf‘JrrdQé)

o mesmo resultado obtido antes, logo o trabalho s6 depende da posicao.

A forca F' é conservativa.
A energia potencial associada a esta forca é F, = b

A forca eletrostdtica e a forca gravitica tém a mesma estrutura de ﬁ, logo

sao forcas centrais.
11.1.5 Exemplo: Conversao de energia pot. gravitica

em elastica

Exercicio 25

92



11.1. Exemplos de aplicagéo

Um corpo de massa m é largado do topo dum plano inclinado que faz um
angulo a com a horizontal. A posicao inicial do corpo esta a uma distancia
L duma mola de constante elastica k. Usando a conservacao da energia
mecanica calcule a deflexao maxima, d que a mola sofre quando o corpo a
atinge. Despreze as perdas por atrito.

A conservagao da energia mecanica do corpo entre, a sua posicao inicial
e a posicao final quando comprime a mola de uma deflexao méxima d impoe
que,

Ep; =Er;
Ep grav.; + Ep elst.; + Eci :Ep grav. f + Ep elst.f + ch

Nos instantes ?; e ty o corpo estd em repouso logo,
Ecz' = Lef = 0
repare-se que também se verifica que,
Ey cst.; =0
Podemos também escolher,

E

p grav.§ — 0

Restam entao os termos,

A altura relativa & maxima compressao da mola é h = (L + d) sin « logo,

d2
mg(L + d)sina = k;

L
d? — 2d@ sin o — 2mg

k k

, \/ ( sz)

sino+ 4/sina | 1 + —
mg

sina =0

mg
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11.2. Equilibrio estavel, instavel e neutro

Para a = 0 o corpo nao se move logo d = 0.
Para a = 90 o corpo cai na vertical e,

d="4 <1+,/1+%—L>
k mg

11.2 Equilibrio estavel, instavel e neutro

e Recordemos que,
dr,

* dx
e A forga aponta no sentido em que a energia potencial decresce.

e Uma particula sujeita apenas a forcas conservativas esta em equilibrio

se,

E = tant

F,(z) =0 quando {dé)p((f)) gons ante
Tdo

e Podemos distinguir 3 tipos de equilibrio:

equilibrio neutro
Se I, = constante numa regiao do espaco entao nessa regiao a parti-
cula esta em equilibrio neutro

equilibrio instdvel
Num maximo da energia potencial
dE,(x) d*Ey(z)

———=0A

dx dx? s

equilibrio estdvel
Num minimo da energia potencial

dEy(z) .  d*By(x)
e 0 A 2 >0
Equilibrio
E,(z), instavel

Equilibrio
neutro Equilibrio

estavel

E%‘
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11.3. Trabalho e conservagdo da energia na presenga de for¢as nao conservativas

11.3 Trabalho e conservacao da energia na pre-
senca de forcas nao conservativas

e Se numa particula actuarem forcas conservativas e nao conservativas o
trabalho total W é a soma do trabalho realizado pelas forcas conser-
vativas —ALE), com o trabalho realizado pelas forcas nao conservativas
w’,

W =-AE,+W
como o trabalho total é sempre igual & variacao da energia cinética
temos,
AE, =—AE,+ W'
E.p+Eyp—Eea— Epa=W

o Neste caso a quantidade E. + E, nao permanece constante e nao € a
energia total da particula.

11.3.1 Exemplo: Trabalho da forca de atrito

Exercicio 26

Um corpo de massa m foi lentamente puxado por uma forca ﬁ, primeiro

por um monte acima e depois para baixo. Durante todo o percurso, feito a

velocidade constante, a forca F manteve-se sempre paralela ao deslocamento.
Considerando que o coeficiente de atrito é p., o comprimento da base do

monte é 2L e a altura é H, calcule o trabalho realizado pela forca F.

subida A Y descida

dﬁm

—-L L
subida A Y descida
|
- [ - N
NoE | /
"y — ,
A - - H
.(I /\\ | «
) | P
P l
i e it L e e e — - - - o>
—L L
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11.3. Trabalho e conservagao da energia na presenga de forgas ndo conservativas

e Na figura estao representadas as forcas que actuam no corpo durante
a subida e a descida.

e A forga Fé tangente ao caminho.
e O angulo que a tangente faz com a horizontal é «.

subida

A
I
= I
N 7 I
Oy !
e - H
o N
AY O :
F l
s e i e >
—L L

e Da 22 lei de Newton o modulo da forca F ¢ dado por,

F=Psina+ A
=Psina + u.N

como N = P cosa vem,

=P (sina + p. cos a)

e O trabalho elementar realizado pela forca F é,

dW =F - dr
como F || dF entdo,

=Fdr
=P (sina + p1. cos o) dr

e Note-se que drsina = dy e que dr cos o = dx assim,

AW =Pdy + Pp.dx

e Entao o trabalho total realizado na subida é,

H 0
Wsubida:/P dy+/PMc dx

0 —L

—PH + Pu.L
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11.3. Trabalho e conservagdo da energia na presenga de for¢as nao conservativas

e Repare-se que PH = mgH ¢é a variacao da energia potencial gravitica
entre a base e o topo do monte.

e e
''o
Ll
SN K
oy 2

e Da 22 lei de Newton o modulo da forca F durante a descida ¢ dado
por,

F=Psina— A
=Psina — pu.N

como N = P cosa vem,

=P (sina — . cos a)

e O trabalho elementar realizado pela forca F na descida é,

AW =F - d7
como F e df sio antiparalelos entao,

= — Fdr

=— P(sina — p.cosa)dr

e Note-se que drsina = —dy e que dr cos o = dx assim,

dW =Pdy + Pu.dx

e Entao o trabalho realizado na descida pela forca F é,

0 L
Wdescida = / P dy + /P,Uc dx
H 0
=—PH+ Pu.L
e Repare-se que —PH = —mgH ¢ a variacao da energia potencial gravi-

tica entre o topo e a base do monte.
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11.3. Trabalho e conservagao da energia na presenga de forgas ndo conservativas

e Somando o trabalho total realizado (subida + descida) vem,

Wsubida + Waescida =P H + -P,ucL — PH + P/LCL
=2u.PL

e O trabalho total realizado pela forca Fé apenas igual ao trabalho da
forca de atrito.
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Aula 12

Momento angular de uma
particula

12.1 Definicao de vetor momento angular

e Como vimos antes uma quantidade fisica crucial na 2% lei de Newton
¢ a quantidade de movimento de uma particula, também chamada de
momento linear, p = mu.

e (Quando uma particula roda em torno de um eixo podemos definir uma
outra quantidade fisica igualmente importante em mecanica, o mo-
mento angular, L.

e O momento angular em relacao
ao ponto O, de uma particula de
massa m que se move com velo-
cidade v é definido como,

L=rxp
=7 X mv

=rmuo sin [ k

onde 7 ¢ o vetor posicao da particula relativamente a O e p’= mu é o momento
linear da particula que faz um angulo g com 7.

e Da definicao de produto vectorial (ver Eq. 2.1) resulta que L ¢ perpen-
dicular ao plano definido por 7" e v.

e Quando o movimento da particula se mantém sempre no mesmo plano,
a direccao de L € constante.
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12.2. O momento da forga ou torque

e Se a trajectoria da particula é um circulo, entao 7L v e da Eq. 5.14 vem,

—

L=rmvk
=rmwr k

=mriwk (12.1)

e Neste caso & tem a mesma direccao de L,

—

L =mr*d
=Ia.
I = mr? é o momento de inércia da particula relativamente ao eixo em

torno do qual roda

e A massa de inércia m cracteriza a dificuldade que uma particula oferece
a mudanca do seu movimento de translagao

e O momento de inércia I cracteriza o dificuldade que uma particula
oferece 4 mudanca do seu movimento de rotacao.
12.2 O momento da forga ou torque
e Quando uma particula sob a accao de uma forca F roda em torno de um

ponto O é conveniente definir uma grandeza fisica chamada o momento
duma for¢ca T ou torque como,

T=rxF,

sendo 7 o vetor posi¢ao da particula (onde a forga Fé aplicada) rela-
tivamente ao ponto O.
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12.3. Relagao entre momento angular e torque

Recordando a definicao de produto vectorial vem,
F=FxF

—rFsinf k.

Notando que b = rsin # podemos ainda escrever o torque em funcao de
b como,

T =bFe.

O torque da forca nao varia quando esta se desloca ao longo da sua
linha de accao, pois b mantém-se constante.

A b chama-se o brago da forga.

12.3 Relacao entre momento angular e torque

e Calculemos a derivada do momento angular em relacao ao tempo,

dL d

E—a(rxﬁ)
—d—Fx*—i—de—ﬁ
_dt p I

dt

mas dr/dt = U e p=m, i.e. U | plogo ¥ x p'= 0, entao

=

dL _
E:’FXF

e Usando a 2 lei de Newton (F = dj/dt) obtemos,

e Ao termo do lado direito chamamos o momento da for¢a ou torque da
forca 7 =7 x F relativamente & origem O.
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12.3. Relagdo entre momento angular e torque

e Obtemos assim a relagao entre o momento angular e o torque da forca,

—

L _ » (12.2)
dt = T. .

e Concluindo o torque da forca aplicada a uma particula € igual & varia-

¢ao no tempo do momento angular dessa particula.

e Esta equacao ¢ tao importante para a rotacao como a 2% lei de Newton
para a translacao.

e Chama-se a atencao que tanto L como 7 tém de ser calculados relati-
vamente ao mesmo ponto para que a Eq. 12.2 seja valida.
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Aula 13

Sistemas de Particulas

13.1 Mecanica de muitas particulas

e Até aqui estudamos a dindmica de uma particula, aplicando a 22 lei de
Newton apenas a uma particula.

e Em seguida estudaremos a dinamica de muitas particulas.

e O problema da aplicacao da 22 lei de Newton a um ntimero arbitrario
de particulas nao tem solucao analitica para sistemas com mais de 3
particulas.

e Assim o estudo ird focar-se na definicao de alguns conceitos e propri-
edades gerais uteis como o centro de massa, leis de conservagao do
momento linear, momento angular, energia.

e Estudaremos também a dindmica de um sistema de muitas particulas
especial, o corpo rigido.

Forcas internas e externas ao sistema

e No estudo de sistemas de particulas ¢ importante distinguir as fronteiras
do sistema: quais as particulas que estao no sistema e quais as que estao
fora.

e Desta forma poderemos separar as forcas que actuam numa particula
em duas classes: as forcas internas, Fj,; ao sistema das externas, F,.;
ao sistema.

e A dinamica de uma particula i do sistema sera dada por,
dpi

F:ini ﬁexi:_
i et =
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13.2. O centro de forgas paralelas

A equacao do sistema

e A forca total que actua no sistema com N particulas é,

N N N g,
;Ent,i+;Fext,i: dt

i=1

Pela 32 lei de Newton Zfil F’mtz =0.

dﬁi _ dzlﬁz
idt T dt

e Como a soma de derivadas ¢ igual & derivada da soma, >
> N — 4 . .
e Repare-se que P =) ., p; ¢ o momento linear total do sistema.

e Denominaremos também a forga externa Total do sistema por F,;, =

N =
Zi:l F ext,i
A equacao do sistema

e Podemos escrever a forca total que actua no sistema como,

. dp
FextT :d_t

e Concluimos que a dindmica do sistema € apenas ditada pela forca ex-
terna total que actua no sistema.

e Notar que ﬁemt pode ser qualquer forca.

13.2 O centro de forcas paralelas

e Consideremos um sistema de varias forcas Fj, todas, paralelas ao vector
unitario € tais que, F; = F;eé.

gj+5§+lg:j

—
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13.2. O centro de forgas paralelas

e A soma vectorial de todas estas forcas é,
Foyne-e(yn)

i.e. a forca resultante F também é paralela a é.

e O vector soma dos torques é,
?=§ﬁ-><Fz~= Eﬁxéﬁ’i:(E ﬁE)xé,

que é perpendicular a € e consequentemente também perpendicular a

F.

e Podemos agora perguntar qual serd a posicao r. na qual podemos aplicar
F para obter 77

Te X F' =7

7 X é (ZF> = (Zm) x

reordenando o lado esquerdo obtemos

[ﬁ<2;ﬂ) xé:<§:ﬁﬂ>xé,

i
esta equacao é satisfeita se 7. (), F;) = Y, 7 F; ou seja,

e ZZFZ
T Fy A+ Fy + 3 Fy A
I R N L
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13.3. Centro de massa de uma distribui¢do continua de massa

—

—

gj—i—%{—l—{j’:j

e O ponto definido por 7. é o chamado centro de forcas paralelas.

e Consideremos um corpo que é constituido por ¢ particulas cada uma
com peso P, =m; g.

e Se 0 corpo nao é enorme, entdao os vectores P; sao forgas paralelas e
podemos calcular 7, como,

:EZJ (13.1)
iﬂl/i g
_ 2T (13.2)

B Zimi’

a primeira destas equacoes define o centro de gravidade de um corpo
enquanto a segunda define o centro de massa desse mesmo corpo.

e Exceptuando corpos muito grandes (tdo grandes que g teria de variar
ao longo do corpo) o centro de massa coincide com o seu centro de
gravidade.

13.3 Centro de massa de uma distribuicao con-
tinua de massa

e Assim o centro de massa dum ntimero finito de 7 particulas, cada uma

2

com massa m; €,
= 2T
CM ———=
> imy

== ! ! 13.3
7 AL v A M v (13.3)

onde M =)".m,; é a massa total.

e Consideremos um sistema com um niimero muito elevado de particulas,
tendo cada particula uma massa muito pequena dm.
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13.3. Centro de massa de uma distribuigdo continua de massa

Se podermos considerar que todas as particulas formam um corpo con-
tinuo entao o seu centro de massa é calculado usando,

. ff'dm
rem = fdm

e Se a massa do corpo estiver distribuida num volume V', cada ponto tem
uma densidade volumica de massa p = dm/dV.

e Ou seja a massa de um volume elementar é dm = pdV'.

Entao o centro de massa deste corpo é,

ff”dm

[dm

[ FpdV

T M

_Japavi . [ypdV j . [ 2pdV k
M M M

onde M = [dm = [ pdV é a massa total.

rem =

(13.4)

e Se o corpo for homogéneo, p é constante e nesse caso a equagao anterior
fica mais simples,

fdei+fdej+fzdv1%
v % Vo

onde V = [dV.

—

rem =

e Se a massa estiver distribuida por uma superficie de espessura despre-
zavel entdo um elemento de massa dm que ocupa uma area dS tem
uma densidade superficial

dm

~ds

g

e O vetor posicao do Centro de Massa é dado por,

. _fFUdS
Trceym — Vi .

e Se a massa estiver distribuida por um fio de comprimento L e de es-
pessura desprezavel entao um elemento de massa dm que ocupa um
comprimento elementar dl tem uma densidade linear de massa

dm
A= ——
dl
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13.3. Centro de massa de uma distribui¢do continua de massa

e O vetor posicao do Centro de Massa ¢ dado por,

L [
rem = M

13.3.1 Exemplo: CM de uma distribuicao discreta de
massas

Exercicio 27

Calcule a posicao do centro de massa do sistema constituido pelas seguintes
5 massas pontuais, m; = 100 kg, my = 10 kg, ms = 10 kg, my = 50 kg, ms =
40 kg. As massas encontram-se localizadas nos pontos com coordenadas (em
metros) 1 = —10,y;1 = 0, 29 = 5,y2 = —10, 23 = 5,y3 = 5, 14 = 5,94 = 1,
rs = 8,y5 = 0.

5 j m3 T T 71 \i
K2R my s |
L 5 |
0@ ° .
>

—5F N
—10} mz. .
| | | I

—10 -5 0 )

X

Da definicao de 7¢ps vem,

:

Tim;
i=1
5

Toem =
Z m;
=1

XMy + Tamg + T3mg + Tamyg + TzMms
n mi1 + Mo + M3 + My + Mg

Yimy + YaMma + Ysms + Yamy + Ysms .
mi + Mo + M3 + My + M5

a componente y é nula logo,

L 3300
"M =To10

= —1.571
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13.3. Centro de massa de uma distribuigdo continua de massa

5| mg l .
Tom m ms
0 7‘m1 ot ‘0 o
=y

5] -
~10| S

| | ‘ :

-10 -5 0 5

T

13.3.2 Exemplo: Centro de massa de um semi-aro ho-
mogéneo

Exercicio 28

Calcule a posicao do centro de massa dum semiaro de raio 7, fino e homogé-
neo.

Para um sélido homogéneo a posicao do centro de massa é dada por,

. [ Fdm
ey = .
fdm

Sendo o aro fino e homogéneo, conside-

ramos que a massa do aro se encontra Y m
distribuida uniformemente ao longo do
seu comprimento L.

Entao podemos definir a densidade li-
near de massa A = dm/dL que é uma
constante.

QU

NS
X
=

xz

Logo dm = X dL e como dL = rdf e 7 = r(cosfi + sinfj) vem,
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13.3. Centro de massa de uma distribui¢do continua de massa

L [P
oM =N AL

Ar? [(cosBi+sinf j) df Yy
0

Ar [ do
0 A
T rom
r{sin&i—cos@j} z
0

T
2r)

T
13.3.3 Exemplo: Centro de massa de uma placa

Exercicio 29

Calcule a posicao do centro de massa da placa homogénea indicada na figura.

0.8

0.6
P

06 0.8

Vamos resolver este problema de trés modos distintos mas totalmente
equivalentes entre si.

CM,

0.8

O 1° consiste em considerar duas pla-
cas rectangulares e apo6s calcular o CM 0.6
de cada uma (relativamente ao mesmo =
referencial) calcular o CM da placa ini-

cial combinando os resultados obtidos

para as placas em separado.

0.6 0.8
x
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13.3. Centro de massa de uma distribuigdo continua de massa

Assim usando o facto que a massa da placa M se encontrar distribuida
uniformemente ao longo da sua area A definimos a densidade superficial de
massa 0 = M /A = constante.

Da definicao de 7oy, vem,

2
> Tim;

rem =—

> m;
i=1
_ T1my + TaMmg Pt Yyimy + Yama
mi + ma mi + may
1
O’Al + O'AQ

|:<ZL‘10'A1 + 1720‘142) i—l— (y10A1 + y20A2> j:| s

o factor comum o cancela-se e o resultado é,

1

Fom 1A [(mlAl + 2A2) 1+ (y141 + y2As) J]

L (927401727
052 (221+0172])
—0.427 +0.33),

O 2° modo de resolugao consiste em considerar duas placas rectangulares,
uma com massa positiva e outra com massa negativa.

0.8 0.8 0.8 <0
0.6 0.6 0.6
> — > _|_ SN

N
D-60.8 608 D-60.8

Entao vem,

1My — TaMya . Y111 — Yoo 7

1+
myp — My my — My
1 > ~
T oA — oA, (w1041 — 220 43) i+ (y10 A1 — 420 A) ]
1
(227 +0.172))

~0.52
—0.427 4+ 0.33j,

Finalmente no 3° modo de resolucao vamos usar a forma integral de 7o .
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13.3. Centro de massa de uma distribui¢do continua de massa

Reescrevendo 0 = dm/dA entdo dm = o dA e como dA = dzdy e 7 =
r1+yjvem,
. [ 7o dA
M= A
o [[(zi+y]) dedy
- o [[ dzdy

:W[//xdxdyw//ydxdyj],

o integral no denominador é simplesmente a area da placa, 0.52 m?

—0.427 + 0.33 ),
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Aula 14

As leis de Newton e o movimento
do centro de massa

14.1 O movimento do centro de massa

e Derivando em ordem ao tempo a Eq. 13.3 obtemos,

drom _i <Z,Fzmz)

dt  dt M
Vom _M ;mz%
1 —

onde Ucys € a velocidade do centro de massa.
e Repare-se que p; = m;U; é o momento da particula .

e Entao podemos escrever também,

T = — S (14.2)

e Derivando Uy em ordem ao tempo obtemos a aceleracao do centro de
massa oy,

dicy d [ 1 .
at dt (M ;m’v’>
acm :M Zsz

1
LS na (143
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14.2. As leis de Newton e o movimento do centro de massa

14.2 As leis de Newton e o movimento do cen-
tro de massa

e Da 2% lei de Newton a quantidade m;a; é a resultante de todas as forcas
que actuam na particula ¢, i.e. F; = m;d;.

e Assim ) . F; é a forca resultante que actua no sistema.

e Mostramos antes que esta forca é a resultante das forcas externas ao sis-
tema, Fl,;;, porque da 3% lei de Newton a resultante das forgas internas
ao sistema anula-se.

e Logo,

Micy =) | Fiats, (14.4)

ou seja, o centro de massa do sistema move-se como uma particula de
massa M = ) . m, e aceleracdo dc sujeito a forca resultante de todas

as forcas externas Fi ;.
e A importincia deste resultado € enorme, pois permite-nos estudar o

movimento dum sistema com muitas particulas sem termos de nos pre-
ocupar com as forcas entre elas.

o Apenas necessitamos de conhecer a resultante das forcas externas e
estudar o movimento como se toda a massa do sistema estivesse con-
centrada no CM.

e Por exemplo, lancando uma granada ao ar o seu voo serd o de um
projéctil que descreve uma parabola.

e No caso de a granada explodir no ar, o seu centro de massa continua
a mover-se seguindo a mesma parabola, apesar dos fragmentos voarem
em direccoes diversas.

14.3 Lei da conservacao do momento linear

e Vimos antes que,

— 1 —
VoM = szz (145)
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14.4. Trabalho e energia cinética de um sistema de particulas

entao podemos escrever,

E Fext,i =Mdcm
i

dvcnr
=M
dt

e Designando o momento linear total do sistema por P= > . ; podemos
concluir que,

—

., dP
; Fext,z’ - E

e Concluimos entao que se a resultante das forcas externas € nula, o
momento linear do sistema permanece constante.

14.4 Trabalho e energia cinética de um sistema
de particulas

e Consideremos um sistema composto por duas particulas de massa m; e
mo

e As particulas estao sujeitas as forcas
- externas F] e I

- e internas Fio e Fyy

e A equacao do movimento de cada particula é,
md@; =Fi + Fiy
Moy =Fy + ﬁ21,
onde pela 3% lei de Newton ﬁlg = —ﬁgl.

dFl (& dfz

e Num pequenissimo intervalo de tempo dt cada particula se desloca de
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14.4. Trabalho e energia cinética de um sistema de particulas

e Multipliquemos escalarmente as equagoes do movimento pelos desloca-
mentos respectivos,

mlc_il . dfl :Fl . dfl + F12 . dfl

mgag'dfg :FQ‘dFQ_f‘FQl‘dFQ

e Somando as equacgoes obtemos,

m]_C_L']_'dF]_‘i_mgd)Q‘dT_"Q:ﬁ]_‘df]_“‘ﬁQ‘dFQ‘{—ﬁ]_Q‘(dF]_—dfg) (146)

e Mas

d—v~dF:d17~%:Udv

.d_"
" dt

ST

47 — diy =d (7} — ) = difys.

e Usando estes dois resultados a Eq. 14.6 pode ser simplificada ficando,

mldl dfl +m2072 dfg :ﬁl dfl —|—ﬁ2 d?r2‘|‘
Fia - (dF, — di)
101 dUl —+ Moy dUQ :ﬁl . dFl + ﬁg . d’FQ"’

Fip - dria,
e Integrando esta equagao desde um instante inicial ¢; até um instante
final ¢y vem,

’Ulf

V2
/ mqvq dUl + %) dvg
v, v,

Vv

I

Ty T2y Ty
= /ﬁl - dFy + /ﬁz-dfz+/ﬁ12-dflg, (14.7)
7‘\11. VT'Qi B T
11 111
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14.4. Trabalho e energia cinética de um sistema de particulas

O termo I representa simplesmente a variagao da energia cinética pois,

vig V2
/ mqvy d’Ul + / MoV dvg
v1, v2,

B mlv%f B myvs, N mzvgf B mav3,
N 2 2 2 2
[ mand, N mavs, mivi N mav3,
N 2 2 2 2
=L, f — Ec,i

=AFE,

O termo II representa o trabalho total W.,; executado pelas forcas
externas entre ¢; e ty.

O 1ultimo termo III representa o trabalho total W;,; executado pelas
forcas internas entre t; e t;.

Usando estes resultados podemos escrever a Eq. 14.7 como,
AEC - Wext + W’intu (148)

ou seja, a wvariacao da energia cinética de um sistema de particulas
¢ igual ao trabalho realizado sobre o sistema, pelas forcas externas e
mnternas.

Este resultado é vilido para um sistema com qualquer niimero de par-
ticulas.
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14.4. Trabalho e energia cinética de um sistema de particulas
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Aula 15

Colisoes

15.1 Impulso de uma forga

e Define-se o impulso I de uma forca como,
t
= / Fdt
to
e Da 2% lei de Newton temos,
F=—
dt

integrando vem

t P
/ﬁdt:/dﬁ
to Do

—

I'=p—po

15.1.1 Exemplo: Forca durante uma colisao automével

Exercicio 30

Um carro que se desloca a 50 km /h, numa estrada horizontal, sofre uma coli-
sao frontal com uma parede. Estime a forca exercida pelo cinto de seguranca
num passageiro, com uma massa de 75 kg, durante a colisao nas seguintes

situacoes:

a) a frente do carro deforma-se 10 ¢cm durante a colisao.
b) a frente do carro deforma-se 1 m durante a colisdo.
¢) as condicoes das alineas a) e b) mas o carro desce por uma estrada que

faz um angulo de 30° com a horizontal.
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15.1. Impulso de uma forga

e A tnica forca que actua no passageiro com resultante nao nula é a forca
horizontal exercida pelo cinto de seguranca F...

e O impulso aplicado ao passageiro pelo cinto de seguranca é

ty
/ Bt =pt;) — pit) =T

ti

e Nao conhecemos com detalhe a forca F. mas podemos estimar o seu
valor médio

ty
1

T At
t.

7

F, F.dt

e O problema desenrola-se todo em uma dimensao assim nao é necessaria
notacao vetorial.

e Assumindo uma aceleragao constante durante a colisao, a velocidade
meédia é

7 Vi
_ V; v=v; —at
= dt = — ¢
RN 2 t
7 vy

7

por outro lado em funcao da deformacao do carro Az,

Az
At

U =

logo o tempo de colisao At é

_Ax

v

At

a)

e Consideremos entao que a frente do carro se deforma Az = .1 m

e nestas condicoes o tempo de colisao é

1
At =5 = 0.0144s

3.6
e O impulso é igual ao momento linear antes da colisao
I =mv

50
—752 — 1041.67N
36 >
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15.1. Impulso de uma forga

e Assim a forca média exercida pelo cinto de seguranca é

— 1 1047.67
F = =
At 0.0144

= 72337.96 N

e Repare-se que esta forca corresponde a uma desaceleracao média a =
72337.96/75 = 964.5 m/s* que é por sua vez 98.6 vezes superior a
aceleragao gravitica

e Ou seja o passageiro sofre uma aceleracao equivalente a um aumento
do seu peso de 98.6 vezes

b)
e Consideremos agora que a frente do carro se deforma Axr =1 m

e nestas condicoes o tempo de colisao é 10x maior

1
36

e O impulso ¢ o mesmo I = 1041.67 Ns

e Assim a forga média exercida pelo cinto de seguranga ¢ 10x menor
F =7233.796 N

e O passageiro sofre uma aceleracao 9.86 g
c)

e Consideremos finalmente o caso em que o carro desce por uma estrada
inclinada.

e Neste caso uma parte do seu peso (Psinf) também actua durante a
colisao

e O impulso aplicado ao passageiro é

Ly
/ (F. — Psin30)dt =1
t;
by
/cht — Psin30At =1

t;
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15.2. Colisées

e Com At = 0.0144 s impulso devido ao peso é

9.81

e com At =0.144 s é I, = 53 Ns

e Em ambos os casos o seu valor é insignificante comparado com o im-
pulso da colisao I = 1041.67 Ns

e Na breve duracao da colisao a contribuicao da forca gravitica para al-
terar o momento linear do passageiro é desprezdvel

o A forca de contacto gerada durante a colisdo € muilissimo superior ao
peso

15.2 Colisoes

e Dizemos que ha uma colisao quando duas particulas se aproximam e a
interacao entre elas altera os seus movimentos, dando-se uma troca de
momento linear e de energia.

Numa colisao nao é necessério existir contacto fisico como numa colisao
entre duas bolas de bilhar.

Por exemplo quando um cometa passa perto da Terra e é deflectido da
sua trajectoria inicial, podemos dizer que houve uma colisao.

Consideremos uma colisao entre duas particulas onde sao conhecidos
os momentos lineares antes (p; e pa;) e depois da colisao (P 5 e o f).

Na infinitesimal duragao da colisao o impulso das forcas externas é
desprezavel ( ver problema anterior).

e Neste sentido podemos considerar que o momento linear € conservado
ou seja,
Dl + Do = D1,f + Dag- (15.1)

1, D2 o
<«—@ antes da colisdo

Py ﬁ2,f . .~
) @—— depois da colisdo

e Seja E,9 a energia potencial interna do sistema.
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15.2. Colisées

e Devido a rearranjos internos das particulas durante a colisao, o valor
inicial de E,5 pode diferir do final.

e Contudo a energia total conserva-se se nao actuarem forcas externas
assim vem,

Eei+ Epoi = Eep+ Epo g,

onde,
1 1
Ec :§m11}% + 5?7121]3
D

n 2m1 27712

e A variacao da energia cinética ou da energia potencial interna permite-
nos catalogar diferentes tipos de colisoes.

e Para tal, considere-se a quantidade () defenida por,
Q = Ec,f - Ec,i = Lp12s — Epl?,f-

que é a variacao da energia cinética

e Se () = 0 a variacao da energia cinética é zero e a colisao é chamada
eldstica.

e Se (Q # 0 a colisao € ineldstica. Ha dois tipos de colisoes inelasticas

- Se () <0 a colisao ineldstica diz-se endoenergética. Neste caso ha
uma diminuicao da energia cinética e um correspondente aumento
da energia potencial interna.

- Se Q > 0 a colisao ineldstica diz-se exoenergética. Neste caso
h& um aumento da energia cinética devido a um correspondente
decréscimo da energia potencial interna.

e Usando a quantidade () podemos escrever a equacao da conservagao da
energia como,

AE, :Q
P%,f Pg,f piz‘ p%,i
= -
2m17f 2m2’f 2m17i 2m2,i

+Q. (15.2)
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15.2. Colisées

e Verificando-se a conservacao da energia juntamente com a conservacao
do momento linear as equacoes 15.2 e 15.1 sao suficientes para resolver
por completo a dindmica duma colisao,

2 2 5 9
pl’f p2vf _ P1; P3.i .
9mi; | 2may . 2ma, T oy T Q energia
Prg + Daf = DPui + Do momento linear

e Uma outra quantidade também usada no estudo das colisoes é o coefi-
ciente de restituicao e definido por,

_ Jvay =iyl
‘U2,i - Ul,i‘

e Este coeficiente é¢ uma medida da elasticidade duma colisdo.

e Se a colisao € eldstica e = 1 e se é totalmente ineldstica, caso em que
as particulas ficam juntas apos a colisao, entao e = 0.

e Fm todos os outros casos 0 < e < 1.

15.2.1 Colisao elastica frontal

e Consideremos uma colisao elastica frontal, sem ocorréncia de forcas
externas

gt P2i o
d-’ <«—@ antes da colisio

P P2y . .

4—@ @—» depois da colisao

e Sendo a colisao elastica a energia cinética é conservada logo @) =0

e O momento linear também é conservado assim podemos escrever,

mlv%i + mQUSi — mlv%f + m2v§f
2 2 2 2
?77/1'1712‘ + mgz_f% = mlﬁlf + mgﬁgf momento linear

energia

e Consideremos que a colisao se d& ao longo do eixo x,
2 2\ _ 2 2 :

M1V L+ Mol 1 = MV1f 1 + MoVt momento linear
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15.2. Colisées

e Podemos omitir 2 na Eq. do momento linear,

my (v1; — viyp) (V1 + vip) = Mo (Vay — vo;) (Vof + vo;)  energia

my (v — V1p) = Mo (Vap — Va;) momento linear

e Dividindo a Eq. da energia pela do momento linear obtemos,

(vii +v1f) = (vag + vo;) &
(v1i — v25) = — (v1f — V2y) (15.3)

a velocidade relativa entre as particulas troca o sentido

e Usando este resultado e a Eq. do momento linear podemos escrever as
velocidades finais em funcao das velocidades iniciais para uma colisao
elastica frontal,

_ mi—ma2,, . 2myo .
VIf = mmp V1 + myFmy U2
— 2mi ) ma—mji,, .
Vaf = mi+ma v1i + mi+ma 2

e Vejamos alguns casos particulares

® 1M1 = Mo = M.

Vif = VU

Voy = V14

e Logo particulas com massas iguais trocam de velocidade numa colisao
elastica frontal

e A figura seguinte ilustra o caso em que m; =mg =m e vy; =0

@ 4% antes da colisdo
‘—@ @ depois da colisao

e A figura seguinte ilustra o caso em que my > my e vy; = 0 ie. a
particula mais leve esta parada
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15.2. Colisées

Pai
@ <—Z@ antes da colisao

—

pif Dag . -
—@ 4—@ depois da colisao

e A figura seguinte ilustra o caso em que ms > my e vy; = 0 ie. a
particula mais pesada esta parada

U1f ~ —Uy;
Vof =~ 0

D
@—Z> @ antes da colisdo

Dif . -
-—Q@ @ depois da colisao

15.2.2 Exemplo: Catapulta gravitacional
Exercicio 31

Para acelerar uma nave espacial sem usar combustivel pode usar-se a gravi-
dade dum planeta com o qual a nave se cruze. Considere o caso particular
de uma aproximacao frontal da nave ao planeta e calcule a velocidade final
com que a nave se afasta do planeta em funcao das velocidades iniciais da
nave, v; e do planeta, V.

Uj . .
— antes da aproximacao
Uy
DE— depois da aproximacao

Este caso ¢ analogo ao visto anteriormente duma colisao elastica frontal
entre massas dispares
Se me =M > m; =m:

2m

Uiy ~ —Uy; + 2’021‘
Vop & 71+ Vo
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15.2. Colisées

v =+ 2V
Vf% Vi

Note-se que consideramos V; < 0 logo a nave inverte a trajetoria 180° e
sofre um aumento da sua velocidade de 2 vezes a velocidade do planeta.

15.2.3 Exemplo: Explosao de uma granada
Exercicio 32

Uma granada em repouso no referencial de laboratorio, explode em dois
fragmentos com massas m e ms, respectivamente. Determine a energia dos
fragmentos em termos de Q.

A conservacado do momento linear implica que o momento inicial seja igual
ao momento final,

P1i + P2 = pif +p2g =0,
logo
P1f = —Da2f-

Por outro lado temos que,

AE. =Q
2 2

2 2
Pif Pay
RN + — =,
2m1 2m2 Q
pois a F, = 0.
Entao usando a conservacao do momento linear vem,

2
p 1 1
2 \m;y  my

p%f my + mg
o om0
my ma

Eclf :Q

ma
mi + Mo ‘
De modo analogo se conclui que
my

E(}Qf = Q

my1 + ma
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15.2. Colisées

15.2.4 Exemplo: Péndulo balistico
Exercicio 33

Uma bala de massa m; é disparada contra um alvo pendurado de massa ms.
A bala fica incrustada no alvo e este sobe uma altura h imediatamente apos
o impacto, ficando depois a oscilar. Qual é o moédulo da velocidade inicial da
bala?

_/\\ \\
9 \\ \\
N
b |
|
s S _ _ _____ _
(% T L
-~
maq A4
ma

A conservacao do momento linear implica que,

myvy; =(my + mg)vy

_m1 + Mo

V14 Vr.
mq f

Aplicando a conservacao da energia mecanica apos a colisao vem,

112

(ml + m2) Ef = (m1 + mz) gh

Combinando os dois resultados obtemos a resposta procurada,

vy = e o

my
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Aula 16

Momento angular de um sistema
de particulas

16.1 Momento angular de um sistema de par-
ticulas

Consideremos em primeiro lugar apenas duas particulas 1 e 2 nas quais
actuam duas forcas externas I} e Fs.

Consideremos também que as particulas interagem entre si com as for-
cas [ e Fby.

Entao o torque total das forcas que actuam em cada particula é,
M o=71 X (F1 + Fa) =71 x Fi +71 X F,

e para a particula 2 vem,

h =1 X (Fy+ Fyy) =7 X Fy + 75 X Fyy,

Sendo ﬁlg = —]321 o torque total sobre as particulas é,

TL+To=11 X Fy + 75 X Fy + (1, — 71) X Fy.

O vector (75 — ) = 751 tem a direc¢do da recta que une as particulas.
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16.2. Conservagao do momento angular de um sistema de particulas

Se por. hipotese Fy também tem a mesima direcgao entao os vectores
To1 € F21 sao paralelos logo T51 X F21 =0.

Sendo o torque total produzido pelas forcas internas nulo, resta s6 o
torque total das forcas externas. Assim vem,

d -~ = e

%([q + Ly) =71 X Fy + 75 X Fy = T eqt + Toeat-

Assume-se que as for¢as internas sao iguais e opostas e atuam ao longo
da linha que une as particulas.

Esta ¢ a chamada formulacao forte da 32 lei de Newton.

Este resultado pode ser generalizado para um ntmero qualquer de par-
ticulas,

dz L; dLy
ZTZ ext W = Textr (161)

ou seja a derivada no tempo do momento angular total dum sistema
de particulas, relativamente a um ponto arbitrario, ¢ igual ao torque
total, relativamente ao mesmo ponto, de todas as forcas externas que
agem sobre o sistema.

16.2 Conservacao do momento angular de um

sistema de particulas

Se nao ha forcas externas ou se a soma dos torques é nula entao,

dLr  d(¥, L)

= =0.
dt dt
Integrando obtemos,
ET = ZEZ = El —I—EQ—I—Eg—I— = constante.

%

Esta é a lei da conservacao do momento angular que diz, o momento
angular total de um sistema isolado, ou de um sistema com momento
total das forcas igual a zero, é constante em modulo direccao e sentido.

Até a data esta lei nunca foi violada na natureza, portanto apesar da
hipotese que foi feita para obtermos a lei da conservagao do momento
angular, esta lei parece ser de validade universal.

Assim se as forcas internas gerarem uma variacao de L entdo o resto
do sistema deve experimentar uma variacao de L igual e oposta para
manter o momento angular total conservado.
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16.2. Conservagao do momento angular de um sistema de particulas

16.2.1 Exemplo 1: momento angular interno

Exercicio 34

Calcule o momento angular de duas particulas relativamente ao seu centro
de massa, C'M.

e Seja 712 0 vector posicao da particula 1 relativamente a particula 2.
A posicdo do C'M relativamente ao referencial de laboratorio é (ver
Eq. 13.2),

o 1My + Tamy
reyy =————————.
mi —|—m2

e Entao o vetor posicao de cada particula relativamente ao C M, 7! vem,

IV ma(7 —75)  male
Fho=r — oy = =
1
m1+m2 m1+m2
L my(Ty =) maTh
Th =Ty —Toy=—""—-=——""""—
ml—l—mg m1+m2

e Derivando estas expressoes em ordem ao tempo obtemos as velocidades
das particulas no CM,

=T g g = %2
dt my + Mo

7y =2 g, gy = B2
dt my + me
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16.2. Conservagao do momento angular de um sistema de particulas

e Entao o momento angular relativamente ao C'M vem,

7 —/ =/ —/ =/
Loy =mary X U5 +mary X Uy

maT12 maUi2 miria mivig
=m X —l— m2 i — X I —

Mot Mot Mot Mot
mims _, .
=(m1 + mg)——5—T12 X U
tot
myms _, o
=——T12 X V12
Mot

=T12 X UvU12,

onde 1 = (myms) /My ¢ a chamada massa reduzida do sistema de duas
particulas e mu,; = mq + mo.

e Ou seja 0o momento angular do sistema relativamente ao C'M é o mesmo
que o de uma particula com momento linear uvi, e vector posicao rs.

e O ECM s6 depende do movimento relativo das duas particulas.

e Se tivermos um sistema com muitas particulas, geralmente chama-se a
Leas 0 momento angular interno do sistema.

e Este momento angular interno ¢ uma propriedade intrinseca do sistema
e nao depende do observador.

16.2.2 Exemplo 2: momento angular no referencial CM
e no laboratoério

Exercicio 35

Qual a relacao entre o momento angular de um sistema de particulas relativo
ao C'M e o momento angular relativo ao referencial do laboratério?

e Por simplicidade analisemos o caso de um sistema com duas particulas.

e O momento angular relativamente ao laboratorio ¢ dado por,

LIF1 ><m1171+f'2 Xm2172.

e Como vimos no exemplo anterior

— —/ — —/ —
rn=rit+rem € U1 =0U;+Vcm

— —/ — —/ —
To =Ty+Tocm € Uzy=7Uy+ VUom
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16.2. Conservagao do momento angular de um sistema de particulas

e Usando estas relacoes o momento angular vem,

E :Fl X m1171 + FQ X m2172
:(77/1 + FCM) X m1(27'1 + ﬁCM)

+ (7o + Tom) X ma(Uh + Uon)

(P x my0Y) + (7)) X myiton) + (Foar X mav'h)
—f-(FCM X mlﬁcM) + (7?/2 X leﬁlz) + (F/Q X 771@’5()]\,])
+<'FC‘M X TILQ/EQ) + ('FCM X mgﬁcM)

=(7} X my0]) + (7 X mat'y) + (ma7) + mafy) XUon

Lom =0

+ FC]\[ X (Wll/ljul + ngﬁfz) + (mtot)(FCM X ?70]\/[),

=0

e Entao o momento angular relativo ao laboratério é dado por,

L = Loy +Tom X Miot Vo

e Concluimos entao que o momento angular relativo ao referencial labo-
ratorio pode ser separado no momento angular interno do sistema Loy
mais o momento angular externo relativo ao laboratdrio como se toda
a massa do sistema estivesse concentrada no C' M.

e [iste resultado é vilido para um sistema com muitas particulas.

16.2.3 Exemplo 3: relacao entre o torque e o momento
angular interno no ref. CM

Exercicio 36
Qual a relacao entre o torque total das forcas externas relativamente ao

referencial centro de massa, 7¢y7, € 0 momento angular interno de um sistema
de particulas, Loy?

e Por simplicidade analisemos mais uma vez o caso de um sistema com
duas particulas sujeitas as forcas externas F} e Fs.
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16.2. Conservagao do momento angular de um sistema de particulas

e Neste caso o torque total externo é,

Text =T1 T T2
:Fl XFl—f—FQ XF2
-/ — = —/ — -t
=(r", 4+ Tonr) X F1 4 (Fy 4+ foar) X Fy

=71 X Fi + 7% X Fo+7cn X (Fy + F),
g ” ——

FCJ\/I ﬁezt

portanto,

—

Teat = TCM + ToM X Fe:pt-

e Do exemplo anterior temos,

L = Loy +Tom X Myt Vo

e Derivando em ordem ao tempo esta expressao vem,

dL dLcy  d (7 o)
— =, 1t 7 \TeMm X Mot VoM
dt dt dt ©
dLcy n dren T dUcm
= X Mot VoM TTCM X Myt —
dt _dt o o dt
~~ S———
=0 pois diicn /dt=0c Fopt ver Eq.14.4
dLcy =

=——— +Tom X Fezt

e Entao como da Eq. 16.1 vem,
dL
E = Text,

concluimos que,

dLey
— = TouM-
i oM

e Esta equacao € vdlida para o CM mesmo que ele ndo esteja em repouso
num referencial inercial, enquanto que a Eq. 16.1 s6 é valida quando
L e T sao calculados relativamente a um ponto fixo num referencial

inercial.

e A equacao 16.2 é valida para um sistema com qualquer nimero de

particulas.
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Aula 17

Corpos com massa variavel

17.1 Movimento de corpos com massa variavel

e Consideremos um corpo com massa m movendo-se com velocidade v
que ganha um acréscimo de massa Am com velocidade @ no instante .

Am

N

m m+Am 4 Ay

U
_—
t

t+ At

e Como varia a quantidade de movimento deste sistema?

No instante ¢ a quantidade de movimento total é,

p(t) =mv + Amau

No instante t + At a quantidade de movimento total é,

p(t + At) =(m + Am) (V + Av)

e A variacao da quantidade de movimento é assim,

Ap =p(t + At) — pit)
=(m + Am) (U + A¥) — mv — Amu

desprezando o termo AmAvU obtemos

=mAT + (V — @) Am
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17.1. Movimento de corpos com massa variavel

e A variacao da quantidade de movimento por unidade de tempo é dada
por,

Ap AT

—_— =M —

At At

L . Am
+(U—U)E

no limite quando At — 0 vem,
dp’ dv (7 — @) dm
— =m— + (V—u) —
dt dt dt

e Usando a 22 lei da mecanica sabemos que a forca externa resultante
que actua no sistema é,

Fe:r =
ETat
ou
o, dv dm
Few =T — U— ) —
=gy =)

e As velocidades 7 e @ sao medias num referencial fixo de inércia.

e Por vezes é conveniente escrever a 22 lei da mecéanica para corpos de
massa variavel usando a velocidade relativa entre a massa dm e m,

- dv  _,dm
Fezt =m—_——-u

dt dt

e Onde usamos o resultado conhecido @ = @’ + ¥.

Am
Ng
/
Yy Yy nad
P I v
e m

17.1.1 Movimento de um foguete

e Um foguete movimenta-se expelindo o propelente, em direccao oposta
ao seu movimento.

e O propelente é produzido por exemplo pela queima de combustivel,
logo a massa M do foguete varia ao longo do seu movimento.

e Pela 2% lei de Newton a forga resultante que actua no foguete é
dp

F=—.
dt
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17.1. Movimento de corpos com massa variavel

e Vamos encontrar a variagao do momento linear do foguete Ap.

e Seja V a velocidade do foguete e v, a velocidade do propelente, relativas
a um referencial inercial

e A velocidade do propelente relativamente ao foguete sera entao,

v,

p:UP_‘?@_U;j:_@p"‘V)j

Up

-Aim-[ =

t t+ At

e Se num instante ¢t a massa do foguete (combustivel incluido) é M,
num instante seguinte ¢ + At a massa do foguete varia de Am e a sua
velocidade varia de AV

e No instante ¢ 0 momento linear do sistema é
pt) =MV = MV j
e E no instante ¢ + At é,
Pt + At) = (M — Am)(V + AV) j+ Am(—v,) ]

(&

-~ -~

foguete propelente
—[MV + MAV — (v, + V)Am] j
=[MV + MAV — v;)Am} 7

onde foi desprezado o termo Am Av de segunda ordem, por ser muito
pequeno.
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17.1. Movimento de corpos com massa variavel

e A variacao do momento linear no intervalo de tempo At é,

Ap _plt + At) — plt)

At At
AV ,Am|
{ME“%EJJ

e No limite At — 0,

dp dV dm
=L _m g
dt ar  Par

como dm/dt = —dM/dt vem

A% dM
:M— _‘,—
a g

Se no foguete actua uma forca externa F entao da 27 lei de Newton

temos que,
— d_»
F=—
dt
dv dM
=M 7
at v ar

Esta poderia-se chamar a equacao do foguete.

Para a resolver é necessario fazer algumas consideracoes: admitindo que
v, & constante, desprezando a resisténcia do ar e a variagao da forga

gravitica com a altitude (logo F = M§) temos,

v vl dM

T T va

Podemos integrar no tempo esta equacao entre 0 e ¢, ficando,

t Vv M
% gt
—gdt=[av+ [ 2
Joar=[fav [ 5
0 Vo Mo

M
gt =V —V; +v’1n(—>
g 0% M,

M
V=V+V/n (W") — gt

e IEm geral V) =0 e gt é pequeno.
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17.1. Movimento de corpos com massa variavel

e Por exemplo se a massa inicial do foguete é My = 2.7 x 10° kg e a final
ap6s queima total do combustivel M = 2.5 x 10° kg, passados t = 155
s, sendo o propelente expelido & taxa de 1290 kg/s.

e Se v, = 55000 m/s a velocidade méxima desse estagio do foguete sera,

2.7
V =55000In(32) — 9.8 % 155

—2713.8 m/s ~ 9770 km/h

e Quanto mais rdapido for o propelente expelido (i.e. maior for dM/dt)
mator € a velocidade final do foguete, pois menor serd a contribuicdo
do termo gravitico
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17.1. Movimento de corpos com massa variavel
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Aula 18

Dinamica dum corpo rigido

18.1 Momento angular e velocidade angular num
corpo rigido

e Num corpo rigido todas as particulas tém posicoes relativas entre si,
fixas.

e Se um corpo rigido roda em torno de um eixo todas as particulas tém
a mesma velocidade angular .

e O momento angular L duma particula ¢ deste corpo é,
Li =7 X mu;

onde 7; é o vector posicao e v; a velocidade da particula relativamente
a um referencial com origem no eixo de rotacao.

Sabemos também que a velocidade desta particula esta relacionada com
a velocidade angular por, v; = & X ;.

Substituindo, o momento angular da particula ¢ vem,

O producto triplo de vectores é dado por,

A x (éxé):(ﬁ-é)é—(ﬁ-é)é

Entao o momento angular da particula ¢ fica,

=
—

Ly =m; (&r] — (7 - &) 7)
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18.1. Momento angular e velocidade angular num corpo rigido

e O momento angular total do corpo é a soma de todos os momentos
angulares de cada particula do corpo,

E:ZEz:E1+52+ZS+Z4+

=i (@ - (7 D)) (18.1)

~ ~

e Como 7 =x;0+yj+2zked=w,?+w,]+ w,k, por exemplo a
componente z do momento angular é,

L, = Z [ml (wzrf — (@iwy + Yiwy + 2iWw,) zz)}

i

repare-se que w ¢ igual para todas as particulas

= — g m;ziZ; Wy — E mizilY; Wy
i i
NS A

J/

vV VvV
producto de inércia producto de inércia
2 a2
+ E m; (r7 + yi)wz
)
~

momento de inércia

=1 pWs + [zywy + [zzwz

e Note-se que os productos de inércia podem ser > 0 ou < 0, mas o
momento de inércia é sempre > 0

e De modo semelhante podiamos escrever as outras componentes de L
concluindo que,

L=\1y I, I, Wy
Izm ]zy ]zz Wy,
~T, (18.2)

onde Z é uma matriz (chamado o tensor de inércia) que roda o vector
@ para a direccao do vector L.

o L pode ser paralelo a 7

e Sim. Qualquer corpo tem sempre pelo menos 3 eixos de rotacao per-
pendiculares entre si nos quais L||d.

e Estes eixos chamam-se os eixos principais de inércia, Xg, Yy € Zy.
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18.1. Momento angular e velocidade angular num corpo rigido

e Os momentos de inércia relativos a estes eixos sao chamados momentos
principais de inércia, I, I, e I.

e Mas em geral o momento angular de um solido L nao € paralelo ao eixo
de rotagao, logo também nao € paralelo a .

e Chama-se a atencao para esta diferenca com o movimento de trans-
lacao, onde o momento linear de um corpo pcy € sempre paralelo a
velocidade de translacao do corpo vgyy.

e Quando o corpo tem alguns eixos de simetria os eixos principais coin-
cidem com alguns dos eixos de simetria.

e Quando um corpo gira em torno de um eixo principal de inércia, L e
W sao paralelos e neste caso podemos escrever a relacao vectorial,

L=1I3, (18.3)

onde o momento de inércia relativo ao eixo principal em torno do qual
o corpo estd a rodar, I, é um escalar.

18.1.1 Exemplo: Momento e velocidade, angulares

Exercicio 37

Considere duas esferas de massa m ligadas por uma haste de massa despre-
zavel e comprimento 2d. As esferas giram em torno do eixo z com velocidade
v no plano xy. Calcule o momento angular do corpo rigido e compare a sua
direccao com a da velocidade angular do mesmo.
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18.1. Momento angular e velocidade angular num corpo rigido

A velocidade angular é um vector que aponta segundo o eixo z,
Ww=wk

O momento angular total do corpo é a soma dos momentos angulares de cada
massa,

E :El -+ EQ

:771 ><m171+772><m172

Sendo ¢ o angulo que a cada instante a haste faz com o eixo z o vector
posicao da massa 1 é,

71 =d(cos ¢ i+ sin ¢ 7)
e a velocidade da mesma massa é,
U1 =v(—sin¢i+ cos ¢ j)
logo 0 momento angular desta massa é,

Ly =mwd(cos? ¢ + sin® ¢) k = mod k

Como Eg = El o momento total é,

~

L =2muvd k
usando o facto que v = wd,
=2md?w k.

E assim claro que L é paralelo a & e podemos escrever finalmente,

onde I,, = 2md? ¢ o momento de inércia do corpo em torno do eixo z.
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18.1. Momento angular e velocidade angular num corpo rigido

Exercicio 38

Considere o mesmo corpo do problema anterior mas em que a haste faz um
angulo € com o eixo z. As esferas giram em torno do eixo z com velocidade v
paralela ao plano xy. Calcule o momento angular do corpo rigido e compare
a sua direccao com a da velocidade angular do mesmo.

dsin 0

<y

Tal como no problema anterior a velocidade angular é um vector que
aponta segundo o eixo z,

O=wk

De igual modo o momento angular total do corpo ¢ a soma dos momentos
angulares de cada massa,

L 251 + [_;2

=F1 Xm’171+7?2 ><m172

O vector 7 neste caso faz um angulo # com o eixo z,

7 =dsin f(cos ¢i + sin ¢ j) + dcosf k
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18.1. Momento angular e velocidade angular num corpo rigido

a velocidade v; nao se altera logo,

Ll :7?1 X m171
) VR
=m|r1 % =
Vg1 Uy, O
=m (_Zlvyl 1+ 21Uz )+ (xlvyl — Y1Vz1) k)

= — mdv cos 0(cos ¢ i + sin ¢ J) + mdv sin 0 k

Calculando Eg obtemos exactamente o mesmo valor portanto,

L = — 2mdv cos O(cos pi+ singj) + 2mdv sin 0 k
como v = dsinfw fica,

= — 2md?sin f cos O(cos ¢ 7 + sin ¢ j) w + 2md? sin’ 0wk

Podemos reescrever o resultado anterior numa forma que permite uma
rapida comparacao com a equacao 18.1.
Como x; = dsinf cos ¢, y; = dsinfsin ¢ e z; = d cos 6 obtemos,

~

L=— 2mx1z1wi — 2my1 21w ) + 2m(ﬂﬁ'2 + y2) wk

:[mwi—l—]yzwj—i—lzzwl%

Comparando com a equacao 18.2, I, e I,, sao os productos de inércia e I,
¢ o momento de inércia relativo ao eixo z.

Neste caso a rotagao nao se d4 em torno de um eixo de simetria do corpo,
logo o momento angular nao é paralelo a velocidade angular.

dsin g
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18.2. Céalculo do momento de inércia

18.2 CAlculo do momento de inércia

e Para um conjunto discreto de particulas o calculo do momento de inér-
cia é directo a partir de,

2
I= E m,r;
i

onde r; é a distancia a que a massa m; esta do eixo de rotacao.

e Para um corpo continuo usamos a expressao,
I :/r2 dm (18.4)

onde r ¢ a distancia a que a massa dm esta do eixo de rotacao.

e Conhecendo a densidade de massa em cada ponto do corpo podemos
exprimir dm, consoante o corpo rigido se possa considerar:

- Unidimensional: dm = \dL.
- Bidimensional: dm = odA.

- Tridimensional: dm = pdV .

e Sendo
A =dm/dL a densidade linear de massa,

o =dm/dA a densidade superficial de massa e
p =dm/dV a densidade volimica de massa.
e Por exemplo, se conhecermos a densidade volimica de massa p(z,y, z)

em cada ponto de coordenadas (z,y, z) do corpo rigido o seu momento
de inércia vem,

1= [ ooy,

caso 0 corpo seja homogéneo p é constante e nesse caso I é igual a p
vezes um factor geométrico,

[:p/fr*2dV.
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18.2. Céalculo do momento de inércia

Momentos de inércia relativos a dois eixos paralelos

e Podemos relacionar de forma simples, os momentos de inércia relativos
a dois eixos paralelos.

e Se Z ¢ um eixo arbitrdrio, afastado duma distancia d dum eixo paralelo
que passa pelo centro de massa do corpo Zcoys entao,

I =Icy+ M,

onde I e I~ sao os momentos de inércia relativos aos eixos Z e Zoys
e M é a massa total do corpo.

e Esta relacdo é chamada o teorema de Steiner e para a provar escolhamos
os eixos de tal forma que o referencial Xeayr, Yo, Zoa tem a sua origem
no C'M do corpo e Yoy pertence ao plano que passa por Z e Zgoy €
coincide com Y (ver figura).

Momentos de inércia relativos a dois eixos paralelos

VA Zeum
e Consideremos um ponto P qual- ’\ r("MP
quer do corpo rigido, que esta a
distancia rops do eixo Zogy.
—d —
ol __ Ocu Y
‘\\\‘,‘:\:\:\J/ X Yeu
X Xow 7

e Entao verifica-se,

2 2, 2
Toym =27+ Y7,

r? =a® 4 (y + d)?
=2+ y? 4 2yd + d*
:Tgv]\/[ + 2yd + d2

e Logo o momento de inércia relativo a Z é,

I :ZTTLTQ = Zm(r%M + 2yd + d?)

= Z mrég, + 2d(z my) + d* Z m
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18.2. Céalculo do momento de inércia

e O 1° termo é o momento de inércia relativo ao CM e o altimo termo é
a massa total M = > m entao,

e De acordo com a Eq. 13.4 ycpy = > my/M, mas nesta demonstragao
assumi-se que yonr = 0 logo o 2° termo é zero e a equagao anterior
reduz-se ao teorema de Steiner, que fica assim demonstrado.

18.2.1 Exemplo: Momentos de inércia de uma haste ci-
lindrica

Exercicio 39

Calcule o momento de inércia de uma haste cilindrica fina e homogénea com
densidade p, comprimento L e seccao S, relativamente a um eixo perpendi-
cular & haste e passando por (a) uma extremidade, (b) pelo meio da haste.

(a) Da definicdo de momento de inércia para um corpo com densidade
volumeétrica de massa p = dm/dV = constante vem,

fdm:pdV

I:/TQdm <
|

:/r2pdV, dV =8Sdz Secciio
com area S

onde dV é um volume elementar, tao pequeno quanto se queira.
Da figura temos dV = Sdx assim,

[:/prde

como pSL = M vem,
M2
3

I
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18.2. Céalculo do momento de inércia

(b) Neste caso o eixo passa pelo centro de massa.

Alterando os limites de integracao de forma apropriada vem,

L/2
Ioy :2p5/x2 dz
L
=2pS—
294
M L?
12
Pelo teorema de Steiner obtém-se um resultado idéntico,

N2
I'=Icn + <—) M

2
ML? L2
Iy = — =M
OM T3 A
_ ML?
12

18.2.2 Exemplo: Momentos de inércia de um disco fino
Exercicio 40
Calcule o momento de inércia de um disco homogéneo fino de altura a, den-

sidade p e raio R, relativamente a um eixo perpendicular ao disco e passando
pelo (a) seu centro, (b) e um eixo coincidente com um didmetro.

(a) Da definicdo de momento de inércia para um corpo com densidade
volumétrica de massa p = dm/dV = constante vem,
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18.2. Céalculo do momento de inércia

I = / r2dm %
— / 7’2,0 dV. CD.EZI Y
O volume elementar de um pe-

queno anel de espessura dr, al-

tura a e raio r é dV = 2nradr T
entao, dm = pdV’

R
I, :/7"2,02777"(1 dr
0

R
:p27ra/r3 dr
0
R4
—mpa
mpa— -,
como prR?a = M vem,

_ MR?

I,
2

(b) Por razoes de simetria concluimos que I, = I,.

Reescrevendo I, vem,

[Z:/TQdm y
—/(w2+y2) dm
=1, + I, L

=21,.
Note-se que x é a distancia de dm ao eixo de rotacao Y e y é a distancia de
dm ao eixo de rotagao X. Entao [, é dado por,

MR’

I,
4
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18.2. Céalculo do momento de inércia
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Aula 19

Translacao e rotacao do corpo
rigido

19.1 Translacao e rotacao

Um corpo rigido ¢ um caso especial dum sistema composto por vérias
particulas, em que as distancias entre estas permanecem constantes
durante o movimento do corpo, i.e. um corpo rigido conserva a forma
durante o movimento.

Podemos distinguir entre dois tipos de movimento de um corpo rigido:

- Transla¢ao, quando todas as particulas descrevem trajectorias pa-
ralelas entre elas tais que, as linhas que unem dois pontos do corpo
ao longo do seu movimento permanecem sempre paralelas.

- Rotacao, em torno de um eixo, quando todas as particulas descre-
vem trajectorias circulares em torno de uma recta chamada o eixo
de rotacao.

O movimento mais geral dum corpo rigido pode ser sempre decomposto
numa rotacao e numa translacao.

Vimos que a Eq.14.4 descreve o movimento de um sistema de particulas,
como se a massa total fosse a de uma particula com a posicao igual a
do CM do sistema e sujeita a resultante de todas as forcas externas
aplicadas ao corpo,

MaCM = E Femt,i
i
A dinamica deste movimento é analoga & dindmica do movimento de

uma particula.

De seguida iniciaremos o estudo do movimento de rotacao de um corpo
rigido em torno dum eizo que passa por um ponto fizo num referencial
inercial ou pelo CM do corpo.
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19.2. Equagdo do movimento para a rotagdo dum corpo rigido

19.2 Equacao do movimento para a rotacao dum
corpo rigido

e Ja vimos anteriormente (Eq. 16.1) como se relacionam L e 7 para um
sistema de particulas. Esta relacao continua valida para um corpo
rigido que é também um sistema de particulas que estao fixas umas
relativamente as outras,

. dL
Text = —3,
Tt

e Se o corpo apenas roda em torno de um dos seus eixos principais é
valida a relagdo L = I& e a equacgao anterior fica,

Al
dt
das
B ek
dt
= Ia, (19.1)

—

Text =

onde I ¢ o momento de inércia relativo ao eixo principal em torno do
qual o corpo esta a rodar e @ = di/dt é a aceleragao angular do corpo.

e Quando o torque externo é zero, um corpo rigido roda em torno de um
eiro principal com velocidade angular constante.

e Neste caso em corpos nao rigidos (ou articulados) I varia, mas o pro-
duto ITw permanece constante.

e [sta é a razao porque uma bailarina roda mais depressa quando encolhe
os bracos e mais devagar quando afasta os bracos.

e Se o0 eixo de rotacao nao tem um ponto fixo num referencial inercial,
nao podemos usar a Eq. 19.1, mas podemos usar a Eq. 16.2,
dLey
dt

= TCM-

19.2.1 Condicao de nao deslizamento

e Existem muitas situacoes fisicas nas quais uma corda se encontra en-
rolada em torno de um disco, ou roldana.

e Se a corda nao escorreqga, a sua velocidade linear deve ser igual a velo-
cidade tangencial da periferia da roldana ou disco.
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19.2. Equagdo do movimento para a rotagdo dum corpo rigido

e Podemos assim definir a condicao de nao deslizamento dum disco de

Veorda = Vt,disco — Rw7 (192) Ut,disco

rato R como, . .
derivando obtem-se a aceleracao,

Vcorda
Qcorda = Qt,disco = ROC, (193)

19.2.2 Rolar sem escorregar

e Considere-se um disco de raio R que rola sem escorregar numa superficie
plana.

e Ao rodar de um angulo 6 o ponto de contacto entre o disco e a superficie,
desloca-se uma distancia s = R#.

e O CM também se deslocard de s pois
situa-se na vertical do ponto de con-
tacto. Assim,

ds

VoM =—
OM Tt

_dro

= Rw,

e derivando temos para a aceleracao,

acy = ROé,

19.2.3 Exemplo: rotagao pura 1
Exercicio 41

Considere um disco de raio R e massa M que gira livremente em torno de
um eixo horizontal fixo que atravessa o seu centro. Puxando, com uma forca
F, um fio que esta enrolado no disco, determine a sua aceleracao angular «
e a sua velocidade angular w no instante t.

B
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19.2. Equagdo do movimento para a rotagdo dum corpo rigido

As tunicas forcas que actuam no disco sao a forca F', a reaccao normal N
do eixo de rotacao e o peso P.

O torque resultante relativamente ao centro de massa é apenas o devido
a forca F, pois P e N sao aplicadas no CM. Assim,

E T, =la
i

’FFXF:[O_Z

M R?
= RF = «
F
logo,
_2F
a=r

Como a = dw/dt, integrando no tempo obtemos w = at.

19.2.4 Exemplo: rotacao pura 2

Exercicio 42

Considere um disco de raio R e massa M que gira livremente em torno de
um eixo horizontal fixo que atravessa o seu centro. Um fio que esta enrolado
no disco, tem pendurada uma massa m;. Determine a aceleracao angular «
do disco.

ny

As forcas que actuam em m; sdo a tensao T e o peso P;.

Aplicando a 2 lei de Newton ao movimento de m, obtemos a tensao no fio,
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19.2. Equagdo do movimento para a rotagdo dum corpo rigido

T —mig=—ma,

e usando a condi¢ao de nao escorregamento
a = Ra,

T =mi(g - Ra). iiEl
P
As tnicas forcas que actuam no disco sao a tensao do fio T, a reaccao normal
N do eixo de rotacao e o peso P.
O torque resultante relativamente ao centro de massa é apenas o devido
a forca f, pois Pe N sio aplicadas no CM assim,

E T, =la
i

FTXT:I&

MR?

= RT =

Substituindo 7" pelo valor anteriormente obtido vem,

MR
my(g — Ra) =«
mig

R(m1+%)'

«

o=

19.2.5 Exemplo: rotacao e translacao 1

Exercicio 43

Considere um fio enrolado num disco de raio R e massa M. Como mostra a
figura, a extremidade do fio esta presa a uma superficie. Largando o disco, o

fio desenrola-se obrigando o disco a rolar em torno do seu centro. Determine
a aceleragao angular do disco e a aceleragao do seu CM.

As tnicas forcas que actuam no disco sao a tensao no fio T e o peso P.
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19.2. Equagdo do movimento para a rotagdo dum corpo rigido

Aplicando a 2% lei de Newton ao movimento de translacao do disco de
massa M obtemos a tensao no fio,

T—Mg=—-Macw,

M~y

e usando a condigao de nao es-
corregamento acy = Ra,

!

O torque resultante relativamente ao centro de massa ¢ dado por,

g T, =la
i

ET X f:[&
M R?

T = M(g9 — Ra).

= RT =

«

Substituindo T pelo valor anteriormente obtido vem,

M
M (g — Ro) —TRa
29
a=——.
3R

19.2.6 Exemplo: rotacao e translacao 2

Exercicio 44

Considere dois cilindros A e B com massas e
raios idénticos m e R. O cilindro A apenas
pode rodar, sem atrito, em torno do eixo z que v
passa pelo seu centro, fixo a um suporte (ver
figura). Em torno deste cilindro esté enrolado
um cabo que também se enrola no cilindro B,
com centro de massa livre. O cilindro B cai
na vertical e o cabo desenrola-se sem escorre-
gar pelos cilindros. Encontre a aceleracao do
centro de massa do cilindro B e a tensao no
cabo.
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19.2. Equagdo do movimento para a rotagdo dum corpo rigido

O cilindro A apenas tem movimento de rota- Y

¢ao.
O torque resultante relativo ao seu centro é A
apenas o da tensao no cabo,

Ny

Rix (=Tj) = —Iak

o modulo da tensao é entao dado por,

_]a

T
R

O cilindro B tem movimento de rotacao em torno do centro de massa e
translacao deste.
O torque resultante relativo ao seu centro é apenas o da tensao no cabo,

Ri' x (T'}") =Ia'k’
o modulo da tensao é entao dado por,

Io’
R

Como o cabo tem massa desprezavel T'=T"' logo a = o’

T =

Num determinado intervalo de tempo dt am-
bos os cilindros descrevem o mesmo arco ds.
Assim a velocidade do centro de massa do ci-
lindro B no referencial fizo é

e a aceleracao €

a =2Rqa.

Considerando o movimento de translagao do centro de massa do cilindro
B a forca resultante é,

T—P=—ma.

Substituindo a tensao T' = I/ R obtemos,

2+
—_— ma =m
R g
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19.3. Conservagao do momento angular

e como o = a/2R e I = mR?/2, a aceleragao do centro de massa do disco B
e,

a :gg

E finalmente obtemos a tensao no cabo,

19.3 Conservacao do momento angular

19.3.1 Giroscépio

e Um giroscopio demonstra muito bem a conservagao do momento angu-
lar i.e.,

— Se dL/dt = 0 logo L = constante.

— Se a rotagdo é em torno de um eixo principal entao L = I&d logo
W = constante.

— Um giroscOpio consiste num
disco em rotacao em torno de
um eixo principal e este eixo esta
preso a um conjunto de apoios
que permitem que o disco rode
livremente em qualquer direccao
do espago (ver figura).

e Se deslocarmos o giroscopio, o seu eixo de rotagao mantém-se sempre
na mesma direccao.

e Por exemplo, se alinharmos o eixo de rotacao segundo a direccao Este-

Oeste e esperarmos 6 horas (1/4 do dia) verificamos que o eixo de
rotacao do giroscopio se alinhou com a vertical. Porqué?
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19.3. Conservagao do momento angular

Movimento de precessao

e Quando o torque total das forcas externas que actuam no giroscopio
nao é nulo entao num intervalo de tempo dt o momento angular tem
uma pequena variacao na direccao de T..,

dL =7, dt.

e Se 7., for perpendicular a L entao dL também vai ser perpendicular a
L e o momento angular varia em direc¢cao mas mantém o moédulo cons-
tante, i.e. a direccao do eixo de rotagao varia mantendo-se L constante.

e Este movimento do eizo de rotacao em torno de um eizo fizo, devido a
um torque externo, ¢ chamado precessao

.-~ precessao

/ em
/
K torno
' do eixo
\
\\ :L‘
\

e Podemos determinar a velocidade angular de precessao w, para um
pequeno instante dt,

dL =T, dt
como,
dL
df =—
L
. Text dt
L

a velocidade angular de precessao ¢ dada por,

d@ Text Text
w, —— — = —_—:
Poodt L I ws,

e [iste resultado é valido quando w,, > wy,.
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19.3. Conservagao do momento angular

Precessao da Terra

e A Terra é um giroscopio gigante e por nao ser uma esfera perfeita, a
interacao com o Sol e a Lua gera um torque total nao nulo, que produz
um movimento de precessao da Terra.

e O periodo de precessao da Terra é cerca de 26000 anos.

e Esta é a razao porque a estrela polar, a estrela que é intersetada a
norte pelo eixo de rotagao marcando o pélo norte na esfera celeste, nao
é sempre a mesma estrela.

19.3.2 Exemplo: conservacao do momento angular
Exercicio 45

Um disco que gira com w; em torno de um eixo principal sem atrito tem um
momento de inercia I; relativamente a esse eixo. Este disco cai sobre um
outro disco, inicialmente em repouso. Os dois discos ficam a rodar em torno
do mesmo eixo. Considerando [ 0 momento de inércia do segundo disco
relativamente ao eixo de rotagao, calcule a velocidade angular w; com que
ficam a rodar os dois discos devido ao atrito existente entre eles.

1

D
-—

I

Nao havendo torque externo, o momento angular conserva-se,

L;=L;

Lw; = (I + 1) wy,
entao a velocidade angular final vem,
— Il
T
Como vimos anteriormente o momento de inércia para o eixo de rotacao em
causa é [ = M R?/2 logo o resultado final pode ainda ser expresso por,

My
= 3+ B

onde M, e M, sao as massas do disco 1 e 2 respectivamente e se assumiu que
o raio dos discos é igual.

wr

wy
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19.4. O binéario

19.4 O binario

e Como vimos quando as forcas que actuam num corpo nao estao apli-
cadas num mesmo ponto desse corpo podemos distinguir dois efeitos:
translacao e rotacao.

e A translacdo do corpo é determinada pela for¢a resultante,
F,=> F.
i
e A rotacao do corpo é determinada pelo torque resultante,

F=Y A=Y Axh
i

e Poderiamos concluir que para simplificar a accao de todas as forcas
que actuam no corpo, basta aplicar F, num ponto, tal que produza um
torque 7.

e Contudo o torque de F, serd sempre um vector perpendicular a F, e
nem sempre F,. e 7,. sao vectores perpendiculares.

e Ou seja, em geral o efeito dum grupo de forcas que actua sobre um corpo
rigido nao pode ser reduzido ao efeito duma unica forca resultante F,.

e Um exemplo simples é o binario, que consiste em duas forcas F; e F;
com moédulo igual mas sentido oposto, que actuam sobre duas direcgoes
paralelas.

e Neste caso a soma total das forgas é zero (sentidos opostos, i.e F, =
_ﬁ1)7

—

F =

—

]~

7
1

—

+ 2:07

I
Tl

e O que mostra que o bindrio ndo gera movimento de translacao.
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19.4. O binario

e Por outro lado o torque total é,

onde b = 75 — 7, é o chamado
braco do binario.

Note-se que b é independente da origem O, logo o torque do binario
também é independente da origem O.

e Entao no caso geral, podemos substituir um sistema de forcas por uma
s0 forca e um bindrio.

A forca é Fr, a forca resultante de todas as forcas e é aplicada na origem
relativamente & qual é calculado o vector soma de todos os torques 7,
para que esta produza apenas translacao, sem rotacao.

A rotagao é gerada por um binario equivalente a 7.

19.4.1 Exemplo: 7, e F;

Exercicio 46

A um corpo sao aplicadas as duas forcas indicadas na figura,
ﬁ1:—5iN€ﬁ2:—22N
com 0s seguintes pontos aplicacao,
Flz(i+2j)me772:(i—z) m.

Encontre a forca resultante F, e o torque resultante 7,.

z

A forca resultante é a soma de todas as forcas,
F.=F, + F,
=—51—21=—-71N
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19.5. Condigbes para o equilibrio estdtico dum corpo rigido.

O torque resultante é a soma de todos os torques,

—

Tr =T1 + T2

=7, x By + 7% x Fy

=(14+27) x (=b2)+ (i — J) x (—21%)
=10k — 2k =8k Nm

19.5 Condicoes para o equilibrio estatico dum
corpo rigido.
e Para garantir o equilibrio estatico de um corpo rigido é necessario con-

siderar o equilibrio relativo tanto & translacao como a rotagao assim é
necessario garantir que,

I Equilibrio de translagao: A soma (vectorial) de todas as forcas
que acluam no corpo tem de ser zero,

Y F =0 (19.4)

IT Equilibrio de rotagao: A soma (vectorial) de todos os torques, que
actuam no corpo, relativos a qualquer ponto tem de ser zero,

Y m=0. (19.5)

Exercicio 47

Uma escada de 5 m que pesa 60 N, com massa uniformemente distribuida,
estd apoiada numa parede vertical sem atrito. A base da escada estd a 3 m
da parede. Qual o coeficiente de atrito estatico p. minimo entre a base da
escada e o chao, necessario para que ela nao escorregue?
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19.5. Condigbes para o equilibrio estatico dum corpo rigido.

A

5 m

~—— 3 m —

e As forcas que actuam apenas na escada
estao indicadas na figura.

e Devido ao calculo de torques é necessario
identificar claramente a origem do refe-
rencial usado para descrever todos os ve-
tores.

NOTA: Vectores nao dependem do referencial, mas podem ter mais com-
ponentes num referencial do que noutro.

e Impondo as condi¢oes de equilibrio estatico (Eq.19.4 e Eq.19.5) vem,
> FE=0 & Ni+Ny+A+P=0 (19.6)

Y E=0 & #xN+i,xP=0, (19.7)

e além destas 3 equacoes temos ainda uma outra

Ae = ,ueNg. (198)

e Expandindo a Eq.19.6 vem,

(N1 —Ae)i+ (N2 = P)j =0,

e Usando a Eq.19.8 obtemos para as componentes x e vy,

x{(Nl—Ae) =0 {Nl

:NeNZ

(19.9)
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19.5. Condigbes para o equilibrio estdtico dum corpo rigido.

e Por outro lado da Eq.19.7 (torques) vem,
0=(—3i+4j) x Nyi+ (—1.51+2) x (=60)
0=—4N k+90k

90

Nl :ZJ

substituindo N; na Eq.19.9 obtemos finalmente o coeficiente de atrito

estatico,
Me _N2
90
_1_3
60 8
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19.5. Condigbes para o equilibrio estatico dum corpo rigido.
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Aula 20

Trabalho e energia no corpo rigido

20.1 Energia cinética de rotacao e de transla-
cao, sem deslizamento

e A energia cinética de um sistema de particulas ¢ a soma da energia
cinética de cada particula,

E,. = Z %mivf

e Por simplicidade analisemos o caso de um sistema com duas particulas.

e As velocidades ¥; no laboratoério estao relacionadas com as velocidades
v’ referencial CM por,

— —/ —
U1 =V + VoM

— —/ —
Vg =V 4 + VoM

onde vgys € a velocidade do referencial CM no laboratorio

e Entao a energia cinética no laboratoério é,

1 1
EC :§m1'U% + 577121};
1 . 1 .
=§m1(0/1 + UCM)2 + §m2(v'2 + UCM)2
1 1 1
:§m11}/12 + 577121} /22 + §(m1 + m2>170M 2

—|—(m1'z)’1 + movU ,Q)UC]W

o tultimo termo é a velocidade do CM no ref. CM que é zero, assim,

1
E.=F.cp + gMﬁcM 2

169



20.1. Energia cinética de rotagao e de translagdo, sem deslizamento

e Num corpo rigido em rotacao todas as particulas tem a mesma velo-
cidade angular w, contudo a velocidade de cada particula em torno do
eizo de rotacao depende de r;, a sua distdncia ao eizo, v; = wr;. Assim,

1 1 1
E. = Z §mivi2 = Z émiwzrf = §w2 Zmirf,
entao a energia cinética de rotacao dum corpo rigido é dada por

1
a:§mﬂ

e Consideremos agora o caso em que um corpo rigido, de massa M, gira
em torno de um eixo que passa pelo seu CM e simultaneamente tem
movimento de translacao relativamente a um observador.

e Como vimos anteriormente, a energia cinética dum sistema de particu-
las num referencial inercial é,

1
EC = EQCJM + §M’U%«M

e Num corpo rigido, Mv2,,/2 é a energia cinética de translagao.

e Como o unico movimento que um corpo rigido pode ter relativamente
ao CM € o de rotacao

E.cnm = Ioyw?/2

onde Icp; € 0 momento de inércia relativo a um eixo de rotacao que
passa pelo CM.

e Assim a energia cinética do corpo num referencial inercial é,

1 1
EC = §[CMCL)2 + éM'U%M

e Como as distdncias entre as particulas dum corpo rigido nao variam a
sua energia potencial interna também nao varia, assim relembrando a
Eq. 14.8 a variacao da energia cinética reduz-se a,

AEC = Weztu
pois Wi, = 0.

e Se as forcas externas que actuam num corpo sao conservativas podemos
escrever (ver Eq. 10.8)

AE, =~ AE,,
E.i+ E,; =E.;+ E, ; = constante.
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20.1. Energia cinética de rotagao e de translagdo, sem deslizamento

e Neste caso podemos definir uma energia total do corpo rigido, ou ener-
gia mecanica como,

E=E.+E,

1 1
:E CMw2 + §MU%M + Ep

20.1.1 Exemplo: rolamento de 3 corpos
Exercicio 48

Uma esfera (Icyy = M2R?/5), um disco (Igy = MR?/2) e um aro (Icy =
M R?), com 0 mesmo raio e massa, rolam descendo por um plano inclinado.
Todos partem em repouso de uma altura h. Determine a velocidade de cada
corpo quando chegam a base do plano. Analise os casos de rolamento com e
sem deslizamento.

esfera disco aro
A~

/

0 h%ﬂh 0 h

A energia mecanica do sélido é igual 4 soma da energia cinética de rotacao,
de translacao e a energia potencial,

Er =Eq + Ep
Ioyw? Mov?
= C]; + 5 + Mgh.

No caso em que o corpo rola sem escorregar, no ponto de contacto com o solo
existe uma forca de atrito estatico que nao realiza trabalho.
Podemos assim aplicar a conservagao da energia mecanica obtendo,

Eci+ Ep;i =Ecy + Epy
Ioyw? Mo
CM%Wy n f

Magh =
J 2 2
Lomvy 2
QMgh :? ‘|‘ M’Uf
IC’M 2
2gh = (M—R2 —|' 1) Uf
2gh
V=4 | ——,
ST
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20.2. Trabalho e poténcia na rotagao

que ¢é a velocidade com que o corpo chega a base, rolando sem deslizar.
A velocidade é independente do raio R e da massa M.
Se houver deslizamento, vamos supor que o atrito cinético é desprezavel.
Podemos assim aplicar a conservagao da energia mecanica obtendo,

Eci + Epi =Ecy + Epy
Mv]%
Mgh = 5

UV, =V 2gh.

Entao para a esfera temos,

10gh
U”'esfera = T’
para o disco vem,
4gh
/U"‘disco = 9
3

e finalmente para o aro,

Uraro = \/E

Portanto vg > Ur, ;.0 > Urgivey = Urapo-

Ou seja, a velocidade de deslizamento é igual para todos os sélidos e é
maior do que qualquer velocidade de rolamento, sendo a esfera a que tem
maior velocidade de rolamento devido a ter o menor momento de inércia
relativo ao CM.

20.2 Trabalho e poténcia na rotacao

e O trabalho realizado por uma forca F que actua num corpo e o faz
girar de um angulo df é dado por,

dW =F - d7’
como dr = rdf e F || dF vem,

=Frdf
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20.3. Trabalho e energia cinética na rotagao

e Repare-se que F'r é o modulo de 7 = 7" X F logo,

dW = 7df

e Para um deslocamento angular finito o trabalho é dado por,

0
W:/Td(9
0

e A poténcia é a variacao do trabalho com o tempo,

AW

Cdt
do
=T —

dt

=Tw

P

20.3 Trabalho e energia cinética na rotagao

e Um corpo solido tem energia cinética de translagao e de rotacao.

e Como vimos antes o seu movimento pode se decompor na translagao do
seu centro de massa onde a forca resultante F' é aplicada e na rotacao
em torno do seu centro de massa devido ao torque resultante 7.

e Vamos mostrar que o trabalho realizado pela forca Feo torque 7 numa
deslocacao entre A e B é igual & variacao da energia cinética total.

e Comecemos pelo trabalho realizado pela forca F numa translacao do
CM entre A e B:

B B
Wirans = / Fdicy = / deCtM - dFea
A A
v (B)
=m vomdvenr
ven(A)
_ vy (B) _ Mg (A)
2 2

=AFE,

Ctrans
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20.3. Trabalho e energia cinética na rotagao

e O trabalho realizado pelo torque 7 na rotacao em torno do CM entre

QA e 93 é,
W
Wiot = /Td@ :/IOEdQ
04 0a
w(B)
=1y / wdw
w(A)
[OWQ(B> _ [0&)2(14)
2 2
=AF

e O trabalho total é a soma dos trabalhos na translacao mais na rotacao,

W= Wtrans + Wrot :AEC
=AFE,

+ AFE,

trans rot

muz, 2, . .
onde £, = —gM + IOT‘” é a energia cinética total.

20.3.1 Exemplo: Conversao de energia cinética de trans-
lacao em rotacao

Exercicio 49
Calcule o trabalho total realizado pela forca e torque resultantes, que actuam

num cilindro que desce um plano inclinado rolando sem escorregar. O cilindro
com raio R e massa m tem velocidade inicial nula.
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20.3. Trabalho e energia cinética na rotagao

e Comecemos por calcular o trabalho realizado na translacao do centro
de massa duma distancia [.

e Na direccao do movimento a forca resultante é F' = Psinf — A.

e O trabalho na translacao é,

l

Wtrans _/ﬁdf

0
l

:/(Psinﬁ—A)dl
0
=Plsinf — Al

como [sinf = h
=Ph — Al

e No movimento de rotagao em torno do CM, apenas a forca de atrito
estatico A tem um torque nao nulo relativamente ao CM.

e Sendo o torque resultante 7 = RA o trabalho na rotagao é dado por,

O

Wiot = / Td0

0;
[

= / RAdO

0
=RA0

como o cilindro rola sem escorregar Rf = [ logo

=Al
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20.3. Trabalho e energia cinética na rotagao

e O trabalho total é entao dado por,
W = Wiyans + Wyt = Ph— Al + Al = Ph

e Conclui-se que a forca de atrito estatico, no rolamento sem rescorrega-
mento, nao realiza trabalho util.

e O trabalho de A na translagao é exactamente igual e de sinal oposto
ao trabalho de A na rotagao.

e A forca de atrito converte energia cinética de translacao em energia
cinética de rotacgao.

e Como W = AFE, conclui-se ainda que,

2 2
_ mugy Tyw

Ph
2 2

onde veys € a velocidade do centro de massa, Iy ¢ o momento de inércia
relativamente ao CM e w a velocidade angular em torno do CM.

e Ou seja a variacao da energia cinética do cilindro é igual & sua variacao
de energia potencial gravitica, uma vez que a forca de atrito nao realiza
trabalho.

20.3.2 Exemplo: Poténcia de um motor

Exercicio 50

Calcule a poténcia de um motor diesel dum automédvel quando as 1900 rpm
exerce o torque maximo de 250 Nm na cambota.

A velocidade angular da cambota é

2
—1900L
w 60

=198.97 rad /s
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20.3. Trabalho e energia cinética na rotagao

Multiplicando este valor pelo torque maximo obtemos a poténcia maxima
as 1900 rpm,

P =250 x 198.99 = 49741.88 W
~50 kW
=67.6 cv

20.3.3 Exemplo: volante de inércia

Exercicio 51

Um volante de inércia armazena energia sob a forma de energia cinética de
rotagao. Considere os seguintes casos de volantes de inércia e calcule a energia
armazenada em cada um:

a) A roda de uma bicicleta, com didmetro 700 mm e massa m = 1 kg
quando se desloca a 10 km /h.

b) A mesma roda quando se desloca a 20 km/h.

¢) Um cilindro de aco de raio R = 1.5 m e altura A = 0.5 m que roda a
2300 rpm. Considere ago com densidade p = 7.85 g/cm?®.

d) A Terra. Considere-a como uma esfera de raio R = 6371 km, e massa
M = 5.97 x 10** kg.

Temos de calcular a energia cinética de rotacao nas condicoes dadas.

Se a bicicleta se desloca a 10 km/h entao a sua velocidade angular é,

wzﬁ

10

:% = 7.9 rad/s

Considerando que a massa da roda esta toda a uma distancia R do eixo
de rotagao, o seu momento de inércia é,

]—/Rde—R2/dm

=R*M = 0.12 kg m?

Entao a energia armazenada é,

, 1P
2
_ MR*w?

=391J
2
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20.3. Trabalho e energia cinética na rotagao

b)

e Se a bicicleta se desloca a 20 km/h entao a sua velocidade angular é,

v
w=—
R
20
0.

:% = 15.87 rad/s

e Logo a energia armazenada aumenta 4x para,

I 2
E, :% —154 ]

e Note-se que na aproximagao aqui usada, a energia armazenada na roda,
nao depende do raio da roda mas apenas da sua massa e velocidade

tangencial,
p I
2
0\ 2
_MR* (%)
2

_]\41)2
2

c)

e Se o cilindro de aco roda a 2300 rpm entao a sua velocidade angular é,
2m
w :2300% = 240.9 rad/s

e Usando o momento de inércia antes calculado obtemos a energia arma-

zenada,
B 1
2
_ MR*w?
4

como M = pV e V = tR*A vem,
B prR?AR?W?

4
=3758815.7 =~ 3.8 MJ ~ 1 kWh
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20.3. Trabalho e energia cinética na rotagao

e A velocidade angular da Terra é,

B 2
¥ 786400

= 7.27 x 107° rad /s

e Considerando a Terra como uma esfera o momento de inércia é dado
por,

2
I :SM R? (ver calculo no apéndice)

=9.69 x 10°7 kg m?

e A energia de rotacao armazenada na Terra é assim dada por,

_[w2
T2
M R?w?
5
=256 x 10%° J

Ee
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20.3. Trabalho e energia cinética na rotagao
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Aula 21

Introducao ao estudo da
Termodinamica

21.1 Introducao ao estudo da Termodinamica

A termodinamica é uma ciéncia experimental, baseada num pequeno
numero de principios que sao generalizagoes feitas a partir da experién-
cia.

A termodindmica estuda propriedades macroscopicas da matéria.

21.2 Equilibrio térmico e temperatura

Para aquecer um objecto colocamos 0 mesmo em contacto com outro
mais quente.

Para arrefecer um objecto colocamos o mesmo em contacto com outro
mais frio.

Deste tipo de experiéncias simples desenvolveu-se o conceito fisico de
temperatura.

Quando se aquece ou arrefece um objecto algumas das suas proprieda-
des fisicas variam.

A maioria dos solidos e liquidos expandem-se quando aquecidos. Um
gas também.

A uma propriedade fisica que varia com a temperatura chamamos pro-
priedade termométrica, portanto uma variagao desta propriedade fisica
dum objecto indica uma variacao na sua temperatura.

Suponhamos que colocamos uma barra de cobre fria A em contacto
com uma barra de cobre quente B.
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21.2. Equilibrio térmico e temperatura

A barra A por estar mais fria esta ligeiramente contraida.

A barra B por estar mais quente expandiu-se ligeiramente.

e Colocando as duas barras em contacto tal que A aqueca e B arrefeca,
dizemos que as barras estao em contacto térmico.

e A barra B vai agora contrair-se e a A expandir-se, até que passado
algum tempo as duas barras tém o mesmo tamanho e este permanece
constante.

e Diz-se que as barras estao em equilibrio térmico uma com a outra.

e Consideremos uma outra experiéncia com as mesmas barras A (fria) e
B (quente).

e Desta vez as barras sao mergulhadas num grande lago, muito afastadas
uma da outra.

A barra A aquece até ficar & temperatura do lago, enquanto B arrefece
até ficar & temperatura do lago.

O lago € tao grande que nao se nota a variacao de temperatura causada
pelas duas barras.

Cada barra esta em equilibrio térmico com o lago.

Se colocar as duas barras em contacto térmico, verifica-se também que
as duas barras estao em equilibrio térmico entre si.
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21.3. Lei zero da termodindmica

21.3 Lei zero da termodinamica

e Podemos entao enunciar a

lei zero da termodinamica
Se dois corpos estao em equilibrio térmico com um terceiro corpo,

entao também estao em equilibrio térmico entre si.

e Esta lei permite definir uma escala de temperatura.

21.3.1 Escalas de temperatura

e Qualquer propriedade termomeétrica permite estabelecer uma escala de
temperatura.

e No conhecido termometro de mercirio, é usada a expansao/contracgao
do merciirio num tubo de vidro para determinar as variacoes de tem-
peratura.

e A escala é calibrada marcando no vidro o comprimento da coluna de
mercirio quando o termémetro é posto em contacto térmico com gelo
a pressao de uma atmosfera.

e A este ponto chama-se a temperatura do ponto de gelo.

e Em seguida o termémetro é posto em contacto térmico com dgua a
ferver também & pressao de uma atmosfera. A este ponto chama-se a
temperatura do ponto de vapor.

e A escala Celsius foi definida atribuindo o valor zero ao ponto de gelo e
o valor 100 ao ponto de vapor.

e Dividindo a distancia entre estas duas marcas em cem partes iguais,
obtém-se o grau Celsius.

e Assim a temperatura em graus Celsius, T¢ correspondente ao compri-
mento L(T') da coluna de mercirio obtém-se de,

L(T) — L(0)
To = 100 [°C
“ = L(100) — L(0) €]
Lmﬁ L= LwlUOSLO Tc + Lo
Ltlj > Tc
0 100
Ponto Ponto
de gelo de vapor
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21.4. Termoémetros de gas e escala absoluta de temperatura

21.4 Termoémetros de gas e escala absoluta de

temperatura

Quando diferentes tipos de termémetros sao calibrados no ponto de gelo
e de vapor, por definicao, todos medem correctamente a temperatura
destes dois pontos. Contudo para temperaturas intermédias hd ligeiras
discrepdncias.

As discrepancias aumentam consideravelmente para valores de tempe-
ratura < 0°C ou > 100°C.

Existe contudo um tipo de termdmetro onde tais discrepdncias sao in-
significantes.

Sao os termoémetros de gas a volume constante.

Num termoémetro de gés a propriedade termométrica usada € a pressao
do gds a volume constante.

Usando um procedimento andlogo ao anterior determina-se a pressao
do ponto de gelo Py e a pressao do ponto de vapor Pjgq.

A temperatura em graus Celsius correspondente & pressao P(1¢) é
encontrada por,

P(T¢) — P(0)
P(100) — P(0)

Te = 100 [°C]

Esta equacao mostra que a pressao do gds varia linearmente com a
temperatura.

P1oo

PoH

r > To
-273.15 100
Ponto Ponto
de gelo de vapor

Extrapolando o valor da temperatura, quando a pressao é zero, verifica-
se que todos os termometros de gas a baixa pressao convergem para o
valor de —273.15°C, independentemente do gés usado.

Extrapolando T para P = 0 verifica-se que todos os termémetros de
gas a baixa pressao convergem para T = —273.15°C, independente-
mente do gas usado.
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21.5. Lei dos gases ideais

o —273.15°C € a temperatura do zero absoluto de temperatura.

e A escala absoluta de temperatura chama-se escala Kelvin (K) que se
relaciona com a escala Celsius por,

T = Te + 273.15,

onde T" é a temperatura em kelvin e T ¢ a temperatura em graus
celsius.

e Um ponto de referéncia muito mais estavel do que o do gelo e/ou o do
vapor € o ponto triplo da 4gua.

e No ponto triplo da dgua as trés fases da dgua (sdlida, liquida e gasosa)
coexistem em equilibrio entre si, ou seja é possivel ter gelo, agua liquida
e vapor de agua juntos se a temperatura for de 0.01°C e a pressao for
de 0.0060263 atmosferas.

e A escala de temperatura do gas ideal é assim definida de modo a que
a temperatura do ponto triplo seja de 273.16 kelvin (K).

e A temperatura, T de qualquer outro estado do gas é definida como
sendo proporcional a pressao, P num termoémetro de gés a volume
constante,

27316

T
Ps

P,

onde P3 € a pressao do termometro quando € imerso num banho de
agua-gelo-vapor no seu ponto triplo.

e O valor de P; depende da quantidade de gas dentro do termémetro.

21.5 Lei dos gases ideais

e Verifica-se experimentalmente que se um gds for comprimido mantendo
a sua temperatura constante, a pressao aumenta.

e Verifica-se experimentalmente que em boa aproximacao, a temperatura
constante o produto,

PV = constante,
esta ¢ a lei de Boyle.

e Um resultado mais geral foi descoberto também experimentalmente
concluiu que,

PV = kgNT, (21.1)
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21.5. Lei dos gases ideais

P é a pressao do gas (Pa),

V & o volume que o gas ocupa (m?),

N é o nimero de moléculas do gas,

kp =1.381 x 107 (J/K) é a constante de Boltzmann,
T & a temperatura absoluta (K).

e A equacao anterior é wvdlida para gases pouco densos e é chamada a lei
dos gases ideais.

21.5.1 Definicao de mol

e (Qualquer volume de dimensoes normais, mesmo que muito pequenas,
contém um ntmero de moléculas excepcionalmente elevado.

e Desta forma nao é préatico usar o niimero de moléculas nos célculos
efectuados.

e Uma forma de contornar esta incomodidade é agrupar as moléculas e
contar apenas os grupos de moléculas.

e (Quando o niimero de moléculas num grupo é igual ao numero de dtomos
que estao em 12¢g de 120 diziamos que esse grupo tem uma mol de
moléculas.

e Uma mol sdo 6.022 x 10?3 particulas.

e A este nimero também se chama o nimero de Avogadro Ny, que este
ano (2019) foi redefinido para o valor exato,

N, = 6.02214076 x 10?3 particulas por mol

e Na realidade Loschmidt foi o primeiro a calcular este ntmero.

e Contar as moléculas em mol é semelhante a contar ovos as dizias.

e Uma dizia é apenas um grupo de ovos com 12 ovos, uma mol é um
grupo de particulas com N, particulas.

e Assim se um gas tem N moléculas, podemos exprimir esse mesmo nt-
mero de moléculas em 2z mol com,

N

Z:N—A
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21.5. Lei dos gases ideais

e Usando moles a equacao dos gases ideais fica,
PV ZZNA]{?BT,

como Ny e kg sao constantes é comum usar a constante dos gases ideais
R = Njkp = 8.314 JK 'mol ™!,

PV =zRT

e A equacao do gas ideal é também conhecida como a equacao de estado
dum géas ideal, pois ela relaciona as variaveis P, V' e T que descrevem
o estado macroscopico dum gas em equilibrio

e No sistema internacional:

— A pressao, sendo uma forca por unidade de drea, mede-se em
pascal (Pa), 1Pa=1N/m?  (uma atmosfera latm = 101325 Pa~
1.01 x 10°Pa).

— O volume mede-se em m® no SI, (um metro cibico contém 1000
litros).

21.5.2 Exemplo: volume duma mol dum géas ideal
Exercicio 52

Qual o volume ocupado por 1 mol dum gas ideal a temperatura de 0°C e
pressao de 1 atm?

Uma mol de particulas sdo 6.022 x 10% particulas, que é igual a Ny4.
Usando a equacao dos gases ideais, Eq.21.1 vem,

PV =NkgT
NakpsT
V =
P
_RT
==

substituindo os valores de 7" = 273.15 K e P = 1.01 x 10° obtemos o volume
procurado,

V =0.0225m> = 22.5 L.
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21.5. Lei dos gases ideais

21.5.3 Exemplo: compressao dum gas ideal
Exercicio 53

Um gés a temperatura de 30° C e 1 atm ocupa um volume de 2L.. Qual a nova
pressao, quando o gas é aquecido a 60° C e comprimido a 1.5 L. de volume.

Usando a equacgao dos gases ideais, Eq.21.1 vem para o estado inicial,

PV; =NiksT;
I

Ni — .
kgT;

Como o nimero de particulas é constante N; = Ny entao para o estado final
obtemos,

PyV; =NiksT;
BV kgTy
ksl V;
:PiE &,
T; Vi

substituindo os valores de T" e de V' obtemos a pressao procurada,

P =1.48 x 10° Pa = 1.47 atm.

21.5.4 Exemplo: massa de 1 4&tomo de Hidrogénio
Exercicio 54

A massa molar do Hidrogénio é 1.008 g/mol. Qual a massa de 1 dtomo de
Hidrogénio?

A massa de 1 a&tomo de Hidrogénio = % =167x10"%4g=1.67x
102" kg.
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Aula 22

Fisica cinética e estatistica

22.1 Deducao heuristica da equacao dum gas
ideal

e A equacao dum gas ideal foi experimentalmente validada para gases
muito rarefeitos.

e A sua simplicidade contrasta com a grande multiplicidade de proprie-
dades dos gases que ela consegue explicar.

e O modelo do gés ideal, trata um gas como um conjunto de moléculas
que tém energia cinética muito superior & energia potencial de interac-
cao entre elas resultando num sistema onde as particulas se mantém
afastadas umas das outras.

e Pressupostos na dedugao da equacao dum gas ideal:
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22.1. Dedugéao heuristica da equagdo dum gés ideal

Assume-se que as
moléculas:

Despreza-se:

se comportam como massas
pontuais, i.e. com volume zero

o volume das moléculas é pe-
queno mas finito

nao interagem entre si, excepto

a interacgao entre as moleculas

instantaneamente quando coli-
dem

colidem elasticamente entre si
e com a parede

quase nada; boa aproximacao,
excepto na conducao de elec-
tricidade num gas

estao em equilibrio termodina- | nada

mico

e Esboco do movimento das moléculas num gas real.
e As esferas escuras representam as moléculas

e Na regiao esverdeada, sem carga, a interaccao eléctrica é suficiente para
mudar a trajectoria das moléculas que nela entrem.

e Esboco do movimento das moléculas num gés ideal.
e As moléculas sao pontuais e ndo interagem umas com as outras.

e Os diferentes vectores indicam a diversidade de velocidades.

190



22.1. Dedugéo heuristica da equagao dum géas ideal

Consideremos uma caixa de volume V = L3 com N moléculas todas
iguals e com massa m.

Consideremos ainda uma molécula em particular a que chamaremos s
cuja velocidade v, é igual & velocidade média v de todas as moléculas.

e Tem momento linear p, = mus.

. c . , . 1 2 2 2
e A sua energia cinética é E,, = smv; = §m(vsx + vg, + vZ,).

22.1.1 Colisao de s Com a Parede da Caixa

/

e Numa colisao elastica de s com a parede vs, = —v,,.

e Usando a conservacao do momento linear,

— —
ptotal :ptotal
— — — —
mu, + Pparede =TNUg + pparede
e Como Ppgrede = 0 vem,
—y o —
pparede = Mvs —mv

S
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22.1. Dedugéao heuristica da equagdo dum gés ideal

Antes da colisao Apos a colisao
—
. Vs o
~ . > ; Usy =/
7 RS R p parede
— S, ” ST -
VUsy M 7
,US./,U

e Considerando esta colisao como ideal vy, e v,, nao sao alteradas

e Entao o momento transferido para a parede é:

— _ A TN
pparede =MUsz 1 MUg, 1

22.1.2 Pressao de s na Parede da Caixa

e Depois da colisao s dirige-se para o interior da caixa, colide com outra(s)
parede(s) e eventualmente voltara a colidir com a mesma parede

e IEm média s regressa a mesma parede passado um intervalo,

L
At =2 —.
VUsg

e Entao a taxa a qual s transfere momento para a parede é dada aproxi-
madamente por:

Apsa: . Qmst o mvgw
At 2L L

Vsx

e Relembrando a 2% lei de Newton a expressao anterior ¢ simplesmente
igual a forca que s exerce na parede:
Apsy  mv2

Fs — — sx
At L

e Por definicao a pressao que s exerce na parede é apenas a forca exercida
por unidade de area, i.e.:

p,=— = 2 (22.1)
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22.2. Conceito microscopico de pressdo e temperatura

22.2 Conceito microscopico de pressao e tem-
peratura

e Como a partida nenhuma direcgio é preferencial o valor médio de v?
nao varia com a direccao, logo verifica-se

e Assim a energia cinética total de s vem,

1 1 1

E., = Emvgm + Emvgy + §m1}§z =3E.,,
ou
1
Ecsz _ECS
3

e Substituindo este resultado na Eq. 22.1 para P, vem,

E
P, =9 Gz
' \%4

_2E,
3V

e Como na caixa de volume V' ha N moléculas a pressao total seré,

2F
P=NP,=N-—""
3V

logo,

2
PV = N3E.,

e Comparando esta expressao com a equagao dos gases ideais (Eq. 21.1),

PV :NgECS
3
obtemos,
1
E. = 3§k:BT (22.2)

e Microscopicamente a temperatura absoluta de um gds de moléculas ide-
ais € uma medida da energia cinética média de translacao por particula.
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22.3. Graus de Liberdade de uma molécula

22.3 Graus de Liberdade de uma molécula

e Acabidmos de mostrar que num gds ideal cada molécula tem energia
cinética média de translacao igual a 3kgT /2.

e Uma molécula tem 3 graus de liberdade de translacao independentes,
i.e. pode mover-se segundo o eixo X, ou segundo Y, ou segundo Z.

e A cada grau de liberdade estd associada uma energia térmica de %k;BT.
e Este conceito de grau de liberdade pode generalizar-se.

e O grau de liberdade duma molécula refere-se a forma do movimento
que ela pode fazer ou ao modo como ela pode receber energia.

e Uma molécula monoatémica tem 3 graus de liberdade de translagao

e Uma molécula diatomica tem 3 graus de liberdade de translagao, mais
2 graus de liberdade de rotacao e pode ter também graus de liberdade
de vibracao.

e Uma molécula triatémica tem 3 graus de liberdade de translagao, mais
3 graus de liberdade de rotacao e pode ter também graus de liberdade
de vibracao.

e Em geral quanto mais complexa é uma molécula mais graus de liberdade
POSSUL.

22.4 O teorema da equiparticao

e Um dos principios fundamentais da mecdinica estatistica diz que em
média a energia € repartida igualmente por todos os graus de liberdade
acessiveis.

e Implicito neste mecanismo esta a existéncia de um mecanismo de aco-
plamento entre os graus de liberdade, e.g. uma molécula que viaja pelo
espaco nao desacelera espontaneamente e comeca a rodar.

e [ necessaria uma interacgao, i.e. troca de energia, com outra molécula
ou simplesmente com um campo, para se dar a transferéncia de energia
entre os graus de liberdade acessiveis.

22.5 Equilibrio Termodinadmico

e Convém enfatizar um pressuposto essencial nas deducoes anteriores.

e As defini¢oes de temperatura e pressao de um géas sd fazem sentido se
0 gas esta em equilibrio termodinamico.
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22.5. Equilibrio Termodindmico

e Por equilibrio entende-se que 1" e P representam efectivamente a ener-
gia e a densidade de energia média por grau de liberdade, ou seja, uma
grande parte das particulas do gas tém essa energia.

e As restantes particulas podem ter energias muito diferentes (tanto mai-
ores como menores) mas o seu reduzido niimero nao lhes permite influ-
enciar as propriedades macroscopicas de todo o gas.

e Eiste conceito de equilibrio é "dinamico", i.e. nao tém que ser sempre
as mesmas particulas a ter a mesma energia, o numero de particulas
semelhantes a s € que se deve manter estdvel.

22.5.1 Exemplo: massa de 1L de ar

Exercicio 55

O ar é constituido principalmente por Azoto (Ny) 78.1% e Oxigénio (O3)
20.1%. Os restantes 1.8% sdo constituidos por diversos gases como o Argon,
o Dioxido de Carbono e uma parte variavel de H,O. Tratando o ar como um
gas ideal e sabendo que a massa molar do Ny é 28.014 g/mol e do O, é 31.998
g/mol:

(a) estime qual a massa de 1L de ar a pressao de 1 atm e temperatura de
20° C.

(b) Qual o volume ocupado por uma massa de ar de 70 kg para os mesmos
valores de P e T?

a) Usando a equacao dos gases ideais calculamos o niimero de moles para os
valores de P, V e T dados,

PV —=RT
_PV
*TRT

101 x 105 x 1073
~8.314 x 293.15
=0.041 mol.

Entao a massa de 1 L de ar é dada por,

My, =2(0.781 x 28.1 + 0.201 x 31.998)
~1.17g.

b) O processo é inverso ao anterior. Determinemos primeiro quantas
moles ha em 70 Kg de ar,
70 x 103

28.3
=2472.6 mol,

Z70Kg —
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22.5. Equilibrio Termodinamico

entao o volume ocupado por estas moles é,

PV =zRT
Z70K9RT
y ="
P
=59.7m?>
=59.7 x 10° L.

22.5.2 Exemplo: Temperatura de um balao de ar quente
Exercicio 56

Pretende-se construir um balao de ar quente para lancar na noite de Sao
Joao. Todo o material tem uma massa de m;, = 60 g e envolve um volume
de ar de 120 litros. Supondo que & hora a que é lancado o balao o ar esta a
Ty =17° Ce P =1 atm (= 101325 Pa), qual deve ser a temperatura minima
do ar no interior do balao para que este suba?

Nota: A forca de impulsao a que esta sujeito o balao de ar quente é igual
ao peso de ar frio deslocado pelo balao.

ar frio

As forcas que actuam no baldo, sao a impulsao I e o peso P entao da 2°
lei da dinamica o balao flutua quando,

I—P=0 (22.3)
marfg - (mb + marq) g =0

onde m,,., ¢ a massa do ar quente dentro do balao e m; a massa do balao
(estrutura,).
A massa do ar é dada por,

Mar =pV

onde a densidade de massa p é a massa por unidade de volume,

_ Mgz
p - V )
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22.5. Equilibrio Termodindmico

sendo M,, = (0.781 x 28.1 + 0.201 x 31.998) = 28.38 g/mol a massa molar
do ar, ja antes calculada.
Da equacao dos gases ideais vem,

P
:Mm’_
P RT

P
=3.413—
T

Voltando & equagao do baldo (Eq.22.3),

Mar, g — (My + May, ) g =0
parfv — My — parqv =0
P P
Mar_ - Mar_ V=
( RT; Rﬂ) "
1

q _L _ mp
Tf IM%{PV
1
1 60

T 2838x101325 —3
290.15 514 120x10

=499.8 K = 226.7°C

Esta é a temperatura minima do ar no interior do balao, para a qual o balao
flutua. Qualquer valor mais elevado, provoca a subida do balao.
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22.5. Equilibrio Termodinamico
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Aula 23

Alguns conceitos de fisica
estatistica

23.1 Distribuicao do Moédulo das Velocidades
Moleculares

e Recordemos que nem todas as moléculas de um gas se movem com a
mesma velocidade.

e Pode parecer impossivel que se possa caracterizar a gama de velocidades
das moléculas de um gés.

e Por estranho que pareca pode-se saber muito sobre estas velocidades
se o gas estiver em equilibrio a temperatura T.

e No Apéndice D mostra-se que num gés, a temperatura 7', a probabili-
dade de uma molécula ter velocidade v é dada por,

4 U2 (>
P(v)dvzﬁv—ze(

ondevp:wM
m

>
ETy 2
st P(v) < v* para pequenas velocidades
=]
)
R ‘
o o
= g o
g £ o P(v) decresce exponen-
°w (| cialmente para grandes
g b / velocidades
o3 | |
1@ I |
w O
g2 [
“— @ T T >
>

velocidade molecular v m/s
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23.1. Distribui¢do do M6dulo das Velocidades Moleculares

e Usando F = %va podemos mostrar que probabilidade de encontrar

uma molécula com energia F é dada por,

2 1 3 (_L)
P(E)dE =— 2 VEe *T'dE

E
—constante x VE x e BT 4B

fragdo de moléculas com
energia entre £ e E + dE

|
Il
Dl = = = —
kol
o}
N

energia molecular E J

e Resumindo o valor de P(v)dv é igual a frac¢ao de particulas com mo-
dulo das suas velocidades no intervalo entre v e v + dv

e Do mesmo modo o valor de P(E)dE é igual a fracgao de particulas com
energia no intervalo entre F e F + dFE

35}

23.1.1 Exemplo: fraccao de particulas em [%, 5

Exercicio 57

Calculemos a fraccao de particulas que tém velocidade compreendida entre
U —10/2ev+70/2, que corresponde a regiao sombreada na figura.

P(v)

NII]]
SIS

w

|
@V

e O numero de particula com velocidades compreendidas entre [0, +o0] é
N

e O ntumero de particula com velocidades compreendidas entre [v, v + dv]
¢ AN = NP(v)dv
e Assim a fraccao de particulas neste intervalo é
AN

~ =P(v)dv

200



23.2. Valor médio duma grandeza fisica

e No intervalo [E 3v

515 } a fraccao de particulas é

3T
2
N
T / P(U)dU
P

3 2
4 m_\? 2 (= o)
= —— v 25T gy
7 ) |

e Mudando a variavel de integracao

>

(S

va

ksT
- 2kgT

= dv=+4/——du

2mu

N

obtemos uma forma mais simples para o integral
e No intervalo [

v 30U x : 4
7 7} a fraccao de particulas é

_N i / QkBT kBT e “du
N VT k:BT \/
/ —’ltdu

=0.76

e Entdo no intervalo [2, %] estao 76% das particulas

e Esta é a razao porque a deducao simples da equacao dos gases ideais
feita anteriormente leva ao resultado correcto

P(v)

11% 76% 12%

Nl
2|

23.2 Valor médio duma grandeza fisica

e Usando a funcgao de distribuicao, o valor médio de qualquer quantidade
fisica Q(v) que seja fungao da velocidade é dado por

7Q(U)P v)dv

(23.1)
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23.3. Trés velocidades caracteristicas de P(v)

e Esta funcao nao é nada mais nada menos do que uma média pesada
onde a cada valor de Q(v) ¢ atribuido o peso P(v)dv.

e Somando cada um destes valores pesados de Q(v) para todos os valores
possiveis de v obtém-se o seu valor médio.

23.3 Trés velocidades caracteristicas de P(v)

e Vejamos como exemplo como calcular o valor de trés velocidades que
caracterizam a curva P(v).

e Comecemos por calcular a média do quadrado da velocidade, v?.

W:/UQP(v)dv
/'0247T % v? e(_%)dv
27T/{?BT
0
3 mv
—Ar )2
271']{?BT /
0
e Fazendo a = m e usando a Eq. E.3 vem,

33 |
s w
 3kgT
N m

e Assim a raiz da média do quadrado da velocidade, também conhecida
como a velocidade quadrdtica média é dada por,

- £

m
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23.3. Trés velocidades caracteristicas de P(v)

e Uma outra quantidade muito comum ¢é a velocidade média,

o0

7= / vP(v)dv

0
o0
2

muv

:/U4W<27TZLBT)3 v? 2T gy
0

=4 3/ 3 2kBT
271']{/'BT
0

e Fazendo a = m e usando a Eq. E.3 vem,

A,
@:ﬁas/v‘ge W dv
0
4 s 1
= a2 ——
N
T
7=y (23.2)
™

e Por ultimo calculemos a velocidade mais provdvel, v,
e Para esta velocidade P(v) é maximo entao,

dP(v)
dv

d m 3 _m?
— (4 5 02 ( 2% T) =0
v ( ") V¢ )

eliminando o termo constante e fazendo a =

=0

—zk";T vem,
d
o <U2 e*“”2> =0
v
(27) e~ _ 9q03 e_“”Q) =0
1 =av?
2kgT
Up -

e Usando v, podemos escrever P(v) numa forma mais compacta.
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23.3. Trés velocidades caracteristicas de P(v)

e Para tal usemos a mudanca de variavel u = v/v, = dv = v,du entao,

2

P(v)dv :47r(2 7: T)% v? 2T gy
TTRB
2
AL e T,

VT [okpT
m
recordando que v, = \/ 25T vem,
m

4 v? (%)
= — ¢ Y

VTl

4 2

P(u)du :ﬁzﬁ e "“du

dv

e A figura ilustra para o Azoto a 293.15 K, estas 3 velocidades, (T, Vs
e v,), todas com a mesma ordem de magnitude.

Azoto Ny a 293.15 K

2 L _
S X U =471 m/s
— g
X 1} X Upms = D11 m/s-
= ¥
: 33
ol T i
| | |

Velocidade molecular v (km/s)

e Em geral as velocidades mais relevantes sdo as velocidades 7 e V02,
diferindo entre si cerca de 8% com 7 = 0.921V/ v2.

e A velocidade mais provavel v, marca o maximo da curva de distribuigao
de velocidades:
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23.3. Trés velocidades caracteristicas de P(v)

23.3.1 A energia cinética média

e A energia cinética média pode ser rapidamente calculada a partir da

Bq. 23.1,
E. :/EC(U)P(U)dU (23.3)
0
2
= ﬂP(v)dv
2
0
:%/U2P(v)dv
0

ja calculamos atras este integral v = 3kgT/m assim vem,

E. —ngT. (23.4)

e Ja tinhamos deduzido este resultado anteriormente (ver Eq. 22.2) no
modelo muito simples da equacao dos gases ideais.

e A equacao 23.4 foi calculada por um processo muito mais sofisticado e
robusto.

23.3.2 Fluxo de colisoes de moléculas

e Usando a funcao de distribuicao de Maxwell-Boltzmann podiamos mos-
trar que o nimero de moléculas no gas que cruzam uma unidade de area,
por unidade de tempo, i.e. o fluxo de moléculas é dado por,

Numero de colisoes por
fluxo = unidade de area por

unidade de tempo

1

=—-nv

onde n € o numero densidade de moléculas.

23.3.3 O livre percurso médio duma molécula de gas

e As colisoes entre as moléculas de um gas tém um papel importante no
transporte de calor no proprio gas.
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23.4. Frequéncia média de colisdo

e A distancia que as moléculas viajam entre colisbes com outras molécu-
las é particularmente importante, verificando-se geralmente que molé-
culas lentas percorrem, entre colisoes, distancias menores que as molé-
culas rapidas.

o A distdncia média percorrida por uma molécula entre colisoes denomina-
se livre percurso médio, Appu.

e Usando a funcao de distribuicao de Maxwell-Boltzmann podiamos mos-
trar que,

\ B 1
LPM = m>

onde a € o didmetro molecular.

23.4 Frequéncia média de colisao
e O tempo médio entre colisoes é chamado tempo de colisao, 7.

e A frequéncia média de colisao, v é o inverso do tempo médio de colisao,
v=—-

-
que representa o niimero de colisoes que em média ocorrem por segundo.

e Podemos exprimir também o livre percurso médio em funcao da velo-
cidade média e do tempo de colisao,

A=0T

Exemplo: livre percurso médio
Exercicio 58

Considere-se o Azoto, Ny (o principal constituinte do ar) como um gas ideal
a temperatura de 20° C e a pressao de 1 atm. Usando o diametro molecular
do Azoto, a = 3 x 107 m e massa molar My, = 28 g/mol, calcular:

. L 1. o 1 ,
(a) o livre percurso médio A = Z5nraz de uma molécula de Ny,

(b) o tempo de colisao 7 = 2 e

2>

(c) a distancia média entre as moléculas, d.
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23.4. Frequéncia média de colisdo

. Ay 1
O livre percurso médio é A = Tonmat

Sabendo que a = 3 x 107!V falta determinar n.
Da equacao dos gases ideais,

PV =NkgT
N P
n=y = T
1.01 x 10°

T 1.38 x 10-23(273.15 + 20)

—2.5 x 10% moléculas /m”

entao

1
A=
V22.5 x 10% 7 (3 x 10-10)2
=1.0 x 107" m =~ 333a

(b)

O tempo de colisao é 7 = % Recordando que,
_ 8kgT
v =
™m

temos todos os dados excepto a massa m de uma molécula. Sabemos contudo
que uma mol de moléculas tem 28 g, entao a massa de 1 molécula é,

28 x107% 28 x 1073
Ns  6.02x 1023

my, = = 4.65 x 107 kg

logo,

8 x 1.38 x 10-23(273.15 + 20
E:\/ . . ( i ):470.82m/s

74.65 x 1026

Assim o tempo de colisao vem,

T ==

(%
10x10°7

470.82
=213 x 107 ¢

a frequéncia de colisdao é 1/7 = 4.70 x 10% colisdes por segundo.
Uma molécula de Azoto a 20 °C colide, com as outras, cerca de 5 mil
milhoes de vezes por sequndo.

(c)
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23.4. Frequéncia média de colisdo

Se ha N moléculas num volume V', entao cada molécula tem a sua disposicao
um volume,

Vo1 ,
= — =—=40x 10" m3.
V N X m

Supondo que este volume V tem a forma de uma esfera de raio r entao,

47r3
Y =
3
r=y g:2.12>< 10%m
4

logo a distancia média entre duas moléculas é d = 2r = 4.24 x 107° m ~ 14a.

Repare-se que,

A_ Lox107T )
d 424 x10° "
e que
A 1.0x1077
@ 3x10-m T3

ou seja a distancia média que uma molécula de N, percorre & pressao e
temperatura dadas ¢ ~ 300 vezes superior ao seu diametro molecular e ~ 20
vezes superior a distancia média entre moléculas.
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Aula 24

Primeira lei1 da termodinamica

24.1 Definicao de calor

e Até agora abordamos trés formas de energia.

e O trabalho e como este se relaciona com a energia cinética e a energia
potencial, outras duas formas de energia.

e Definimos energia cinética de translacao e de rotagao e energia potencial
elastica e gravitica.

e Ha muitas mais formas da energia se manifestar, como o calor que
vamos agora introduzir.

e Consideremos dois corpos em contacto térmico, um com massa m; €
4 temperatura 77, o outro com massa ms e a temperatura 15, com
T > T.

e Atingido o equilibrio térmico & temperatura 7', tais que T} > T > Ty
dizemos que passou calor do corpo 1 para o corpo 2.

e O calor é a energia que transita de um corpo para outro, devido a
estarem a temperaturas diferentes.

e O calor nao se armazena num corpo.

e Tal como o trabalho, o calor é energia trocada entre dois corpos ou
sistemas.

e A energia adicionada a um sistema sob a forma de calor é armazenada

como energia potencial e/ou cinética das particulas que constituem o
sistema.
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24.1. Definigdo de calor

24.1.1 A caloria

e Sendo uma forma de energia o calor mede-se em unidades de joule (J).

e No passado, acreditava-se que o calor era uma substancia propria me-
dida em calorias.

e Uma caloria define-se como o calor necessdrio para aumentar em 1°C
a temperatura de 1 grama de dgua a 15°C.

e Mais tarde conclui-se que a caloria é apenas uma outra unidade de
energia, que em unidades SI equivale a,

lcal = 4.184).

24.1.2 A experiéncia de Joule

e Em 1845 Joule demonstrou como é possivel converter trabalho meca-
nico em calor.

e A queda do peso, faz rodar umas pas mergulhadas em agua, que esta
contida num recipiente termicamente isolado.

e A maquina de Joule converte energia potencial do peso em queda, em
trabalho mecanico sobre a agua.

e Medindo o aumento de temperatura da dgua conclui-se que sao precisos
4.184 J para aumentar em 1°C a temperatura de 1 g de agua.
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24.2. Primeira lei da termodindmica

24.2 Primeira lei da termodinamica

e A 1% Lei da Termodinamica, essencialmente reafirma o principio da
conservacao da energia definindo uma propriedade chamada a energia
interna (U) dum sistema em termos do calor (@) fornecido ao sistema
e do trabalho (W) feito sobre o sistema.

e A 1% Lei contabiliza a conversao de energia entre trabalho e calor entre
dois estados do sistema em equilibrio térmico.

ar A

+Q
A 1% Lei da Termodinamica diz que:
Variacao da Calor que Trabalho realizado
energia interna = entra -+  sobre o sistema
do sistema no sistema pela vizinhaca

AU = AQ)em‘, + AWU’iZ

e Da perspectiva da mecanica estatistica,

- 0 trabalho & interpretado como sendo a energia associada ao mo-
vimento coerente das moléculas.

- 0 calor ¢ interpretado como sendo a energia associada ao movi-
mento desordenado das moléculas.

e Notar que W,;, é definido como sendo o trabalho que a vizinhanca
exterior realiza sobre o sistema, i.e. energia que entra no sistema.

e Se o sistema realizar trabalho sobre o exterior entao W,;, serd negativo
e energia saird do sistema.

@ \W - W
(o)

e Do mesmo modo AQ.,; positivo indica energia a entrar no sistema e
vice-versa
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24.3. Calculo do trabalho num gés

24.2.1 Energia interna

e Um gas em equilibrio & temperatura 7" tem por cada grau de liberdade
duma molécula uma energia de kBTT

e Se cada molécula tem p graus de liberdade e o gas tem N moléculas a
energia interna do gas pode-se escrever,

U =NpBL.
Py

o A energia interna de um gds com um niumero fixo de moléculas nao
varta se a sua temperatura permanecer constante.

24.2.2 Diferenciais inexactos

e Na forma diferencial podemos escrever a 1 Lei da Termodinamica
como,

dU = dQ + dW. (24.1)

Num ciclo fechado a variacao da energia interna é nula e o calor total
e o trabalho total dependem do processo seguido:

j{dQJr]{dW:O

dU é um diferencial exacto, d@ e dW sao diferenciais inexactos.

Para lembrar esta diferenca por vezes usa-se a notacaodQ,dW ou d'Q),
dW.

Feita a ressalva, manteremos o uso de d@) e dW.

24.3 Calculo do trabalho num géas

e Calculemos o trabalho realizado pelo exterior sobre um gas que sofre
uma expansao a pressdo constante P (ver figura).

- - F const.
. ¥
F const. || %
r |l P
Vi Vi=Vi+dV
Antes de dar calor Depois de dar calor

212



24.3. Célculo do trabalho num gés

e Se o pistao tem uma area A e a pressao do gas é P entao a intensidade
da forca total no pistao é,

F=PA

e Qual serd o trabalho dW realizado pelo pistao se o gds forcar o pistao
a deslocar-se de dx?.

e O trabalho realizado pelo pistao é o oposto do trabalho realizado pelo
gas em expansao entao,

= — PAdx
— — PdV (24.2)

e Para uma expansao finita de AV o trabalho realizado sera,

V+AV
AWy, = — / Pdv, (24.3)
\%4

em geral P = P(V) varia numa expansao.

e Considerando o caso em que é fornecido calor ao gas para manter a
pressao constante (processo isobdrico) vem,

V+AV
AW, = — P / v
\4

=— PAV

e Usando a equacao dos gases ideais podemos reescrever PAV obtendo,
AWy, = —=NkgAT (24.4)

obtendo-se a expressao final para o trabalho realizado pelo exterior
sobre N particulas de gas que se expandem a pressao constante.

e Como varia o trabalho num processo isotérmico, onde apenas a tempe-
ratura ¢ mantida constante?
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24.3. Calculo do trabalho num gés

e Usando a lei dos gases ideais e a Eq. 24.3 temos,

V+AV

AWy, = — Pav

:—N@Tt/fy

\%
%

VAV

Vi

=NkgT In —
B an

:Nk’BT In

e Fornecendo calor a um gas a volume constante, nao ha expansao. O
processo chama-se isocorico.

e Neste caso nao ha trabalho realizado e a 1 Lei da Termodinamica diz
que,

AQ =AU — 0

AQ =AU

e Ou seja toda a energia fornecida ao gas como calor é transferida total-
mente para a energia média das moléculas, e como tal para a energia
interna do gés, U.

24.3.1 Diagrama PV

e Podemos representar a variacao da pressao dum gas em funcao da va-
riacao do seu volume.

e Neste tipo de diagramas (chamados diagramas PV) a area por baixo
da curva P(V') é igual ao trabalho.
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24.3. Célculo do trabalho num gés

P Expansao isobérica P Processo isocorico
P . P,
A B A
AWU’iZ - __PiAV "Ainz =0
P
' B
-V -V
v 7 V=V
PExpansao isotérmica PExpansao adiabatica
‘Pi A Pl A
A A
Py B
AW,;. = NkgT In % Py B
PV;—P;V
AW’U’iz — 17,\/ L
-V -V
Vi Vi Vi Vi

24.3.2 Exemplo: ciclo termodinidmico

Exercicio 59

Duas moles dum gés ideal monoatémico estao inicialmente a uma pressao
P, =2 atm e ocupam um volume V; = 2 L. O gés sofre um processo ciclico,
como indicado na figura. De 1 a 2 expande-se a temperatura constante até o
volume duplicar. De 2 a 3 é aquecido a volume constante até a sua pressao
voltar & pressao inicial. De 3 a 1 é comprimido a pressao constante até ao
volume inicial. Qual o trabalho total realizado sobre o gas e o calor total
recebido pelo gas?

P (atm)

1 1 3
2

-V (lit
1 (litros)
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24.3. Calculo do trabalho num gés

Como o processo do estado 1 para o 2 é isotérmico AU = 0 assim da 1* Lei
da Termodinamica vem,

AQent = - Ainz
Va

:—/—PdV

Vi

1% 1
=zRT [ =dV
: / >
%1

v
—2RT1In Vj

=P ViIn2
=280 J,
assim entre 1 e 2 entram para o sistema 280 J de calor e o sistema realiza

sobre a vizinhanca 280 J de trabalho. Ou seja neste processo a vizinhanca
realiza trabalho negativo (Q12 = —Wio = 280 J).

P (atm)
1 1 3
Notar que o trabalho é a area 2
debaixo da curva da isotérmica
(regiao a sombreado). 2
5 hg V (litros)

O processo do estado 2 para o 3 é isocorico logo AW = 0 assim da 1% Lei
da Termodinamica vem,

AC?emﬁ =AU
3
Lo (P2Vi P2V,
=3h ( 2R 2R )
:—3‘/1(P2—P1),

falta calcular P,. Notar que no processo isotérmico se tem,

P,V; =2RT,

P Vo =2RT,
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24.3. Célculo do trabalho num gés

logo
n Vs,
P Vi
P
PQ :71

Ou seja entre 2 e 3 entram para o sistema 606 J de calor e o sistema nao
realiza trabalho sobre a vizinhanga (Qo3 = 606.J, Wa3 = 0 J).

Finalmente o processo do estado 3 para o 1 é isobarico AP = 0 assim da
1% Lei da Termodindmica vem,

ACgent =AU — AWU’LZ
Vi
=3RAT + /PdV

V3

_ap (PlVl P12V1> Py

2R 2R
1

= —3P\Viz — PV}
5
= - PVi3
= — 10107,

Assim entre 3 e 1 saem do sistema 1010 J de calor e a vizinhanca realiza sobre
o sistema 404 J de trabalho, ou seja neste processo o trabalho da vizinhancga
é pOSitiVO (le =—1010 J e W31 =404 J)

P (atm)
5 p 1 3
Notar que o trabalho ¢ a &area
debaixo da curva da isobarica
. — 2
(regiao a sombreado).
5 he V (litros)
Portanto o trabalho total em jogo é
AWz = Wig + Woz + Wiy =124 ]
P (atm)
1 1 3
2
2
5 a V (litros)

217



24.3. Calculo do trabalho num gés

e o calor total em jogo é

AQ = Q2+ Qo3 + Q31 = —124 J.

A soma do trabalho total com o calor total, de acordo com a 1 lei da Ter-
modinamica.
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Aula 25

Capacidade calorifica e segunda
le1 da termodinamica

25.1 Capacidade calorifica

e A capacidade calorifica duma substancia (ou sistema) é definida como,

C =m0 aT

_4Q

=— (25.1)

onde A(Q) é a energia fornecida ao gas em forma de calor e AT é a
variacao de temperatura da substancia, resultante desse acréscimo de
energia.

e Esta designacao de capacidade nao € muito feliz pois pode levar a pensar
que o calor € armazenado na substdncia o que nao acontece como jd
VIMOS.

25.1.1 Capacidade calorifica dos gases

e No SI as unidades da capacidade calorifica sao o JK~!.

e O valor de capacidade calorifica depende do modo como o calor é for-
necido ao sistema.

e Dois modos de fornecer calor ao sistema sao a:

- pressao constante onde o calor fornecido pode provocar a expansao

do gés, denominando-se a capacidade calorifica assim medida por
Cp.

- volume constante onde o calor fornecido pode provocar um au-
mento da pressao do gas, denominando-se a capacidade calorifica
assim medida por Cy.
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25.1. Capacidade calorifica

e A capacidade calorifica de uma substancia é também indicada por uni-
dade de massa da substancia, capacidade calorifica especifica,

d = ¢ (JK ' kg™).
m
ou por mol, capacidade calorifica molar
c= ¢ (J K™! mol™).
z

e A razao Cp/Cy chama-se v ou seja,

-G (25.2)

v

25.1.2 Capacidade calorifica dum gas a volume cons-

tante

Vamos calcular primeiramente C\,, a capacidade calorifica a volume
constante.
Recordando a 1¢ lei da termodinamica,
AU =AQ + AW,
AQ =AU — AW,;.
onde recorde-se AQ é o calor fornecido ao gas e AW,,, é o trabalho

realizado pela vizinhanga sobre o géas.

Se o calor for fornecido ao gas a volume constante, nao ha expansao,
logo nao ha trabalho realizado,

AQy = AU,

o indice V foi usado para lembrar que o calor foi fornecido a volume
constante.

Ou seja toda a energia fornecida ao gdas como calor é transferida total-
mente para a energia média das moléculas, e como tal para a energia
interna do gas, U.

Da equacao 25.1 tem-se que,

AQy = CyAT.
Igualando as duas tltimas equagoes obtemos,
AU
Cy = —
V AT Y
ou na forma diferencial,
dUu
Cy = — 25.3
V=5 (25.3)

sendo dU e dT' diferenciais exactos esta relacao é valida para qualquer
processo.
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25.1. Capacidade calorifica

25.1.3 Capacidade calorifica dum gas a pressao cons-
tante

e Para um processo a pressao constante obtemos da equacao 25.1 que,

AQp = CpAT.

e Aplicando a este processo a 1 lei da termodindmica vem,

AU :AQP + Ainz
CpAT =AU + PAV

e Ou na forma diferencial,

Cpdl =dU + PdV
du av

szﬁ—i_Pﬁ’

o 1° termo do lado direito é dado pela Eq. 25.3 e 0 2° termo, usando a
Eq. dos gases ideais 21.1, pode ser reescrito,

AV kgN

PdV =kpNdT =

onde consideramos P =constante.

e Assim Cp vem,

Cp = Cy + kgN. (25.4)

e Esta expressao pode ser escrita noutras formas equivalentes,

Cp ICV + 2R
cp =cy + R,

onde z é o numero de moles e ¢ a capacidade calorifica molar.

e Para um gds ideal monoatémico, U é a soma das energias cinéticas
meédias das suas moléculas, que tém & graus de liberdade.

e Recebendo cada grau de liberdade a energia kgT'/2, vem para N mo-
léculas

kpT
U= N3’%. (25.5)
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25.2. Processos adiabéaticos

e Assim da Eq. 25.3 temos para um gés ideal monoatoémico,

dalu 3
C\/ = ﬁ = ékBN’

usando a Eq. 25.4 obtemos

Cp =Cy + kN

5
—2kgN.
R

e Para um gds ideal com p graus de liberdade podemos, de modo analogo
ao anterior, mostrar rapidamente que,

au p
Cy = a7 = EkBN’
e
Cp =Cy +kgN
_(P
_ (2 + 1) kN,

e Neste caso a razao entre Cp e Cy fica,

Cp

:C—v
2
=1+ -.
p

g

e O conhecimento de Cy, Cp ou vy permite inferir o numero de graus de
liberdade, p, das moléculas do gds.

25.2 Processos adiabaticos

e Um processo diz-se adiabdtico quando nao hd trocas liquidas de calor,
ou quando o calor cedido pelo sistema é igual ao recebido de modo a

que AQ = 0.

e Assim segundo a primeira lei da termodindmica temos para um processo
adiabatico,

AU =d@Q) + dW,;,
:dWm’z

e Usando as equacoes 25.3 e 24.2 obtemos,

CydT = —PdV. (25.6)
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25.2. Processos adiabéaticos

e Da equacao dos gases ideais obtemos,
PdV = —VdP + NkgdT,
e assim vem que,

CydTl' = VdP — NkgdTl

e Usando a Eq. 25.4 podemos escrever,

CydT =VdP — (Cp — Cy)dT
CpdT =VdP (25.7)

e Dividindo a Eq. 25.7 pela Eq. 25.6 obtemos,

Cp  VdP
Cy  PdV
~Vvdp
7T T pav
v dP
Vo F

onde foi usada a definicao de v (Eq. 25.2).

e Integrando a equacao anterior entre um estado inicial 1 e um estado
final 2 obtemos,

Va P
w _ far

L 7 >
V1 Pl
Ve P
n—=-—In—
T P

PQVJ
] _
! (P1W> &

calculando a exponencial de cada membro vem,

PV
PVy
PV, =P, V]" = constante

e Concluimos entao que num processo adiabatico a pressao e o volume
estao relacionados por,

PV7 = constante (25.8)
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25.2. Processos adiabéaticos

e A figura ilustra uma ex-
pansao adiabética e uma

expansao isotérmica,
para o mesmo estado
inicial.

e Para a mesma variacao
de wvolume a queda de
pressao € Superior mno
processo adiabdtico.
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Aula 26

Segunda lei da termodinamica

26.1 A 22 lei da termodinamica, enunciados de

Kelvin e Clausius

A 1° lei da termodinamica exprime a observagao experimental da con-
servagao da energia sempre que um sistema troca energia com o exte-
rior.

A 2% lei da termodinamica foi deduzida de experiéncias que preten-
diam averiguar que quantidade de energia térmica dum sistema pode
ser convertida em trabalho.

O enunciado de Kelvin-Planck para a 2¢ lei da termodinamica diz: E
impossivel um sistema que operando em ciclo remova energia térmica,
Q, de um dnico reservatorio a uma so temperatura e converta essa ener-
gia completamente em trabalho, W, sem que haja mudancas adicionais
no sistema ou em suas vizinhancas.

Pode parecer que a expansao isotérmica dum gas ideal viola esta lei,
pois o calor dado ao sistema é exactamente igual ao trabalho realizado
pelo sistema.

Contudo nesta expansao o estado final do gis nao é igual ao inicial, i.e.
o sistema nao foi submetido a um ciclo.

O enunciado de Clausius para a 2% lei da termodinamica diz: F im-
possivel que o unico resultado dum sistema que opere em ciclo, seja a
transferéncia de energia térmica, QQ, de um corpo mais frio para um
outro mais quente, sem realizar trabalho W sobre o sistema.

Por outras palavras, a energia nao flui espontaneamente dum corpo frio
para um corpo quente.
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26.2. Maquinas térmicas

26.2 MaAquinas térmicas

e Uma maquina térmica é um dis- Reservatorio quente
positivo ciclico que converte ca- Q4
lor em trabalho.

Maquina
Térmica

e Em cada ciclo é recebido calor
a uma temperatura mais alta,
em seguida é realizado trabalho
e depois libertado calor a uma
temperatura mais baixa. Reservatoério frio

e As maquinas térmicas contém uma substdncia operante que é sujeita ao
ciclo, e.g. dgua numa maéaquina a vapor, vapor de gasolina num motor
de combustao interna.

e Num ciclo, a energia interna da substdncia operante nao varia, pois o
estado nicial € igual ao final.

e Assim pela 1¢ lei da termodinamica o fluxo liquido de calor () para a
substancia ¢ igual ao trabalho W realizado pela maquina,

Q=W

e Se (4 e (Q_ sao os fluxos de calor, absorvido de um reservatério de
energia a alta temperatura e libertado para um reservatorio a baixa
temperatura a variagao de calor é,

Q=0Q:—Q-

e O rendimento n duma maquina térmica é definido por,

W, e
1= =m0 (26.1)

e O enunciado de Kelvin-Planck, expressa a constatacao experimental de
que nunca foi possivel obter rendimentos de 100%.

26.2.1 O ciclo de Otto

e Uma maquina térmica muito comum, é o motor de combustao.

e O ciclo de Otto, descreve um motor de combustio ideal (onde nao ha
por exemplo perdas por atrito).

e A figura seguinte ilustra o ciclo de combustao.
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26.3. Refrigeradores

Admissdo Compressao

Ignicao, Q+ Expansao Exaustéo Q-

P Ciclo de Otto

4

compressao expansao

isocérica adiabatica

e Diagrama PV do ciclo de
Otto. @+

3

contragao descompressao

adiabatica Q_ isocérica

—_
[\)

26.3 Refrigeradores

e Invertendo o ciclo duma
maquina térmica é reti-
rado calor, ()_ do reser-
vatoério a baixa tempera-
tura realizando trabalho
W sobre o sistema.

Reservatorio quente

e E fornecido calor Q, =
W + QQ_ ao reservatorio
a temperatura elevada.

e A eficiéncia dum refrigerador é avaliada pelo seu

coeficiente de desempenho = —

26.3.1 Exemplo: rendimento do ciclo de Otto

Exercicio 60
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26.3. Refrigeradores

Calcule o rendimento do ciclo de Otto em funcao da razao entre os volumes
r=Vy/Vi = V5/V3 = V5/V)y, a chamada razao de compressao.

e Da Eq. 26.1 o rendimento 7 duma méquina térmica &,

e O calor recebido pelo sistema do reservatorio mais quente (), é trocado
num processo isocorico (a volume constante) assim,

Q+ - CvAT - Cv(T4 - Tg)

e O calor cedido pelo sistema ao reservatorio menos quente ()_ é trocado
também num processo isocorico (a volume constante) assim,

Q_ - Cv|AT| — Ov(T5 - Tg)

e Substituindo na expressao para 7 vem,

R e
n=1—-——=—=1-
Q+ Ty —T;

e Pode ser encontrada uma relacao entre as temperaturas 7y e T5 usando
a equacao da adiabatica Eq. 25.8,

PV = constante
e a Eq. 21.1 que diz que P = constanteT/V obtendo-se,

TV'~! =constante

DAARES B

T4 :TSF
T4 :T5T7—1

e De igual modo a relagao entre as temperaturas 75 e Ty €,

Ty = Ter" !
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26.3. Refrigeradores

e Entao o rendimento é,

15 —Ts
el 2
T, —1T;
B T — Ty
N T57“71—T67"71
B 1
= _F
1
=l— =
rr
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26.4. Maquina de Carnot

26.4 MaAquina de Carnot

A 2% lei da termodinamica afirma que é impossivel que o rendimento
de uma maquina térmica, que opera entre dois reservatoérios de calor,
seja 100%.

Uma questao pertinente é qual € entdao o rendimento mdximo possivel?

Sadi Carnot respondeu a esta pergunta, sem sequer saber os enunciados
da 1% e 2% leis da termodinamica.

Carnot descobriu, experimentalmente, que a maquina mais eficiente é
uma magquina reversivel, escrevendo o que hoje é conhecido pelo teo-
rema de Carnot, Nenhuma mdquina térmica, que opere entre dois de-
terminados reservatorios térmicos, pode ser mais eficiente do que uma
mdaquina reversivel que opere entre estes mesmos reservatorios.

Uma mdquina térmica reversivel &€ também chamada de mdquina de
Carnot que funciona segundo o ciclo de Carnot.

Um processo reversivel tem de evoluir quase-estaticamente para que em
qualquer instante se possa inverter. Assim estes processos sao ideais
(nao existem).

E contudo possivel realizar processos semelhantes aos reversiveis.

Um processo reversivel é o mais eficiente pois ¢ o que desperdica menos
energia.

Para um géas ideal, os 4 processos reversiveis do ciclo de Carnot estao
ilustrados na figura seguinte.

e Absorcao numa expansao isotér-

mica de (), dum reservatério

quente. Ciclo de Carnot
1

e [xpansao adiabética para baixar (4 Expansio isotérmica

a temperatura até a do reserva- 2 2 L
, . . 175} | _ x}pans:}a,o
torio frio. Q| oombressao adiabatica
& 3
e Rejeicao isotérmica de ()_ para Q-_
Compressido isotérmica

um reservatorio frio.

Volume
e Compressao adiabatica para vol-
tar ao estado inicial.

Se a maquina térmica nao rejeitar o calor ()_ para um reservatorio frio,
devido a 2% lei da termodinamica acabaria, apos alguns ciclos, eventu-
almente por atingir a temperatura do reservatorio quente, deixando de
funcionar.
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26.4. Maquina de Carnot

e Podemos calcular o rendimento de uma méquina de Carnot conside-
rando um gas ideal como a substancia operante, visto todos os ciclos
de Carnot terem a mesma eficiéncia, para 0s mesmos reservatorios de
calor.

e Da Eq. 26.1 o rendimento 1 duma maquina térmica é,
14 Q-
77 = —_— = 1 _
Q@+ Q@+

e Da Eq. 25.5 conclui-se que num processo isotérmico a energia interna
dum gas nao varia e assim a 1¢ lei diz que,

0 :Q+ - Wgas
Q+ :Wgas
Vo
0. :/PdV
|4
FhpNT v
B + 2
= | ——dV =kgNT. Iln—
/ % V B +1n ‘/1’
\%1

que é o calor absorvido na expansao isotérmica.

e Aplicando o mesmo raciocinio & compressao isotérmica obtemos,

0 :Q, - Wgas
Q— :Wgés
\
0 = / PdV
Vs
P hNT Vi
B — 3
[y g NT In 2
/ v ST
Va

e Para o céalculo do rendimento so interessa o valor absoluto do calor
rejeitado,

Vs

4

Q_ =kgNT In

e Nos processos adiabaticos temos, para a expansao de 2 para 3,
TVt =T V!
+ V2 — +-V3 )
e para a compressao de 4 para 1 vem,

TV =T
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26.5. Escala de temperatura absoluta

e Dividindo estas expressoes obtemos,

o\t s\t Vo Vi
_ _ " 2.2
(m) (V4 AR (26.2)

e Podemos entao calcular a razao entre os calores () e (),

Q. kpNT Ing
Q+  kpNT.Iny?

usando o resultado 26.2 vem,

_ T
Q (26.3)
Qs Ty
e O rendimento da maquina de Carnot é assim dado por,
o Q-
Q-
T
=1—-—. 26.4
T (26.4)

e Confirma-se que o rendimento nao depende da substincia operante, mas
apenas das temperaturas dos dois reservatorios.

e Nota: paraquen <1=17T_2>0.

26.5 Escala de temperatura absoluta

e Acabamos de ver que o rendimento de uma méaquina de Carnot (md-
quina reversivel):

19- ¢ inferior a 100% logo nao hd temperaturas termodindmicas infe-
Ti0TES 4 ZET0.

2% s¢ depende das temperaturas dos dois reservatorios de calor.

e Montando uma maquina térmica reversivel entre dois reservatorios de
calor pode encontrar-se a razdo entre as temperaturas (ver Eq. 26.3)

r_Q
T, Qy

medindo apenas os calores recebidos e cedidos pela méaquina.

e [Fste processo nao depende da substincia operante utilizada, nem de
nenhuma propriedade termométrica da matéria.
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26.5. Escala de temperatura absoluta

e Escolhendo a temperatura dum ponto fixo a equagao anterior define
completamente a escala de temperatura termodinamica.

e Por exemplo, usando a temperatura do ponto triplo da dgua (273.16
K) a escala termodinamica coincide com a escala de temperatura de
um gas ideal.
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26.5. Escala de temperatura absoluta
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Aula 27

Entropia

27.1 Introducao ao conceito de entropia

e J4 falamos de varias grandezas fisicas que sao varidveis de estado no-
meadamente, a pressao, a temperatura, a energia interna, o volume.

e Estas grandezas descrevem o estado termodinamico de um sistema fi-
sico.

e Vamos agora definir mais uma varidvel de estado, a entropia que se
denomina pela letra S.

e A medida que a termodindmica e a fisica em geral se foram desenvol-
vendo a entropia revelou ter um papel muito mais fundamental do que
uma simples variavel de estado.

A entropia permite:

- calcular a energia nao disponivel para realizar trabalho 1til.

- definir a direc¢ao do tempo, explicando porque certas leis s6 se
manifestam num sentido apesar de serem reversiveis.

- medir a desordem num sistema.

- compreender a origem de kp.

27.1.1 Variacao infinitesimal de entropia

e Considere-se um processo reversivel em que um sistema passa dum es-
tado de equilibrio para outro infinitesimalmente diferente.

e Se d@, ¢ a quantidade de energia transferida por calor entre os dois
estados a wvariacao de entropia é definida por,

_dQ,
T

onde T' € a temperatura termodinamica (ou absoluta) do sistema.

ds (27.1)
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27.2. Entropia quando T = 0 ou terceira lei da termodindmica

e No SI a entropia é expressa em unidades de J/K.

e O indice r em d(@), serve para lembrar que no cdlculo da entropia temos
de usar apenas o calor trocado durante um processo reversivel.

e Mesmo no caso em que o sistema tenha sido submetido a um processo
irreversivel entre dois estados, com troca de calor d(), deve ser conside-
rado apenas o calor trocado durante um processo reversivel d(@), entre
esses dois estados

e Se o sistema recebe calor d@, > 0 logo dS > 0, a entropia do sistema
aumenta.

e Se o sistema cede calor d@, < 0 logo dS < 0, a entropia do sistema
diminui.
27.1.2 Variacao finita de entropia

e Durante um processo finito em geral a temperatura T' nao é constante.

e Se d(), é o calor trocado quando o sistema esta a temperatura 7" entao
a variacao de entropia num processo arbitrdrio reversivel entre dois
estados a e b é dada por,

b

AS = / 40, (27.2)

T

e Sendo a entropia uma variavel de estado, AS apenas depende de S,— S,

e nao do processo seguido entre a e b.

27.2 Emtropia quando 7' = 0 ou terceira lei da
termodinamica

e Durante muito tempo pensou-se que apenas AS tinha significado fisico.

e Nerst propos o teorema do calor, também conhecido pela terceira lei
da termodindmica,

A entropia de qualquer sistema a temperatura zero € zero.

27.3 Entropia num processo reversivel

e A méquina de Carnot recebe (), do reservatorio a temperatura 7, .

e E cede ()_ para o reservatorio a temperatura 7.
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27.3. Entropia num processo reversivel

e As trocas de calor dao-se apenas durante os processos isotérmicos entao
a variagao de S num ciclo é,

d0,
AS —7{ -
1 1
7 [de 4 / 40,
_Qy Q-
T, T
:S+ - S_

O sinal negativo de S_ ¢ devido ao sistema perder a energia ()

Mostramos anteriormente que para um ciclo de Carnot se verifica a

relacao,
Q- T
Q. T,
Q- _@r
T T,

Entao a variacao de entropia no ciclo de Carnot é,

Qs Q-
A5 = T, T
=0

O resultado anterior é mais geral pois S é uma func¢ao de estado.

S s6 depende do estado inicial e final e nao do processo entre estes
estados.

Entao para qualquer ciclo reversivel,

ss- 12

=0

Num ciclo reversivel a variacao de entropia € nula, AS = 0.

27.3.1 Entropia de um gas ideal num processo reversivel

e Consideremos um gds ideal submetido a um processo quase estdatico e
reversivel entre dois estados i e f.

e Calculemos a variacao de entropia se o gis absorve uma quantidade de
calor d@,.
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27.3. Entropia num processo reversivel

e Da 1 lei vem,
dU :er + deiz
dQ, =dU + PdV

usando dU = CydT e a equacao dos gases ideais vem,

zRT
dVv
1%

dQ, =CydT +

e Nesta forma a equacao nao se pode integrar sem saber como 7' varia
com V.

e Dividindo ambos os membros por T" vem,

dQ, . dT =R
o =Cv + v

e Assumindo Cy constante no processo em questao podemos integrar
ficando,

dQ Tr ar Vi 2R
L =C - Zav
/Z. T v /T T /V vV

o termo do lado esquerdo é AS,

T
AS :Cvln?’; + len%

e Esta expressao mostra que a entropia:

- 86 depende dos valores de V' e T nos estados final e inicial.

- pode ser negativa ou positiva dependendo dos valores iniciais e
finais de Ve T.

- para um ciclo T; =Ty e V; = V; logo AS =0 pois In1 =0

e Confirma-se que a entropia é uma variavel de estado.

Entropia de um gas ideal, expansao isotérmica

e Consideremos um gés ideal submetido a uma expansao isotérmica.

e Como T; = T a variacao de entropia é,

AS:/dQ"

T

if
—~»RIn-L
z n .
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27.4. Entropia num processo irreversivel

Como Vy > V; entao AS >0

A variacao da entropia do gés é —1—% porque ganha energia e a do reser-
vatorio é —% porque perde energia

A wvariacao liquida da entropia do gds mais a da sua vizinhanca € zero.

Imaginemos o conjunto do sistema mais as suas vizinhancas rodeados
por uma parede adiabdtica.

Em termodinamica este conjunto é denominado por universo termodi-
namico.

Um principio geral da termodinamica afirma que,
A wariacao de entropia do universo € nula num processo reversivel.

O universo termodinamico nao deve ser confundido com o universo real
que pode ou nao ser infinito nem ser um sistema isolado.

27.4 Entropia num processo irreversivel

Consideremos um processo irreversivel entre dois estados em equilibrio

e f.

O céalculo da entropia faz-se escolhendo um qualquer processo reversivel
entre os mesmos dois estados.

Como a entropia é uma funcao de estado (o que € uma funcdo de
estado?), qualquer processo reversivel serve.

Note-se que o calor () envolvido no processo irreversivel é diferente de
@, envolvido no processo reversivel.

27.4.1 Entropia numa expansao livre

Calculemos a entropia numa expansao adiabatica livre dum gas ideal.
A expansao do gds nao € reversivel nem quase estdtica.

O gds nao realiza trabalho, porque a expansao é livre.
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27.4. Entropia num processo irreversivel

e Entao,

AU=0=T;=T,

Neste processo adiabatico irreversivel AQ = 0.

e Para encontrar S usamos AQ, dum outro processo reversivel entre 7 e

1.

Podemos e.g. usar uma expansao isotérmica entre V; e V; onde,

!

T

if
—>Rln -
z H‘/i

como Vy > V;

AS >0

Durante a expansao livre adiabatica o gas nao troca energia com a
vizinhanca.

Assim a variacao de entropia da vizinhanca é zero,

ASUiZ =0

Entao a entropia do universo aumenta,

ASH = ASWZ + ASgés >0

Repare-se ainda que se Vi < V; = AS; < 0= AS, <0

A contraccao espontanea dum gas nunca foi observada portanto,

a entropia do universo (termodindmico) nunca diminui.

Estes resultados obtidos para um gas ideal sao gerais e validos para
qualquer processo irreversivel.

Em processos irreversiveis a entropia do universo aumenta.

A entropia do universo nunca diminui qualquer que seja o processo.
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27.5. A degradagdo de energia

27.5 A degradacao de energia

B

e Consideremos uma méquina de Carnot que opera entre dois reservato-
rios 'y e 1.

Ty
T

e Como vimos, a eficiéncia é dada por,

e Logo o trabalho realizado pela maquina é,

, T
wa. (1-)

e Recordemos também que para uma méaquina de Carnot, AS, = 0 pois
executa um processo ciclico reversivel.

I
v Q4
7t
Y
o
Q_
T

e Consideremos agora que a mesma quantidade de calor (), provém de
outro reservatorio 77 < 7.

e Tal transferéncia de calor pode ser feita ligando o reservatorio a 71’
com o reservatorio a 7", por uma barra condutora de calor

e O novo trabalho realizado pela maquina de Carnot é,

o (1L
WQ*O‘TJ

note-se que W' < W e,
AW =W — W'

1 1
07 (77 .
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27.5. A degradagao de energia

e Este segundo processo considerado ¢ irreversivel devido a conducao de
calor pela barra

e O aumento de entropia do universo quando o calor flui pela barra é,

AS, =Q, (Ti _ T%) (27.4)
+

pois na maquina de Carnot AS =0

(27.5)

e Entao a energia perdida devido ao uso da segunda maquina irreversivel
¢,

AW =T_AS,

e Esta conclusao é geral e constata-se que

em qualquer processo irreversivel a quantidade de energia que fica in-
disponivel para realizar trabalho ¢ T_AS,

onde 7" ¢é a temperatura do reservatorio de energia mais frio
e A este resultado chama-se a degradacao de energia.

e Significa que a disponibilidade da energia no universo para realizar
trabalho diminui de 7" AS, em cada processo irreversivel.
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Aula 28

Transferéncia de calor

28.1 Transferéncia de calor por conveccgao, ra-
diacao e conducao

e Consideremos 3 processos de transferir energia térmica de um lugar
para outro.

e (onducao de energia térmica ocorre a nivel atémico através das coli-
soes entre atomos ou moléculas, passando estes a energia duns para os
outros, sem haver transporte das particulas. Deste modo a energia tér-
mica vai sendo conduzida/transferida ao longo do material, das zonas
mais quentes para as mais frias.

e Radiag¢ao de energia térmica é feita através do espago que envolve um
corpo. A energia térmica é transportada pela radiagao electromagné-
tica. E.g. do Sol recebemos energia térmica sob a forma de radiacao.

e (Convecgao de energia térmica ocorre a nivel macroscopico envolvendo
o transporte de massa, das zonas mais quentes para as mais frias. Ou
seja, as moléculas transportam consigo a energia transferindo-a num
outro local. O estudo desta forma de transporte de energia é mais
complexo.

28.2 Le1 de Fourier

e No que se segue serd abordado apenas o problema do transporte de
energia por conducao de calor

e A corrente de calor ou corrente térmica I = dQ/dt, é o calor transpor-
tado por unidade de tempo, sendo dada pela le: de Fourier,

AT
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28.3. AssociagGes em série e em paralelo na condugédo de calor

onde a corrente de calor I é medida em Watts (W), k é a condutivi-

dade térmica do material (W m~ K1), S é a seccio atravessada pela

corrente de calor (m?) e 2L ¢ o gradiente de temperatura (K m™).

e Rearranjando a Eq. 28.1 temos,

Ax
—AT =—1.
kS

e A quantidade,

Ax
kS’
chama-se a resisténcia térmica, R do material e mede-se em unidades

(K/W).
e Assim podemos escrever,

—AT = RI.

28.3 Associacoes em série e em paralelo na con-
ducao de calor

e Consideremos duas camadas de con-
dutores térmicos com a mesma seccao
transversal S, espessuras diferentes e
materiais também diferentes com resis-
téncias térmicas Ry, e Ry, respectiva-
mente.

15

R Ry

e A face quente estd a temperatura 717, a
face fria a temperatura T3 e a interface Reg = Ri+ Ry

entre os materiais esta a temperatura 7. Seccdo S

e Devido a conservagao da energia, se o fluxo de calor for estaciondrio a
corrente I € a mesma em ambas as camadas. Assim vem,

T, — 15 =IR;
Ty — T3 =1 Ry,

da soma destas equagoes obtemos,

Ty — Ty =I(Ry + Ry)
—~AT =IR,,.
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28.3. Associagbes em série e em paralelo na condugédo de calor

e Assim a resisténcia equivalente de uma associacdo em série de resistén-
cias é a soma de cada uma das resisténcias individuais,

Req:R1+R2+R3+R4+"'

e Se o calor fluir paralelamente por varios caminhos, todos & mesma
diferenca de temperatura, entao a corrente total é a soma das correntes
por cada um dos caminhos,

Lot =1 + I + I3+ - -
—AT AT AT

11 1
- AT — = &
<R1+R2+R3+ )
AT
.

e Assim a resisténcia equivalente de uma associacao em paralelo de re-
sisténcias &,

28.3.1 Exemplo: corrente térmica

Exercicio 61
Duas barras de metal isoladas cada uma com 5 cm e sec¢io 6 cm? estdo
colocadas entre duas paredes. Uma parede é mantida a 100°C e a outra a
0°C. Um dos metais ¢ o Chumbo (kp, = 353 Wm~'K™') e o outro é a Prata
(kag =429 W m K1),

(a) Calcule a corrente térmica total através das duas barras e (b) a tem-
peratura na interface.

e A resisténcia equivalente é,

A.pr AZ‘AQ

R, =R Rpy = —— =043 K/W
e I WS /
e a corrente é,
—AT 100
I = = — =2326 W
Req 0.43
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28.4. Poténcia radiada - lei de Stefan

e A diferenga de temperatura ao longo da barra de Chumbo é,
—AT =1Rp, =549 K =54.9°C

logo na interface, T; = 100°C — 54.9°C = 45.1°C.

28.3.2 Exemplo: corrente térmica em paralelo
Exercicio 62
As duas barras de metal foram rearrumadas como mostra a figura. (a) Cal-

cule a corrente térmica em cada barra, (b) a corrente térmica total e (c)
resisténcia térmica equivalente do sistema.

e A corrente térmica em cada barra é,

~AT 100
I — _ —493.6 W

P Rey 0.236

~AT 100

49 Ry, 0194

logo Lot = Ipp + 14y = 938.4 W.

e A resisténcia equivalente é,

L1 1
Req RPb RAg
RPbRAg
Rey =——=0.107 K/W.
1 Rpy + RAg /

28.4 Poténcia radiada - lei de Stefan

e A lei de Stefan afirma que a taxa & qual um objecto radia energia é
proporcional a 4* poténcia da sua temperatura absoluta,

P =geAT*
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28.4. Poténcia radiada - lei de Stefan

- P ¢é a poténcia radiada em wats, W.

= 2F _ 56696 x 10~° “2K— ¢
= T2 =9 x 107 W m™"K™" é a constante de Stefan,

onde ¢ e h sao respectivamente a velocidade da luz no vazio e a
constante de Planck.

- A ¢ a area da superficie do objecto em m?2.

0 < e <1 ¢ aemissividade, depende das propriedades da superficie do
objecto, representando a fraccdo da energia incidente absorvida pela
superficie.

Se e = 1 o corpo absorve toda a radiacao diz-se um corpo negro.
Se e = 0 o corpo reflete toda a radiacao diz-se um reflector ideal.

A poténcia liquida radiada de um objecto a temperatura T que esta
num ambiente a temperatura 7T é,

_ 4 4
Piig =0eA (T* — Tj))
Se T' = Ty o corpo emite e absorve radiacao a mesma taxa, estd em

equilibrio térmico e a sua temperatura mantém-se constante.

Se T' > Ty o corpo emite mais radiagao do que absorve e a sua tempe-
ratura desce.

Se T' < Ty o corpo absorve mais radiacao do que emite e a sua tempe-
ratura sobe.

28.4.1 Exemplo: poténcia radiada por um ser humano

Exercicio 63

Consideremos que a superfice de um ser humano tipico tem uma area de 1.5
m?, a emissividade da pele é e = 0.9 e a pele esta a 36° C.

(a) Qual a energia radiada em 10 min e num dia, assumindo a temperatura
do ar sempre igual a 20° C?

(b

) Qual a poténcia liquida radiada se a temperatura do ar for de 0° C e

40° C?

(a)

A poténcia liquida radiada é,
Piig =0eA (T* — Ty)
=5.6696 x 107° x 0.9 x 1.5 x (309.15" — 293.15%)
=133.8 W
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28.4. Poténcia radiada - lei de Stefan

e A energia radiada em 10 min = 600 s é,

Q :Pliq x At
=80.3 kJ = 19.2 kcal

e A energia radiada em 24 hrs = 86400 s ¢,
Q :Pliq x At
=11.560 MJ = 2763 kcal
(b)
e A poténcia liquida radiada a 0° C é,

Piig =0eA (T* — Ty)
=5.6696 x 107° x 0.9 x 1.5 x (309.15" — 273.15")
=273 W

e A poténcia liquida radiada a 40° C é,

Piig =0€eA (T4 — TSL)
=5.6696 x 107° x 0.9 x 1.5 x (309.15" — 313.15")
=—3TW
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Apéndice A

Constantes Fisicas e Tabela
Peri6dica

No website do NIST (National Institute of Standards and Tecnology) estao
disponiveis os valores de varias constantes fisicas fundamentais cujos valores
sao 0s mais rigorosos até a presente data.

As constantes fisicas fundamentais de uso mais frequente sao, (ver em
http://physics.nist.gov/cuu/Constants/index.html )

2018 CODATA adjustment From: http://physics.nist.gov/constants

Fundamental Physical Constants — Frequently used constants
Relative std.

Quantity Symbol Value Unit uncert. u,
speed of light in vacuum c 299792458 ms™! exact
Newtonian constant of gravitation el 6.67430(15) x 1071 mikgts™2  2.2x107°
Planck constant* h 6.626 07015 x 10734 JHz™! exact

h 1.054571817... x 10734 Is exact
elementary charge e 1.602 176 634 x 10~ C exact
vacuum magnetic permeability 4mah/e?c o 1.256 637 062 12(19) x 1076 NA—2 1.5 x 10710
vacuum electric permittivity 1/u9¢* € 8.854 1878128(13) x 1012 Fm™! 1.5 x 10710
Josephson constant 2e/h Ky 483597.8484 ... x 10? Hz V! exact
von Klitzing constant yioc/2c = 21h/e? Ry 25812.80745. .. Q exact
magnetic flux quantum 277 /(2¢) ' 2.067833848... x 1071° Wb exact
conductance quantum 2¢? /27t Gy 7.748091729...x 107° S exact
electron mass me 9.109 383 7015(28) x 10~ kg 3.0 x 10710
proton mass mp 1.67262192369(51) x 10727 kg 3.1 x 10710
proton-electron mass ratio mp/me  1836.15267343(11) 6.0 x 10711
fine-structure constant e/4meohc a 7.297 352 5693(11) x 1073 1.5 x 10710

inverse fine-structure constant a~! 137.035 999 084(21) 1.5 x 10710
Rydberg frequency a?mec?/2h cRy 3.289 841 960 2508(64) x 10>  Hz 1.9 x 10712
Boltzmann constant k 1.380649 x 1023 JK™! exact
Avogadro constant Na 6.022140 76 x 1023 mol ! exact
molar gas constant Nk R 8.314462618. .. Jmol ' K~!  exact
Faraday constant Nye F 96485.33212. .. C mol ™! exact
Stefan-Boltzmann constant
(R2/60)k4/h° 2 - 5.670374419... x 1078 Wm2K™*  exact
Non-SI units accepted for use with the SI
electron volt (¢/C) J eV 1.602176 634 x 10~19 J exact
(unified) atomic mass unit J—,zm(mc) u 1.660 539 066 60(50) x 1027 kg 3.0 x 10710

* The energy of a photon with frequency v expressed in unit Hz is £ = hv in J. Unitary time evolution of the state of this photon is given by
exp(—iFt/h)|p), where |p) is the photon state at time ¢ = 0 and time is expressed in unit s. The ratio Et/h is a phase.


http://physics.nist.gov/cuu/Constants/index.html

A tabela periddica com as propriedades atémicas dos elementos pode ser

//physics.nist.gov/PhysRefData/PerTable/index.html.
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Apéndice B

Dados tuteis

Equivaléncia

Alfabeto Grego  em Portugués
A« Alfa A
B |p Beta B
' | v| Gama G
Al Delta D
E | ¢ | Epsilon E
Z | C Zeta DZ
H | n Eta E
© 0 Teta TH
I | Tota I
K |k Capa C
A | A | Lambda L
M| p Miu M
N |v Niu N
=& Csi CS
O | o | Omicron 0]
II|x Pi P
P |p Ro6 R
> | o | Sigma S
T |7 Tau T
T | v | Ypsilon U
D | 9 Fi F
X x| Qui Q
v |y Psi PS
Q | w| Omega @)

Tabela B.1: Alfabeto Grego

il




Numeral Decimal Poténcias Ordem
de dez  de mag-

nitude
décima de milésima  0.0001 1074 -4
milésima 0.001 1073 -3
centésima 0.01 1072 -2
décima 0.1 1071 -1
um 1 10° 0
dez 10 10t 1
cem 100 102 2
mil 1 000 103 3
dez mil 10 000 10* 4
cem mil 100 000 10° 5)
milhao 1 000 000 106 6
mil milhoes 1 000 000 000 10 9

Tabela B.2: Ordens de magnitude
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Apéndice C

Momento de 1nércia de uma esfera

C.1 Calculo do momento de inércia de uma es-
fera

Calculo do momento de inércia de uma esfera

e Consideremos uma esfera solida e homogénea, com massa m e raio R
que roda em torno do eixo z. O seu momento de inércia calcula-se
usando a equagao 18.4,

I= /rg dm, (C.1)

onde dm é a massa de um pequeno volume dV da esfera que esta a
distancia r, do eixo de rotacao, que neste caso é o eixo z.

Se a esfera é homogénea entao 2
a razao, 4
dm
P= =
av

v T, = EsingG
N\ r sin 0d¢

é constante e podemos entao
escrever dm = pdV. Usando
coordenadas esféricas (r,6, ¢)
dV ¢ igual ao producto do
comprimento das trés arestas
do pequeno volume indicado
na figura,

dV = rdr rsin0de¢ . v
Na figura também se pode ver que a distancia do volume dV ao eixo dos
zz €,

r, =rsinf.



C.1. Calculo do momento de inércia de uma esfera

Entao podemos escrever o momento de inércia como,

I:/rzdm

= /(T sin 6)%p dv

:///(r sin 0)%prdr rsin 0de¢ rdb.

Temos trés integrais para resolver e como as variaveis (r, 6, ¢) se encon-
tram separadas, o cilculo resume-se ao produto de trés integrais,

I:p/r4dr do /siandQ.

Os limites de integracao de cada um
destes integrais sao, de 0 até R para o A
primeiro, de 0 até 27 para o segundo e
de 0 até 7 para o terceiro, ver figura.

Desta forma todo o volume da esfera é
varrido e somamos o produto do qua-
drado da distancia a que todas as mas-
sas dm, que constituem a esfera, estao
do eixo zz, pela propria massa dm,

R 21
1 :,o/r4(ir' /d¢ /sin63 . x
0 0

O calculo dos dois primeiros integrais resulta em,

5 ™
I:p%27r/sin93d8,
0

para resolver o terceiro integral mudamos a varidvel de integracao u = cos6
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C.1. Céalculo do momento de inércia de uma esfera

logo du = — sin #df assim vem,

onde m é a massa total da esfera.
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C.1. Calculo do momento de inércia de uma esfera
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Apéndice D

Dedugao de P(v) feita por
Maxwell

D.1 Dedugao de P(v) feita por Maxwell

Dedugao de P(v) feita por Maxwell

Seja n o nimero total (constante) de moléculas numa caixa com um
volume elementar dV' e v,, v, e v, as componentes da velocidade de
cada molécula.

Queremos encontrar uma funcao P(v) tais que nP(v,)dv, seja igual ao
nimero total de moléculas que tém velocidade v, no intervalo entre v,
e vy + dvuy.

De igual modo para as outras duas componentes nP (v, )dv, e nP(v,)dv,
serao igual ao nimero de moléculas com velocidades a variar entre
[vy, vy + dvy] e [v,, v, + dv,], respectivamente.

Assumindo que nao héa direccoes preferidas no gas, P, é sempre a mesma
funcao.

Entao, como v, v, e v, sao independentes, o nimero total de mo-
léculas cujas componentes da velocidade variam simultaneamente nos
intervalos [v,, vy + dv,), [vy, v, + dv,] e [v,, v, + dv,] serd dado por,

dn =n P(vy)dv, P(vy)dv, P(v,)dv,
=n P(vy)P(vy)P(v,) dvydvydv, (D.1)

Consideremos agora s6 aquelas moléculas que tém velocidade total v =
constante nao obstante v,, v, e v, poderem variar.

Como,

2 _ .2 2 2
VT = vy + vy, + U,

X



D.1. Dedugdo de P(v) feita por Maxwell

diferenciando obtemos,
2vdv = 2v, dv, + 2v, dvy + 2v, dv,,
se v = constante, entao dv = 0 e,

Vpdvy + vydvy +v.dv, =0

e Como nao ha direcgoes preferenciais dn deverad ser independente dos
valores individuais de v,, v, e v, desde que se verifique a eq. anterior,

assim,
d(dn) =0
d(dn) d(dn) d(dn) ,
o dv, + o, dvy + do. dv, =0
P (vy)dv, P(vy)P(v,)
+P(vy) P (vy)dv, P(v,) + P(ve)P(vy) P (vs)dv, =0 (D.2)
dividindo tudo por P(v,)P(v,)P(v,) vem,
P (vz) P'(vy) P'(v:)
dv, + dv, + dv, =0 D.3
o) " Pl M P (03)

e Basicamente procuramos os extremos de dn sujeitos a condi¢ao dv = 0

e Entao para encontrar a fungao P multiplicamos dv = 0 por uma cons-
tante A (a determinar) e adicionamos a d(dn) = 0 obtendo,

P'(vz) P'(vy) P'(v:)

P(ve) P(vy) P(v.)

e Cada termo desta equacao tem de ser zero, pois dv,, dv, e dv, sao
diferentes de zero

( + Avg)dvg +( + vy )dv, + ( +Av,)dv, =0 (D.4)

e Entao
P’ (ve)
P(v,)

+ A, =0, (D.5)

expressao analoga para os factores de dv, e dv,.

e Integrando, obtém-se,

InP(v,) = ——=+ A, (D.6)

onde A é uma const. de integragao.

Ou exprimindo o resultado na forma exponencial,

2

P(v,) = B e (D.7)



D.1. Dedugdo de P(v) feita por Maxwell

e )\ tem de ser positivo caso contrario P e consequentemente o nimero
de moléculas seria infinito.

e Para encontrar B repare-se que P(v;)dv, = ‘%‘ é a probabilidade de

encontrar uma molécula com velocidade v, no intervalo [v,, v, + dv,].

e Entao certamente que no intervalo [—oo, +00|, probabilidade = 1, ou
seja com certeza absoluta se encontrard uma molécula que tenha uma
velocidade entre —oo e +00 entao,

+0o0

/P(Ux)dvx =1 (D.8)
+00 )
/ B e du, =1

+oo

1)‘%

B/e(_)‘2)dvm =1

+oo

2B / Ay, =1

onde foi usada a Eq. E.1.

Assim
A
B— o (D.9)
logo
A )\”920

e Para encontrar o valor de A vamos calcular o valor médio do quadrado
da componente x da velocidade, v_g, e relacionar este valor com a energia
cinética média por grau de liberdade que como vimos na Sec. 527,
Pag. 194 ¢ dada por,

1 - 1
gmv kgT (D.11)

2 _
ro2
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D.1. Dedugdo de P(v) feita por Maxwell

e Sendo,

—+00

vgz/vip(vx)dvz (D.12)

+00 \ )
= / v — P,
2
—+00

A vz
—2/1}26(_)\2)611}1

xT

0
usando a Eq. E.2 vem,

B /A 21 7r23_1
S Vor T4V N3N
entéo)\:v%.

e Recordando %mvg = %/{BT podemos escrever,

B k’BT m

V2= SA=—— D.13
Yz m kBT ( )
e Completamos assim a expressao da func¢ao P(v,),
m_ 02
P(v,) = kQB; e TrmT ), (D.14)

e Entao o nimero de moléculas numa caixa de volume elementar, que
tém velocidades entre [v,, v, + dv,] sera dado por,

dn =n P(v,)dv,
m ( muvg

— “arpT) g D.15
n 27rkBT€ BT du,, (D.15)

e Para obter a probabilidade referente as 3 componentes da velocidade
relembra-se a expressao D.1,

dn = n P(vy)P(vy)P(v,) dvydvyduv,

e Substituindo o valor da fun¢ao P encontramos a fun¢ao que procuramos

P(Uwv Uy UZ) = P(UI)P(Uy)P(UZ>7

dn [ Tm g cmy omy ml
7—( 27T]{?BT) e BT’ e BT’ e 2RBT du,dv,du,

m(1)a2:+1132/+1)§)

:(%)3/2 P Y A dvydv,do, (D.16)
T KB
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D.1. Dedugdo de P(v) feita por Maxwell

e Em coordenadas esféricas o elemento de volume dv,dv,dv, — Arv?dv
entao,
dn m

— = 4n(

m'u2
m)3/2 U2 6(_2kBT) dU (D]_?)
n T KB

e Encontramos entao a funcao distribuicao das velocidades moleculares
entre v e v + dv,

P(v)dv = 4W($)3/Q v? 72T gy
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Apéndice E

Integrais Uteis

E.1 Integrais Gaussianos

Integrais Gaussianos

e Devido a forma da funcao de distribuicao das velocidades de Maxwell-
Boltzmann é comum encontrar integrais com a forma,

_ 2
/x”e “dx.

e Quando n é um inteiro positivo par ou n = 0 o integral chama-se
Gaussiano, ou melhor integral de fungoes Gaussianas.

e Pode mostrar-se que a sua solucao geral é da forma,
[e.@]
/2
/ A —i ' T
da a
—0o0

e [xemplos:

Sen =0 entao / e dy = \/E (E.1)
a
I 1
Sen =2 entdo / 22e” " dy = 5 % (E.2)
X 4 —ax? 3 ™
Sen =4 entdo e dr = i\ (E.3)

e Repare-se que em qualquer destes integrais se verifica ffooo =2 fooo.
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E.2. Integrais Pseudo Gaussianos

E.2 Integrais Pseudo Gaussianos

Integrais Pseudo Gaussianos

e Quando n é um inteiro positivo impar o integral chama-se pseudo Gaus-
siano porque pode ser calculado usando métodos tradicionais. Se os
limites variarem entre —oco e 400 o integral é nulo pois a funcao inte-
granda é fmpar.

e Assim pode mostrar-se que a sua solucao geral ¢ da forma,

[ o d\7 1

n_—ax d — 7 -
/x ‘ v ( da) 2a
0

e Exemplos:

2 1
Sen =1 enta T dr = — E.4
en entao /xe T =g (E.4)
0
Sen =3 entdo /x%"”zdx S (E.5)
2a? '
0
3 i 5 _—ax? 1
Sen =5 entdo e dr = — (E.6)
a

e Calculemos explicitamente o integral para n = 1. Fazendo a mudanca
de variavel y = az?, que implica dy = 2axdx temos,

o0

/xe“xde =
0
_ / -
2a

1 o0
— -y
=5 /e dy
0
-

ey]

Q

EDIHSW*
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