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M(θ1, . . . , θk) a função geradora de momentos onjunta de Yt1 , Yt2 , . . . , Ytk

. En-tão o k-éssimo momento onjunto de Yt, Yt+s1
, . . . , Yt+sk−1

, é uma função de
k − 1 variáveis de�nida por

µY (s1, . . . , sk−1) = E[YtYt+s1
. . . Yt+sk−1

],om µY = E[Yt]. Seja, agora, K(θ1, . . . , θk) = log(M(θ1, . . . , θk)) a função gera-dora de umulantes. O k-éssimo umulante onjunto de Yt, Yt+s1
, . . . , Yt+sk−1

,é o oe�iente de θ1 . . . θk na série de Taylor de K(θ1, . . . , θk), é também umafunção de k − 1 variáveis e denota-se por CY (s1, . . . , sk−1). Note-se que, se umproesso estoástio é estaionário, então são satisfeitas as seguintes relações desimetria (Nikias e Petropulu, 1993)
µY (m, k) = µY (k, m) = µY (−k, m − k) = µY (k − m,−m), m, k > 0.Os umulantes satisfazem relações análogas. Assim, dados os valores dos mo-mentos (umulantes) de tereira ordem no �triângulo� in�nito limitado pelasretas m = 0 e m = k para m, k > 0, estes �am onheidos em todo o espaço(�gura 1).

k

m

0Figura 1: Parte da região ilimitada que determina ompletamente os momentos(umulantes) de 3a ordem.Uma vez que os modelos INAR são não lineares, a informação ontida nosmomentos e umulantes de segunda ordem não é su�iente para desrever om-pletamente estes proessos. Assim, neste trabalho é apresentada a arateri-zação de tereira ordem dos proessos INAR. Adiionalmente, são propostosdois métodos de estimação que utilizam esta araterização. O primeiro, é umageneralização da estimação de Yule-Walker, usando umulantes de tereira or-dem. O segundo utiliza o método dos mínimos quadrados sobre os momentosde tereira ordem. O desempenho das estimativas obtidas através dos doismétodos propostos são omparados por um estudo de simulação. Finalmente,são apresentados os resultados da apliação destes métodos a um onjunto realde observações, orrespondentes ao número total de movimentos orporais dereém-nasidos.



Atas do XII Congresso Anual da SPE 7252 Caraterização de tereira ordem dos modelos INARSeja {Xt, t ∈ Z} um proesso INAR(p) que satisfaz a seguinte equação às dife-renças (Du e Li, 1991 e Latour, 1998)
Xt = α1 ∗ Xt−1 + · · · + αp ∗ Xt−p + et, (1)onde αi ≥ 0 para i = 1, . . . , p − 1, e αp > 0 e o proesso das inovações, {et}, éum onjunto de variáveis aleatórias independentes e identiamente distribuídas(i.i.d.) de valor inteiro não negativo, seguindo uma distribuição disreta omE[et] = µe, Var[et] = σ2

e e E[e3
t ] = γe. O símbolo ∗ representa a operação thinninggeneralizada (Steutel e Van Harn, 1979 e Gauthier e Latour, 1994), de�nida por

αi ∗ Xt−i =
∑Xt−i

j=1 Y
(i)
j , onde {Y

(i)
j }, denominado série de ontagem, é umonjunto de variáveis aleatórias i.i.d. de valor inteiro não negativo, seguindouma distribuição disreta tal que E[Y

(i)
j ] = αi, Var[Y (i)

j ] = σ2
i e E[(Y

(i)
j )3] = γi.Assume-se, ainda, que Xt e et são independentes de todas séries de ontagem.Usualmente, {Xt} diz-se um proesso INAR de Poisson se as séries de on-tagem são distribuídas segundo a distribuição de Bernoulli, om parâmetro αi,e o proesso das inovações segue a distribuição de Poisson.A araterização de ordem superior dos proessos INAR, em termos de mo-mentos, umulantes e espetros, foi obtida por Silva e Oliveira (2004, 2005).Para ompletar esta araterização, a forma esalar dos momentos e umulantesde tereira ordem em (0, 0) são aqui apresentados. Assim, utilizando a de�niçãoe as propriedades da operação thinning generalizada (Silva e Silva, 2003), mostra-se que os momentos de tereira ordem de um proesso INAR(p) estaionário sa-tisfazem um onjunto de equações do tipo Yule-Walker que podem ser esritasatravés de
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µX(k, m) =
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αiCX(k, m − i), m > k > 0. (3d)Como notado por Silva e Oliveira (2005), os momentos e umulantes detereira ordem de um proesso INAR satisfazem equações do tipo Yule-Walkeranálogas às satisfeitas pelos proessos bilineares, on�rmando a estrutura nãolinear dos proessos INAR.3 Estimação dos parâmetros de proessos INAR atravésde estatístias de ordem superior3.1 Equações reursivas de tereira ordemAs equações Reursivas de Tereira Ordem (TOR) desrevem os momentos e/ouumulantes de tereira ordem dos proessos estoástios. Este termo foi uti-lizado iniialmente por Raghuveer e Nikias (1985, 1986), que estabeleeram asequações TOR para modelos AR om proesso ruído brano não gaussiano e,posteriormente, as utilizaram para estimar os parâmetros do proesso.Silva e Silva (2003) obtiveram as equações reursivas de tereira ordem paraos modelos INAR(p), de�nidos em (1), em termos de momentos e umulantes.Em partiular, tem-se que a equação reursiva de tereira ordem satisfeita por
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i CX(i − m), (4)onde 0 ≤ k ≤ m, m 6= 0, e δ(·) é a função delta de Kroneker, de�nida por

δ(0) = 1, δ(x) = 0 se x 6= 0.Assim, fazendo k = m > 0, a equação (4) satisfaz a seguinte representaçãomatriial
C3,xα = c3,x, (5)ou equivalentemente26664 CX(0, 0) CX (1, 1) · · · CX (p − 1, p − 1)
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37775 ,onde C3,x é a matriz Toeplitz não simétria dos umulantes de tereira ordem,de dimensão p × p.Então, dada uma realização, {X1, . . . , Xn}, de um proesso INAR(p), aequação TOR dada em (5), pode ser utilizada para obter estimativas dos parâ-metros do proesso através do seguinte proedimento:
• dividir os dados em B bloos om M observações por bloo, de modo que

n = BM,
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• obter as estimativas �totais� dos umulantes de tereira ordem, alulandoa média sobre todos os bloos,
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• substituir os umulantes de tereira ordem teórios pelos estimados, naequação (5), de modo a obter

Ĉ3,xα̂ = ĉ3,x, (6)
• resolver (6) em ordem a α̂.Note-se que o número de bloos pode ser igual a 1. Por outro lado, em situa-ções em que estão disponíveis réplias independentes da mesma série temporalde valores inteiros não negativos, este método pode ser apliado diretamenteonsiderando que ada réplia orresponde a um bloo.As estimativas para µe e σ2

e podem ser obtidas, respetivamente, através de
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t=1 (Xt − X)(Xt+k − X).Note-se que a variânia assimptótia de (α̂ − α) depende do umulante desexta ordem do proesso, que é difíil de obter. Assim, o desempenho dos esti-madores TOR é investigado através de um estudo de simulação, ujos resultadossão apresentados na seção 4.3.2 Mínimos quadrados utilizando estatístias de ordem superiorNesta seção propõem-se um método de estimação de parâmetros de proessosINAR baseado em momentos de tereira ordem e que utiliza o método dosmínimos quadrados para minimizar os erros entre as observações e o modeloajustado aos dados. Foi utilizado iniialmente por Al-Smadi e Alshamali (2002)na estimação dos parâmetros de proessos ARMA não gaussianos om ruídobrano aditivo gaussiano.Seja {Xt} um proesso INAR(p) ujos momentos de tereira ordem estãode�nidos em (2). Note-se que µX(0, k), pode ser esrito na seguinte formamatriial,
µ3,x = M3,xα + µeµX(0)1p, (7)onde µ3,x = [ µX(0, 1) · · · µX(0, p) ]T é o vetor dos momentos de tereiraordem do proesso, α = [ α1 . . . αp ]T é o vetor de oe�ientes, µX(0) =E[X2

t ] é o momento de segunda ordem, 1p = [ 1 · · · 1 ]T é um vetor p× 1,e
M3,x =









µX(0, 0) µX(1, 1) . . . µX(p − 1, p − 1)
µX(0, 1) µX(0, 0) . . . µX(p − 2, p − 2)... ... . . . ...
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(8)é a matriz Toeplitz não simétria dos momentos de tereira ordem.Suponha-se que é ajustado aos dados um modelo INAR(p), ujos momentosde tereira ordem são Hθ, onde
H = [M3,x µX(0)1p], θ = [ α1 · · · αp µe ]T .



Atas do XII Congresso Anual da SPE 729O erro quadrátio entre os momentos de tereira ordem do modelo ajustado eos do modelo dado pelas observações, µ3,x, é
L(θ) = (µ3,x − Hθ)T (µ3,x − Hθ). (9)Então, é proposto estimar os parâmetros do proesso através da minimizaçãode L(θ). Na prátia, os estimadores são alulados pela minimização de umaversão amostral do erro,
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t+k.Como anteriormente, o desempenho dos estimadores obtidos por (10) é in-vestigado através de um estudo de simulação, ujos resultados são apresentadosna seção seguinte.4 Estudo de simulaçãoDe modo a veri�ar e omparar o desempenho dos métodos de estimação pro-postos na seção anterior, fez-se um estudo empírio das araterístias assimp-tótias utilizando métodos de Monte-Carlo. Foram simuladas 500 repetiçõesde proessos INAR de Poisson de ordens p = 1, 2, 3, om diferentes valores nosparâmetros e amostras de dimensão n = 60, 300, 600, 1200. Em ada aso, foramestimados os parâmetros pelos dois métodos de estimação anteriormente apre-sentados: equações reursivas de tereira ordem om número de bloos igual a

B = 1, 2, 4, 6, denotados por TOR_1b, TOR_2b, TOR_4b e TOR_6b, res-petivamente, e mínimos quadrados utilizando estatístias de ordem superior,LS_HOS.Para as estimativas obtidas através das equações TOR, de uma forma geralveri�a-se que �xando o número de bloos e aumentando a dimensão de adabloo, o enviesamento médio e o desvio padrão amostrais das estimativas de-resem, o que india que os estimadores são não enviesados e onsistentes. Asmesmas onlusões são retiradas quando se �xa a dimensão da amostra e se au-menta o número de bloos a onsiderar. Da mesma maneira, para as estimativasobtidas através do método LS_HOS, inrementando o número de observaçõespor amostra, observa-se um derésimo do enviesamento e desvio padrão dasestimativas, indiando a onsistênia e o não enviesamento destes estimadores.Na Tabela 1, apresentam-se os valores das estimativas médias e do desviopadrão amostral (entre parêntesis) obtidos pelos dois métodos de estimação para500 repetições de modelos INAR(1) de Poisson, Xt = α ∗Xt−1 + et, et ∼ Po(1),om α = 0.1, 0.5, 0.9, e dimensões de amostra n = 60, 300 e 600. Os valores



730 Silva e Silva/Estatístias de ordem superior nos INARpara n = 1200 observações, λ = 3 e número de bloos B = 2, 6, não sãomostrados, porque são análogos aos apresentados. Analisando a tabela observa-se que as estimativas obtidas por LS_HOS são, laramente, melhores (em termosde menor enviesamento e desvio padrão) que as obtidas através de TOR, emborapara amostras de dimensão grande, por exemplo n = 1200, a diferença sejamenor. Quando a dimensão da amostra é pequena (n < 100), e sobretudo nasestimativas TOR, veri�a-se que o α é (em média) sub-estimado, enquanto queo λ é sobre-estimado. Quando o valor do parâmetro α se aproxima da região denão estaionaridade, as estimativas obtidas pelas equações TOR apresentam umaumento aentuado do desvio padrão e do enviesamento médio. Contudo, estesvalores deresem quando o número de observações aumenta. É de notar queas estimativas LS_HOS não apresentam estas araterístias quando os valoresdos parâmetros são próximos da região não estaionariedade.Tabela 1: Médias amostrais e desvios padrões amostrais (entre parêntesis) dasestimativas para 500 repetições de modelos INAR(1) de Poisson.no de α̂ λ̂obs. (α, λ) TOR_1b TOR_4b LS_HOS TOR_1b TOR_4b LS_HOS60 (0.1, 1) 0.0699 0.0054 0.0720 1.0345 1.1082 1.0116(0.3072) (0.3257) (0.1279) (0.3821) (0.4074) (0.1772)(0.5, 1) 0.2548 0.2053 0.4307 1.5151 1.5735 1.1068(1.2765) (1.8781) (0.1260) (3.1344) (3.9096) (0.2670)(0.9, 1) 0.4611 0.6284 0.8069 4.9469 4.6427 1.7322(6.6959) (6.8138) (0.0793) (62.9861) (71.5684) (0.7302)300 (0.1, 1) 0.0938 0.0800 0.0917 1.0034 1.0187 1.0036(0.1170) (0.1171) (0.0612) (0.1426) (0.1432) (0.0802)(0.5, 1) 0.4699 0.4368 0.4878 1.0636 1.1297 1.0210(0.1474) (0.1543) (0.0579) (0.3050) (0.3174) (0.1180)(0.9, 1) 0.7915 0.9174 0.8822 1.9776 0.8050 1.1424(1.7573) (2.5485) (0.0288) (16.8157) (23.5895) (0.2912)600 (0.1, 1) 0.0976 0.0904 0.0993 1.0018 1.0097 0.9983(0.0784) (0.0787) (0.0440) (0.0960) (0.0963) (0.0607)(0.5, 1) 0.4791 0.4643 0.4915 1.0414 1.0711 1.0128(0.1028) (0.1075) (0.0406) (0.2133) (0.2237) (0.0829)(0.9, 1) 0.7827 0.7773 0.8924 2.1458 2.2400 1.0604(1.0487) (2.5231) (0.0180) (10.2181) (25.1472) (0.1816)Quando a ordem do proesso aumenta, observa-se o mesmo tipo de ompor-tamento: as estimativas TOR apresentam uma maior dispersão de valores queas estimativas LS_HOS, dispersão que diminui quando o número de observaçõesa onsiderar aumenta. Para ilustrar estes resultados, apresentam-se na Figura2, os boxplots do enviesamento amostral, biasθi
(j) = θ̂i(j) − θi, i = 1, 2, 3; j =

1, . . . , 500, onde θi é o valor verdadeiro do parâmetro e θ̂i(j) é a estimativa doparâmetro θi na j -ésima repetição, para um proesso INAR(2) de Poisson omvetor de parâmetros θ = (0.4, 0.3, 1.0), e onsiderando dimensões de amostras
n = 300, 1200.Por questões de espaço, e porque nas simulações om modelos INAR(3) dePoisson as onlusões são as mesmas que nas ordens inferiores, não são apresen-
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Figura 2: Boxplots do enviesamento amostral das estimativas dos parâmetrosdo modelo INAR(2), Xt = 0.4 ∗ Xt−1 + 0.3 ∗ Xt−2 + et, et ∼ Po(1).5 ApliaçãoNesta seção onsideram-se 8 séries referentes ao número total de movimentosorporais, por minuto, de 8 reém-nasidos (Sto�er, 1991). Silva e Silva (2004)trataram este onjunto de dados omo 8 réplias do mesmo modelo INAR(1)de Poisson, Xk,t = α ∗ Xk,t−1 + ek,t, ek,t ∼ Po(λ), k = 1, . . . , 8, t = 1, . . . , 128,e os parâmetros foram estimados utilizando estimação de Yule-Walker (YW),o método dos Mínimos Quadrados Condiionais (CLS) e estimação de Whittle(WHT).Neste aso, os métodos baseados em HOS são utilizados para obter estima-tivas dos parâmetros de modo a omparar om os outros métodos de estimação.Como foi referido na seção 3.1, a extensão do método TOR à situação dasréplias é direta: ada réplia é onsiderada omo sendo um bloo. Por outrolado, a adaptação do método LS_HOS é feita onsiderando as ideias do métodoTOR: estimam-se os momentos de tereira ordem em ada réplia, obtêm-se os



732 Silva e Silva/Estatístias de ordem superior nos INARestimadores �totais� (fazendo a média sobre as 8 réplias) e onstrói-se a matriz
Ĥ e o vetor µ̂3,x, de modo a minimizar a versão amostral de (9). As estima-tivas HOS apresentam-se na Tabela 2, juntamente om as estimativas obtidaspor Silva e Silva (2004).Tabela 2: Estimativas dos parâmetros de 8 réplias do mesmo proesso INAR(1),orrespondentes ao número de movimentos orporais, por minuto, de reém-nasidos. Método α̂ λ̂TOR 0.106 0.267LS_HOS 0.132 0.263YW 0.129 0.260CLS 0.144 0.255WHT 0.133 0.280Veri�a-se que as estimativas HOS (parte superior da tabela) estão de aordoom estimativas obtidas por outros métodos de estimação (parte inferior databela). Mais uma vez, a análise dos orrelogramas dos resíduos obtidos a partirdas estimativas HOS permitem onluir que a lasse das réplias de modelosINAR(1) é razoável na desrição destes dados reais.6 Comentários �naisAs estatístias de ordem superior, nomeadamente momentos e umulantes detereira ordem, forneem informação adiional na análise de proessos não gaus-sianos e não lineares, omo é o aso dos modelos INAR, permitindo uma melhoraraterização dos proessos.Neste aso, a informação adiional é utilizada na estimação dos parâmetrosdos modelos INAR. Assim, são propostos dois métodos de estimação baseadosem HOS. Veri�a-se que o método dos mínimos quadrados usando estatísti-as de ordem superior apresenta um óptimo desempenho, mesmo em situaçõesonde a dimensão da amostra é pequena e os oe�ientes se enontram próximosda região de não estaionaridade. O método das equações TOR apresenta adesvantagem de ser neessário a esolha do número de bloos. Contudo, umavantagem adiional dos dois métodos propostos é a fáil adaptação dos mesmosa situações de medidas repetidas, espeialmente em réplias independentes domesmo proesso INAR.
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