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1 Ondas Guiadas 

A propagação de uma onda electromagnética harmónica de frequência angular ω num 

meio linear sem fontes ( 0=ρ  e 0=J
r

) de parâmetros (ε , µ ) é governada pelas 

equações de onda de Helmoltz: 

022 =+∇ EE
rr

µεω  

022 =+∇ HH
rr

µεω  

onde E
r

 e H
r

 representam os fasores dos campos eléctricos e magnéticos da onda. 

 

Considere-se a propagação de ondas deste tipo num guia de onda cilíndrico, isto é, 

num guia cuja secção transversal não varia com a distância longitudinal (direcção do 

eixo dos z). Apenas serão considerados guias sem perdas, isto é, guias preenchidos 

por um material de parâmetros (ε , µ ), sem perdas, e podendo estar limitados por um 

condutor perfeito ( ∞=σ ). 

 
 

x 

y

z

 
 

Admitindo que o guia tem comprimento infinito, é necessário considerar apenas as 

ondas que se propagam no sentido positivo do eixo dos z, o que permite escrever 

( ) ( ) zeyxEzyxE γ−= ,,, 0
rr

 

( ) ( ) zeyxHzyxH γ−= ,,, 0
rr

 

onde βαγ j+=  é a constante de propagação. Substituindo estas expressões nas 

equações de Helmoltz leva a  
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00202 =+∇ EhExy

rr
 

00202 =+∇ HhHxy

rr
 

onde 22222 yxxy ∂∂+∂∂=∇  é o chamado laplaciano transversal e µεωγ 222 +=h . 

Estas duas equações de onda correspondem a seis equações de onda escalares, uma 

para cada componente dos campos: 
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onde zEyExEE zyx ˆˆˆ 0000 ++=
r

 e zHyHxHH zyx ˆˆˆ 0000 ++=
r

. Estas equações de onda não 

são independentes e, portanto, não é necessário resolver estas seis equações para 

determinar E
r

 e H
r

. Efectivamente, os campos eléctrico e magnético de uma onda 

estão relacionados pelas equações de Maxwell HjE
rr

ωµ−=×∇  e EjH
rr

ωε=×∇ , ou 

na forma escalar 
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É possível manipular estas equações para se poder determinar as componentes 

transversais dos campos partir das componentes longitudinais zE  e zH : 
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Na verdade, o procedimento mais habitual para a determinação dos campos eléctrico e 

magnético de uma onda no interior de um guia baseia-se no uso destas equações para 

a determinação das componentes transversais a partir do cálculo prévio das 

componentes longitudinais. Este método, indicado de forma sumária a seguir, será o 

estudado nestes apontamentos. 

 

1. Resolver as equações de onda 
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2. Determinar as componentes transversais usando  
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3. Obter 

( ) ( )
( ) ( ) z
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É importante referir que, durante a resolução das equações de onda (ponto 1) ou na 

determinação das componentes transversais (ponto 2), deverão ser usadas as 

condições fronteira apropriadas para a determinação das constantes de integração e 

dos valores possíveis para h. Estas condições fronteira dependem da geometria do 

guia considerado. 

 

Deve ser também notado que as expressões usadas na determinação das componentes 

transversais são válidas apenas se 0≠h . Caso h seja nulo, devem utilizar-se as 

equações de Maxwell para se determinar E
r

 e H
r

. 

 

 

Tipos de ondas 
 

É possível classificar as ondas electromagnéticas de acordo com as suas componentes 

longitudinais. Assim 

 

• 0== zz HE : ondas transversais electromagnéticas (ambos os campos são 

perpendiculares à direcção de propagação) ou simplesmente ondas TEM; 

• 0=zE  e 0≠zH : ondas transversais eléctricas (campo eléctrico é 

perpendicular à direcção de propagação) ou ondas TE; 

• 0≠zE  e 0=zH : ondas transversais magnéticas ou ondas TM. 

 

Antes de passar ao estudo destes tipos de ondas é interessante referir algumas 

propriedades gerais de ondas guiadas. 

1.1 Frequência de corte 

As equações obtidas permitem retirar algumas conclusões sobre as propriedades de 

ondas guiadas. A constante de propagação da onda é determinada a partir de h usando 

12

2
22 −=−=

µεω
µεωµεωγ hh  
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Para que a onda corresponda efectivamente a um modo em propagação, γ  deve ter 

uma parte imaginária não nula. Seja cf  a frequência de corte, definida como 

µεπ2
hfc =  

Substituindo esta expressão na equação acima, tem-se 

1
2

−







=

f
f cµεωγ  

Esta última equação permite facilmente concluir que 

 

• cff <  corresponde a γ  real, isto é, αγ = . Neste caso, os fasores dos campos 

eléctrico e magnético são dados por 

( ) ( )
( ) ( ) z

z

eyxHzyxH

eyxEzyxE
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,,,

,,,
0

0

rr

rr

 

o que significa que a amplitude dos campos decresce exponencialmente com z, 

correspondendo a um modo evanescente; 

 

• cff >  corresponde a γ  imaginário, ou seja, βγ j= , ou seja, tem-se 

( ) ( )
( ) ( ) zj

zj

eyxHzyxH

eyxEzyxE
β

β

−

−

=

=

,,,

,,,
0

0

rr

rr

 

o que representa um modo em propagação. 

 

Isto significa que apenas as ondas com frequência f tal que cff >  se propagam ao 

longo do guia, o que facilmente explica a designação “frequência de corte”. 

1.2 Modos em propagação 

Ainda em relação aos modos em propagação, é possível concluir o seguinte: 

 

• A constante de fase é dada por 
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2

1 







−=

f
f c

mββ  

onde 
m

m v
ωµεωβ ==  é a constante de fase de uma onda plana que se 

propague num meio ( )εµ,  com velocidade de fase µε1=mv . 

 

• O comprimento de onda calcula-se a partir de: 

2
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onde 
f
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f

m

m
m ===

µεβ
πλ 12  é o comprimento de onda num meio ilimitado 

( )εµ, . Desta equação é possível concluir que, se 0≠cf , o comprimento de 

onda de um modo em propagação num guia é maior do que o comprimento de 

onda de uma onda que se propague num meio ilimitado com as mesmas 

características do meio que preenche o guia, isto é, mλλ ≥ . 

 

• A velocidade de fase é dada por: 
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Duas conclusões interessantes podem ser retiradas desta equação. Em primeiro 

lugar, mesmo para um meio não dispersivo (no qual ( )εµ,  não dependem da 

frequência), verifica-se que a velocidade de fase depende de f, desde que 

0≠cf . Por outro lado, tem-se que mf vv ≥ . Por exemplo, se o meio tiver 

parâmetros ( )00 ,εµ , a velocidade de fase da onda poderá ser superior à 

velocidade de propagação da luz no vazio! Na verdade, este facto não tem 

grande significado físico, uma vez que a energia da onda não se propaga à 

velocidade de fase. 

 

• Usando a definição, pode calcular-se a velocidade de grupo: 
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Desta expressão facilmente se conclui que mg vv ≤ , o que significa que a 

velocidade de grupo nunca será superior a c. Além disso, verifica-se que 
2
mfg vvv = . 

1.3 Impedância de onda 

Para ondas planas propagando-se segundo +z num meio ilimitado de impedância 

intrínseca εµη =  verifica-se que as seguintes relações são válidas. 

( )
( )HzE

EzH
rr

rr

×−=

×=

ˆ

ˆ1

η

η  

 

No caso de ondas guiadas é possível, em certos casos, escrever relações semelhantes: 

( )
( )HzZE

Ez
Z

H
rr

rr

×−=

×=

ˆ

ˆ1
 

ou, tendo em atenção as propriedades do produto externo 

( )
( )yHxHZzEyExE

yExE
Z

zHyHxH

xyzyx

xyzyx

ˆˆˆˆˆ

ˆˆ1ˆˆˆ

+−−=++

+−=++
 

Da observação destas equações, pode imediatamente concluir-se que a primeira 

equação obriga sempre a que 0=zH , o que significa que não deverá ser usada para 

as ondas TE. Por outro lado, a segunda equação implica que 0=zE , não podendo 

então ser usada para ondas TM. Para ondas TEM (nas quais 0== zz HE ), ambas as 

equações podem ser usadas. 

 

Nas equações anteriores, Z é a chamada impedância de onda, a qual é definida por 
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ou ainda 
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1.4 Potência média propagada 

A potência média propagada ao longo do guia é dada pelo fluxo do vector de Poynting 

médio através da secção transversal do guia: 

∫ ⋅=
A

medmed AdS
rr

P  

onde zdAAd ˆ=
r

, dA é um elemento de área da secção transversal A do guia. De acordo 

com a definição, o vector médio de Poynting é dado por { }*
2
1 HESmed

rrr
×= Re . Sendo, 

em geral, zEyExEE zyx ˆˆˆ ++=
r

 e zHyHxHH zyx ˆˆˆ ++=
r

, pode ainda escrever-se 

{ } { } { }[ ]zHEHEyHEHExHEHES xyyxzxxzxzzymed ˆ**ˆ**ˆ**
2
1

−+−+−= ReReRe
r

. 

Assim, como seria de esperar, pode concluir-se que apenas as componentes 

transversais dos campos contribuem para a potência média propagada, a qual pode 

ainda ser calculada usando 

{ }∫ −=
A

xyyxmed dAHEHE **
2
1
ReP  

 

Além disso, atendendo a que yx ZHE =  e xy ZHE −= , pode ainda escrever-se 

( ) { }( )∫∫ +=+
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Além disso, para modos em propagação, βγ j= , podendo ainda escrever-se  
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1.5 Energia média armazenada por unidade de comprimento 

A energia média armazenada por unidade de comprimento do guia pode ser calculada 

integrando as densidades médias de energia eléctrica e magnética, medew ,  e medmw , , ao 

longo de uma secção transversal do guia: 

( )∫ +=
A

medmmedemed dAwwW ,,'  

onde 

( )222
, 4

*
4 zyxmede EEEEEw ++=⋅=

εε rr
 

( )222
, 4

*
4 zyxmedm HHHHHw ++=⋅=

µµ rr
. 

 

1.6 Velocidade de transporte de energia 

A velocidade de grupo representa a velocidade de propagação do envelope de um 

sinal de banda estreita. Para sinais de banda larga este conceito perde significado, 

sendo necessário utilizar a velocidade à qual a energia se propaga ao longo de um 

guia. 

 

Num guia sem perdas, define-se a velocidade de transporte de energia, env , como o 

quociente entre a potência média propagada e a energia média armazenada por 

unidade de comprimento 

med

med
en W

v
'
P

=  

 

 

 

No que se segue, as propriedades gerais dos diferentes tipos de onda serão referidas de 

forma sumária. 
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1.7 Ondas TEM 

Neste caso, tem-se 0== zz HE . As outras componentes seriam obtidas de 
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Uma solução trivial destas equações com 0== zz HE  seria 

00000 ==== yxyx HHEE , o que corresponde a uma onda electromagnética nula. Para 

se obter uma solução não trivial é necessário que 02 =h , ou seja, 





=
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022 j  

Além disso, neste caso 
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o que permite também concluir que 
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A impedância de onda para ondas TEM tem que ser obtida a partir das equações de 

Maxwell 
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de onde se conclui que 
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ε
µ

ωε
γ

γ
ωµ

===
j

jZTEM  

ou seja, a impedância de onda é igual impedância intrínseca do meio que preenche o 

guia ( εµη = ). 

 

Das expressões apresentadas pode concluir-se que, apesar de se serem ondas guiadas, 

as ondas TEM têm as mesmas características de ondas planas que se propaguem num 

meio ilimitado com propriedades iguais à do meio que preenche o guia. 

 

 

NOTA: 

Considere-se um guia formado um dieléctrico limitado por apenas um condutor 

externo que encerra completamente o seu interior. Admita-se que existe uma onda 

TEM no interior do guia. Como as linhas de campo magnético são fechadas e o 

campo magnético no interior do condutor é nulo, pode afirmar-se que estas linhas 

formam percursos fechados (obviamente no plano transversal, uma vez que se trata de 

uma onda TEM) no interior do guia. Aplicando a lei de Ampére a um desses 

percursos tem-se 

∫∫ ⋅
∂
∂

+=⋅
SP

Sd
t
EIldH

r
r

rr
εint  

onde S é a superfície limitada pelo percurso P e intI  é a corrente que passa através de 

S. Existindo apenas um condutor exterior, intI =0. Por outro lado, como o campo 

eléctrico considerado é transversal, o seu fluxo através da superfície S será também 

nulo. Isto significa que o integral de linha do campo magnético terá que ser nulo, o 

que só pode acontecer se o campo magnético for nulo. Mas isso implica que também 

o campo eléctrico é nulo, e portanto a onda TEM é nula. Conclui-se assim que não 

podem existir ondas TEM em guias formadas por apenas um condutor. No entanto, 

estas ondas podem existir em guias com mais do que um condutor, tais como linhas 

coaxiais ou bifilares, ou de placas paralelas. 
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1.8 Ondas TM 

Neste caso, 0≠zE  e 0=zH . A componente longitudinal do campo eléctrico é 

obtida de 

00202 =+∇ zzxy EhE  

usando as condições fronteira apropriadas. Os valores possíveis para h também são 

obtidas a partir destas condições. As outras componentes são depois calculadas da 

seguinte forma 
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Destas equações pode obter-se a expressão da impedância de onda 
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Para os modos evanescentes, cff <  e TMZ  torna-se imaginária. No caso de modos 

em propagação, cff >  e ( )21 ffZ cTM −=η  é real e inferior a η . Tendo em 

atenção que a potência propagada depende da parte real da impedância de onda, é 

imediato concluir-se que para os modos evanescentes não há propagação de energia. 

1.9 Ondas TE 

Neste caso o campo eléctrico é transversal, isto é, 0=zE  e 0≠zH . A equação 

00202 =+∇ zzxy HhH , 
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associada a condições fronteira apropriadas permite determinar 0
zH  e impor 

condições para os valores de h possíveis. As outras componentes são depois 

calculadas da seguinte forma 
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0

2
0

0

2
0

0

2
0

0

2
0

ωµ

ωµ

γ

γ

 

 

A impedância de onda é agora dada por 

1
20

0

−







===

f
f

jj
H
E

Z
c

y

x
TE

η
γ
ωµ  

Tal como acontecia com as ondas TM, a impedância de onda dos modos evanescentes 

( cff < ) é imaginária. Por outro lado, para os modos em propagação obtém-se 

( )21 ffZ cTE −=η , o que mostra que a impedância é real, mas neste caso maior 

do que η . Mais uma vez se pode concluir que para os modos evanescentes não há 

propagação de energia ao longo do guia. 

 

A variação com a frequência da impedância de onda para os três tipos de onda 

referidos está representada esquematicamente na seguinte figura. 

 



 14 

TE 

TM 

TEM
1 

 
η
Z  

região 
evanescente 

 
cf
f  

2 1 

 

1.10 Condições fronteira 

Como já foi referido, para a determinação das ondas electromagnéticas nos guias é 

necessário utilizar condições fronteira, as quais dependem da geometria do guia de 

onda e também dos materiais que o constituem. 

 

Considere-se a interface entre dois materiais, 1 e 2, e o versor nâ , normal a essa 

interface e que aponta do meio 2 para o meio 1 
 

1

2 nâ  

 
 

As condições fronteira para os campos eléctrico e magnético podem ser escritas como 

( ) ( )
( ) ( ) SnSn

nn

JHHaDDa
BBaEEa

rrrrr

rrrr

=−×=−⋅
=−⋅=−×

2121

2121

ˆˆ
0ˆ0ˆ

ρ
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onde HBED
rrrr

µε == ,  e sρ  e sJ
r

 representam as densidades superficiais de corrente 

e de carga, respectivamente, na interface. As condições fronteira acima podem 

também ser escritas na seguinte forma 

 

0   se     contínuo

0   se   contínuo
contínuo

contínuo

tan

tan

=

=

S

Snorm

norm

JH

D
B
E

r
ρ

 

 

É importante referir que tanto sρ  como sJ
r

 serão não nulos apenas quando um dos 

meios for um condutor perfeito! 

 

Além disso, é importante relembrar que no interior de um condutor perfeito os 

campos eléctrico e magnético são nulos: 

0==== condcondcondcond HBDE
rrrr
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2 Guias metálicos 

Serão considerados em primeiro lugar os guias de onda limitados por superfícies 

condutoras (que se admite serem ideais). 

 

De acordo com as condições fronteira referidas, as ondas electromagnéticas no 

interior de guias deste tipo deverão ser tais que satisfazem tanE  e normB  contínuos, 

juntamente com 0== condutorcondutor BE . Isto significa que as componentes tangencial 

do campo eléctrico e normal do campo magnético se deverão anular junto às 

superfícies condutoras, isto é, 0tan == normalHE  nessa região. 

2.1 Guias de placas paralelas 

Considere-se um guia de placas paralelas de largura W, altura b e comprimento 

infinito. 

 

b

y

z

x 

W  
 

O guia está preenchido por material sem perdas de parâmetros constitutivos ( )µε ,  e 

admite-se que as placas condutoras são ideais. Além disso, admite-se também que a 

largura do guia é muito maior do que a sua altura, isto é, bW >> , o que permite 

desprezar os efeitos de bordas e a variação dos campos segundo a direcção do eixo do 

x ( 0=∂∂ x ). 
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2.1.1 Condições fronteira 

De acordo com o mencionado atrás, os campos eléctrico e magnético de ondas que se 

propaguem nestes guias deverão satisfazer a condição fronteira 0tan == normalHE  

junto às placas condutoras, ou seja, 

0000 === yzx HEE  

em 0=y  e by = . 

2.1.2 Ondas TEM 

Neste caso verifica-se que 000 == zz HE . Além disso, as componentes transversais 

dos campos eléctrico e magnético estão relacionadas pelas equações de Maxwell, em 

particular por 

0
00

=
∂
∂

−
∂

∂

y
E

x
E xy    e   0

00

=
∂
∂

−
∂

∂

y
H

x
H xy  

Como para este tipo de guia se tem 0=∂∂ x , as equações anteriores tomam a forma 

0
00

==
dy

dH
dy

dE xx  

o que significa que 0
xE  e 0

xH  são constantes. No entanto, é necessário que 0
xE  se 

anule junto às placas condutoras, o que implica que 00 =xE . Além disso, uma vez que 

00
yTEMx HZE = , onde η=TEMZ , pode também concluir-se que 00 =yH , o que satisfaz 

as condições fronteira. Por outro lado, como 00
xTEMy HZE −= , 0

yE  também é 

constante. Sendo 0
0 EE y =  pode então escrever-se 

x
E

H

yEE

ˆ

ˆ

00

0
0

η
−=

=
r

r

 

 

É interessante referir que a aplicação das outras condições fronteira (as relacionadas 

com a componente normal do vector deslocamento eléctrico e tangencial do campo 

magnético) permite calcular as distribuições de carga e corrente nas placas 

condutoras, o que por sua vez permite chegar às equações que governam a evolução 
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da tensão e da corrente na linha, que não são mais do que as equações estudadas em 

linhas de transmissão. 

2.1.3 Ondas TM 

Neste caso tem-se 00 =zH . Além disso, uma vez que 0=∂∂ x , a equação de onda 

que permite obter 0
zE  fica simplesmente 

002
2

02

=+ z
z Eh

dy
Ed  

 

Esta é uma equação diferencial linear homogénea de coeficientes constantes e de 

segunda ordem. A equação característica associada é 

jhrhrhr ±=⇔−=⇔=+ 2222 0  

sendo a solução geral da equação diferencial, para 0≠h , dada por 

( ) ( ) ( )hyBhyAyEz cossin0 +=  

 

Das condições fronteira temos 

( )
( ) ( ) L,2,1,0sin0

000
0

0

==⇔=⇔=

=⇔=

nnhbhbAbE

BE

z

z

π
 

ou seja, 

 







=

==

b
ynAE

n
b

nh

nz
π

π

sin

,2,1,

0

L

 

 

As equações anteriores mostram que h só pode tomar um conjunto discreto de valores. 

nA  representa a amplitude máxima da componente longitudinal do campo eléctrico 

para o modo considerado, o qual será designado por TMn  

 

As outras componentes do campo electromagnético são determinadas a partir das 

equações 
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x
E

h
E

y
E

h
jH

z
x

z
x

∂
∂

−=

∂
∂

=

0

2
0

0

2
0

γ

ωε

     e     

y
E

h
E

x
E

h
jH

z
y

z
y

∂
∂

−=

∂
∂

−=

0

2
0

0

2
0

γ

ωε

 

resultando 







−=

=

=







=

b
ynA

n
bE

E

H
b

ynA
n

bjH

ny

x

y

nx

π
π
γ

π
π
ωε

cos

0

0

cos

0

0

0

0

 

onde 
2

2 





−=

b
nj πµεωγ . 

 

NOTA: 

Se n=0, então h=0, não se podendo aplicar as equações anteriores. Neste caso, a 

equação diferencial que permite determinar 0
zE  fica 02

02

=
dy

Ed z , sendo a sua solução 

geral ByAEz +=0 . As condições fronteira ( ) ( ) 00 00 == bEE zz  impõem neste caso 

( ) 00 =yEz . Além disso, recorrendo-se às equações de Maxwell ( HjE
rr

ωµ−=×∇  e 

EjH
rr

ωε=×∇ ) pode mostrar-se que constante0 =xH  e constante0 =yE , ou seja, que 

se trata do modo TEM já estudado! Apesar das equações anteriores terem sido obtidas 

admitindo que 0≠h , elas dão resultados correctos mesmo quando h=0. Por essa 

razão, é habitual dizer-se que o modo TM0 corresponde ao modo TEM. 

2.1.4 Ondas TE 

Neste caso o campo eléctrico é transversal, isto é, 00 =zE , obtendo-se a componente 

longitudinal do campo magnético resolvendo a equação de onda 

002
2

02

=+ z
z Hh

dy
Hd , 

a qual, para 0≠h , tem como solução geral 
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( ) ( ) ( )hyBhyAyH z cossin0 += . 

 

Ao contrário do que acontecia para as ondas TM, neste caso as condições fronteira 

não impõem qualquer restrição sobre a componente 0
zH , o que torna necessário a 

determinação das outras componentes dos campos para se poder calcular o valor de h 

e das constantes de integração. Estas componentes obtêm-se a partir de 

y
H

h
jE

x
H

h
H

z
x

z
x

∂
∂

−=

∂
∂

−=

0

2
0

0

2
0

ωµ

γ

    e    

x
H

h
jE

y
H

h
H

z
y

z
y

∂
∂

=

∂
∂

−=

0

2
0

0

2
0

ωµ

γ

 

resultando 

( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]

0

sincos

sincos

0

0

0

0

0

=

−−=

−−=

=

y

x

y

x

E

hyBhyA
h

jE

hyBhyA
h

H

H

ωµ

γ

 

 

Impondo agora as restrições resultantes das condições fronteira, tem-se 

( ) ( )
( ) ( ) 00

00
00

00

==

==

bHH

bEE

yy

xx  

e então 

( ) L,3,2,1,0sin

0

==⇔=

=

n
b

nhhb

A
π  

É interessante verificar que h é dado pela mesma expressão que foi obtida para os 

modos TM. Usando os resultados anteriores, pode facilmente escrever-se para o modo 

TEn 
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0

sin

sin

cos

00

0

0

0

==







=







=







=

yx

nx

ny

nz

EH
b

ynB
n

bjE

b
ynB

n
bH

b
ynBH

π
π

ωµ

π
π
γ

π

 

onde, novamente, 
2

2 





−=

b
nj πµεωγ  e nB  é a amplitude máxima de zH . 

 

NOTA: 

Se n=0 então h=0 e as equações anteriores não são válidas. Neste caso, a equação de 

onda fica 02

02

=
dy

Hd z , a qual tem como solução geral ByAH z +=0 . Recorrendo às 

equações de Maxwell, é possível mostrar que, nesta situação, 0== BA , 

constante0 =xH , constante0 =yE , e que as outras componentes são nulas. Isto 

significa que o modo resultante é novamente o modo TEM já estudado! Como as 

equações anteriores não levam a estes resultados se admitirmos que n=0, é habitual 

dizer-se que não existe modo TE0. 

2.1.5 Frequência de corte 

Como já foi referido, a frequência de corte é obtida a partir de 

µεπ2
hfc =  

 

Para o modo TEM tem-se h=0 e, logo, 0=cf . 

Para os modos TMn e TEn ( 0≠n ) tem-se 
b

nh π
=  e então 

µεb
nfc 2

=  
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Para os guias de placas paralelas, o modo com frequência de corte mais baixa, 

designado por modo dominante, é o modo TEM. 

2.2 Guias rectangulares 

Na análise dos guias de placas paralelas admitiu-se que as placas tinham uma largura 

infinita, o que permitiu desprezar os efeitos de bordas e a variação dos campos na 

direcção da largura. Na realidade, os guias têm uma largura finita, e os efeitos de 

bordas não são desprezáveis. Estes efeitos vão originar interferência com outros 

circuitos e sistemas. Para evitar este problema, é habitual utilizarem-se guias de onda 

de secção transversal completamente fechada, como é o caso de guias rectangulares. 

 

Considere-se o guia rectangular de largura a, altura b e comprimento infinito 

representado na figura seguinte. 

 
 

b 

y z

x 
a  

 

O guia está preenchido por material sem perdas de parâmetros constitutivos ( )µε ,  e 

admite-se que as placas condutoras são ideais. 

2.2.1 Condições fronteira 

Neste caso, as ondas electromagnéticas no interior do guia deverão ser tais que 

obedecem às condições fronteira 0tan == normalHE  junto às placas condutoras, ou 

seja, 
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axxHEE

byyHEE

xzy

yzx

=====

=====

ou0em0

ou0em0
000

000

 

2.2.2 Método da separação das variáveis 

As equações de onda que permitem obter as componentes longitudinais dos campos 

eléctrico e magnético têm neste caso a forma 

00 2
2

2

2

2
22 =+

∂
∂

+
∂
∂

⇔=+∇ ψψψψψ h
yx

hxy  

onde ( )yx,ψ  é a função que se pretende determinar, e que será igual a 0
zE  para os 

modos TM, e a 0
zH  para os modos TE. 

 

Esta é uma equação em derivadas parciais que pode ser resolvida usando o método da 

separação das variáveis. Para isso, admite-se que ( )yx,ψ  é dado pelo produto de 

uma função de x por outra função de y, isto é, ( ) ( ) ( )yYxXyx =,ψ , onde ( )xX  e ( )yY  

são funções a determinar. Substituindo esta expressão na equação de onda e dividindo 

tudo por ( )yx,ψ  leva a 

( )
( )

( )
( ) 011 2
2

2

2

2

=++ h
dy

yYd
yYdx

xXd
xX

 

 

Analisando esta equação, é fácil verificar que a primeira parcela depende apenas da 

variável x, enquanto a segunda é só função de y e a terceira é constante. Para que esta 

equação seja satisfeita para todos os valores de x e y que nos interessam ( ax ≤≤0  e 

by ≤≤0 ), é então necessário que as primeiras duas parcelas sejam constantes. Sejam 

essas constantes ( )2
xk−  e ( )2

yk− , respectivamente. Neste caso, tem-se 

( )
( )

( )
( ) 01

01

2
2

2

2
2

2

=+

=+

y

x

k
dy

yYd
yY

k
dx

xXd
xX

 

e, além disso, 222
yx kkh += . As equações anteriores podem ser escritas na forma 
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( ) ( )

( ) ( ) 0

0

2
2

2

2
2

2

=+

=+

yYk
dy

yYd

xXk
dx

xXd

y

x

 

que são equações diferenciais ordinárias lineares de coeficientes constantes e segunda 

ordem. A solução geral destas equações é 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )ykDykCyY

xkBxkAxX

yy

xx

cossin
cossin

+=
+=

 

onde A, B, C e D são constantes. 

 

 

A função ( )yx,ψ  pode finalmente ser então escrita como 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]ykDykCxkBxkAyx yyxx cossincossin, ++=ψ  

onde A, B, C, e D são constantes a determinar. 

 

Este resultado irá ser usado no estudo dos modos que se propagam neste tipo de guias. 

2.2.3 Ondas TEM 

Não se propagam (ver nota apresentada em 1.7). 

2.2.4 Ondas TM 

Neste caso tem-se 00 =zH . A componente 0
zE  determina-se resolvendo a equação de 

onda  

00202 =+∇ zzxy EhE  

De acordo com o estudado, a solução desta equação é ( ) ( ) ( )yYxXyxEz =,'0 , onde as 

funções ( )xX  e ( )yY  são dadas por ( ) ( ) ( )[ ]xkBxkAxX xx cossin +=  e 

( ) ( ) ( )[ ]ykDykCyY yy cossin += . xk  e yk  são constantes que satisfazem 222
yx kkh += . 

As constantes presentes nestas equações podem ser determinadas usando condições 

fronteira. Efectivamente, a componente longitudinal do campo eléctrico neste guia 

deverá ser tal que se verifique 
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( ) ( )
( ) ( ) 0,0,

0,,0
00

00

====

====

byxEyxE

yaxEyxE

zz

zz , 

ou seja, deve ter-se ( ) ( ) 00 == aXX  (da primeira condição) e ( ) ( ) 00 == bYY  (da 

segunda). Utilizando esta informação nas expressões de ( )xX  e ( )yY  pode afirmar-se 

que 

( ) 0sin
0

=
=

akA
B

x

    e    ( ) 0sin
0

=
=

bkC
D

y
 

 

e, então 

( )

( ) 





==







==

b
ynCyYn

b
nk

a
xmAxXm

a
mk

y

x

ππ

ππ

sineinteiro,

sineinteiro,
 

 

 

Estas expressões permitem então escrever a componente longitudinal do campo 

eléctrico para o modo TMmn como 















=

b
yn

a
xmEE mnz

ππ sinsin,0
0  

 

As componentes transversais dos campos eléctrico e magnético obtêm-se a partir das 

relações já estudadas, resultando 

0
0,2

0
0,2

0
0,2

0
0,2

sin cos

cos sin

cos sin

sin cos

x mn

y mn

x mn

y mn

j n m x n yH E
h b a b

j m m x n yH E
h a a b

m m x n yE E
h a a b

n m x n yE E
h b a b

ωε π π π   =    
   

ωε π π π   = −    
   

γ π π π   = −    
   

γ π π π   = −    
   

 

 

Para estes modos o valor característico h é dado por 
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22
2 






+






=

b
n

a
mh ππ  

 

 

Como na determinação das componentes transversais se admitiu que 0≠h , é 

necessário que os valores de m e n não sejam simultaneamente nulos. Além disso, se 

n=0 ou m =0, resulta 0== HE
rr

, o que significa que nas expressões anteriores se 

deve ter 1≥n  e 1≥m . 

2.2.5 Ondas TE 

Neste caso o campo eléctrico é transversal, isto é, 00 =zE , obtendo-se a componente 

longitudinal do campo magnético a partir de 

00202 =+∇ zzxy HhH  

 

Utilizando os resultados já obtidos, pode concluir-se que ( ) ( )yYxXH z =0 , onde 

( ) ( ) ( )xkBxkAxX xx cossin +=  e ( ) ( ) ( )ykDykCyY yy cossin += . A, B, C e D são 

constantes, e xk  e yk  são também constantes que satisfazem 222
yx kkh += . 

 

Não existem condições fronteira para aplicar a 0
zH , sendo necessário determinar as 

componentes transversais para se poder calcular o valor das constantes de presentes 

nas expressões anteriores. Utilizando as relações estudadas para ondas TE pode 

escrever-se 

( ) ( )

( ) ( )yYxX
h

jE

yYxX
h

jE

y

x

'

'

2
0

2
0

ωµ

ωµ

=

−=
 

onde 

( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( )[ ]ykDykCkyY

xkBxkAkxX

yyy

xxx

sincos'
sincos'

−=
−=
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Da condição fronteira ( ) ( ) 0,,0 00 ==== yaxEyxE yy  conclui-se que 

( ) ( ) 0'0' == aXX , e então 

ou ainda, 

( ) 





==

a
xmBxXm

a
mkx

ππ coseinteiro,  

 

 

Por outro lado, a condição fronteira ( ) ( ) 0,0, 00 ==== byxEyxE xx  obriga a que 

( ) ( ) 0'0' == bYY , isto é, 

( ) inteiro,0sin
0

nnbkbk
C

yy π=⇔=
=

 

tendo-se 

( ) 





==

b
ynDyYn

b
nk y

ππ coseinteiro,  

 

 

As expressões anteriores permitem finalmente escrever para o modo TEmn 

0
0, cos cosz mn

m x n yH H
a b
π π   =    

     
e para as componentes transversais 

0
0,2

0
0,2

0
0,2

0
0,2

sin cos

cos sin

cos sin

sin cos

x mn

y mn

x mn

y mn

m m x n yH H
h a a b

n m x n yH H
h b a b
j n m x n yE H
h b a b
j m m x n yE H
h a a b

γ π π π   =    
   

γ π π π   =    
   

ωµ π π π   =    
   

ωµ π π π   = −    
   

 

 

Tal como acontecia com os modos TM, o valor característico é dado por 

( ) inteiro,0sin
0

mmakak
A

xx π=⇔=
=
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22
2 






+






=

b
n

a
mh ππ  

 

 

Para estes modos admite-se que ou m ou n sejam nulos. No entanto, para que 0≠h  é 

necessário que m ou n não sejam simultaneamente nulos! 

2.2.6 Frequência de corte 

Tanto para os modos TM como para os modos TE o valor de h é dado por  

22







+






=

b
n

a
mh ππ , 

 

sendo a frequência de corte é obtida a partir de 

22

2
1

2






+






==

b
n

a
mhfc µεµεπ

 

 

 

Como para os modos TM se tem 1≥n  e 1≥m , o modo TM com a frequência de 

corte mais baixa é o modo TM11. 

 

Supondo que as dimensões do guia rectangular são tais que ba > , e atendendo a que 

para os modos TE um dos inteiros m e n (mas não os dois) pode ser nulo, é imediato 

concluir que o modo TE com a frequência de corte mais baixa é o modo TE10. A 

frequência de corte deste modo é a menor possível nos guias rectangulares, logo o 

modo TE10 é o modo dominante nos guias rectangulares. 

2.3 Guias circulares 

Considere-se o guia circular de raio a e comprimento infinito representado na figura 

seguinte. 
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z

φ 

a 

 
 

 

O guia está preenchido por um material sem perdas, de parâmetros constitutivos 

( )µε , , e admite-se que a superfície condutora é ideal. 

 

Por causa da simetria destes guias, o sistema de coordenadas mais apropriado para os 

estudar é o sistema de coordenadas cilíndricas ( )zr ,,φ . Os campos 

zEErEE zr ˆˆˆ ++= φφ
r

 e zHHrHH zr ˆˆˆˆ ++= φφ  são obtidos a partir das equações de 

onda vectoriais 

0

0
22

22

=+∇

=+∇

HH

EE
rr

rr

µεω

µεω
 

Neste sistema de coordenadas, o laplaciano vectorial que aparece nas equações 

anteriores tem uma expressão complexa, e pode ser calculado a partir de 

( ) ( )VVV
rrr

×∇×∇−⋅∇∇=∇ 2 . No entanto, o procedimento a usar para estes guias é o 

mesmo que para os guias já estudados (de placas paralelas e rectangulares), e implica 

o uso das equações de onda escalares apenas para a determinação das componentes 

longitudinais dos campos, sendo as outras componentes obtidas a partir das equações 

de Maxwell. Isto simplifica bastante o problema neste caso, pois verifica-se que para 

as componentes longitudinais a expressão do laplaciano vectorial é igual à do 

laplaciano escalar 
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Além disso, se também se admitir que as ondas no interior do guia se propagam com 

uma constante de propagação γ , isto é, ( ) zerEE γφ −= ,0
rr

 e ( ) zerHH γφ −= ,0
rr

, pode 

então escrever-se 
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As componentes transversais são obtidas das equações HjE
rr

ωµ−=×∇  e 

EjH
rr

ωε=×∇ , que neste sistema de coordenadas tomam a forma 
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Combinando estas equações duas a duas obtém-se 
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2.3.1 Condições fronteira 

Tal como acontecia no caso cartesiano, é necessário garantir que a solução encontrada 

satisfaz as condições fronteira adequadas: tanE  e normB  contínuos, juntamente com 

0== condutorcondutor BE . Isto significa que 0tan == normalHE  junto à superfície 

condutora, ou seja, 

arHEE rz ==== em0000
φ  

2.3.2 Equação de onda em coordenadas cilíndricas 

Antes de se iniciar o estudo dos diferentes modos, é conveniente analisar a forma 

geral das soluções da equação de onda que rege o comportamento das componentes 

longitudinais. 

 

Seja ( )φψ ,r  uma função que satisfaz a equação diferencial 022 =+∇ ψψφ hr , isto é, 

011 2
2

2

2 =+
∂
∂

+







∂
∂

∂
∂ ψ

φ
ψψ h

rr
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Esta é uma equação em derivadas parciais de segunda ordem. Para resolver esta 

equação pode aplicar-se novamente o método da separação das variáveis, ou seja, 

procurar ( )φψ ,r  tal que ( ) ( ) ( )φφψ Φ= rRr, . Substituindo esta expressão na equação 

diferencial anterior, e dividindo tudo por ( ) 2, rr φψ , obtém-se 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )
2

2
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φ

φ
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d
drh
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rdR
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rRd
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r
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d
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rdRr
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d

rR
r

Φ
Φ

−=++⇔

=+
Φ

Φ
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Da observação da equação anterior pode concluir-se que o primeiro membro da 

equação é função de apenas r enquanto o segundo depende só de φ . Para que esta 

equação seja satisfeita para todos os valores de r e de φ  que interessam, é necessário 

que os dois membros sejam iguais a uma constante. Seja essa constante 2
φk . 
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Pode então escrever-se 

( ) ( ) 02
2

2

=Φ+
Φ φ
φ
φ

φk
d

d  

A solução geral desta equação é 

( ) ( ) ( )φφφ φφ kBkA cossin +=Φ  

 

Por causa da simetria cilíndrica do guia considerado, pretende-se que a função ( )φΦ  

seja periódica, com um período igual a π2 , isto é, ( ) ( )φπφ Φ=+Φ 2 . Isto significa 

que 

( ) ( )
( ) ( )πφφ

πφφ

φφφ

φφφ

2coscos
2sinsin

kkk
kkk
+=

+=
 

o que permite concluir que φk  deverá ser inteiro. Seja inteiro, nnk =φ . Então 

( ) ( ) ( )φφφ nBnA cossin +=Φ  

 

Além disso, por conveniente escolha da origem para φ , pode sempre escrever-se  

( ) ( )φφ nB cos=Φ  

onde B é uma constante. 

 

 

Por sua vez, a função ( )rR  é obtida da equação diferencial 

( )
( )

( )
( ) 222

2

22

nrh
dr

rdR
rR

r
dr

rRd
rR

r
=++  

ou ainda 

( ) ( ) ( ) ( ) 0222
2

2
2 =−++ rRnrh

dr
rdRr

dr
rRdr  

 

Esta equação é conhecida como a equação diferencial de Bessel, e tem como solução 

geral 

( ) ( ) ( )hrDNhrCJrR nn +=  

onde nJ  e nN  são as funções de Bessel de 1ª e 2ª espécie, respectivamente. 
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2.3.3 Funções de Bessel 

Funções de Bessel de 1ª espécie 
 
Para n inteiro tem-se 

∑
∞

=
+

+

++Γ
−

=
0

2

2

2)1(!
)1()(

m
mn

mnm

n nmm
xxJ  

onde Γ  é a função gama, a qual satisfaz ( ) ( )nnn Γ=+Γ 1 . Para n inteiro e não 

negativo, pode ainda escrever-se ( ) !1 nn =+Γ , o que implica ( ) 1!01 ==Γ . Além disso, 

para n inteiro e negativo, ( )1+Γ n  toma valores infinitos. 

 
A figura seguinte mostra a variação de nJ  com x para alguns valores de n. 

 
Apresentam-se em seguida algumas propriedades destas funções. 

 

• Para x=0 tem-se (ver expressão da série) 

( )
( ) 100

000
=⇒=
=⇒≠

n

n

Jn
Jn

 

 

• Pode mostrar-se que ( ) ( ) ( )xJxJ n
n

n 1−=−   
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• Estas funções são alternadas, têm amplitude decrescente e anulam-se em pontos 

cada vez mais próximos. 

 

A tabelas seguinte indica a localização dos primeiros zeros de ( )xJ n  para alguns 

valores de n. 

 

zero ( )xJ o  ( )xJ1  ( )xJ 2  ( )xJ 3  

1 2.4048 3.8317 5.1336 6.3802 
2 5.5201 7.0156 8.4172 9.7610 
3 8.6537 10.1735 11.6198 13.0152 
4 11.7915 13.3237 14.7960 16.2235 
5 14.9309 16.4706 17.9598 19.4094 

 

 

 

O cálculo de ( )xJ n' , a derivada de nJ , vai ser necessário para obter as componentes 

transversais de E
r

 e H
r

 num guia circular. É possível calcular a derivada de nJ  à 

custa das expressões de 1−nJ  e 1+nJ : 

( ) ( ) ( )[ ]xJxJxJ nnn 112
1' +− −=  

 

A figura seguinte mostra a variação de ( )xJ n'  com x, para alguns valores de n. 
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A localização dos primeiros zeros de ( )xJ n'  para alguns valores de n está indicada na 

tabela seguinte. 

 

zero ( )xJ o'  ( )xJ 1'  ( )xJ 2'  ( )xJ 3'  

1 3.8317 1.8412 3.0542 4.2012 
2 7.0156 5.3314 6.7061 8.0152 
3 10.1735 8.5363 9.9695 11.3459 
4 13.3237 11.7060 13.1704 14.5858 
5 16.4706 14.8636 16.3475 17.7887 

 

 

 

Funções de Bessel de 2ª espécie 
 

Para n inteiro tem-se 

)sin(
)()cos()(

lim)(
π
π
p

xJpxJ
xN pp

npn
−

→

−
=  

 

NOTA: Uma vez que 

0
0

)sin(
)()1()1()(

)sin(
)()cos()(

=
−−−

=
− −

ππ
π

n
xJxJ

n
xJnxJ n

nn
nnn  

é necessário usar a regra de L’Hopital para calcular o limite anterior. 
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A figura seguinte mostra a dependência de nN  com x para alguns valores de n. 

 

 

Como se pode facilmente verificar, ( )xNn  toma valores infinitos quando x=0. Isto 

significa que quando a região de interesse incluir a origem, a solução não pode 

envolver ( )xNn . No caso dos guias de onda circulares considerados, a região de 

interesse inclui r=0, logo a solução para ( )rR  não pode depender da função nN , mas 

apenas de nJ . Tem-se então 

( ) ( )hrCJrR n=  

 

 

Finalmente, pode escrever-se a solução da equação 022 =+∇ ψψφ hr  como 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )φφφψ nhrJCrRr nn cos, =Φ=  

onde nC  é uma constante a determinar. 

 

Os resultados obtidos podem ser agora utilizados no estudo dos diferentes modos. 

2.3.4 Ondas TEM 

Não se propagam (ver nota apresentada em 1.7). 
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2.3.5 Ondas TM 

Neste caso tem-se 00 =zH . A componente 0
zE  determina-se resolvendo a equação de 

onda  

00202 =+∇ zzr EhEφ  

 

De acordo com o estudado, tem-se 

( ) ( )φnhrJCE nnz cos0 =  

 

As restantes componentes são obtidas de  
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Além disso, da condição fronteira ( ) 0,0 == φarEz  conclui-se que 

( ) 0=haJ n  

o que impõe restrições aos valores de h possíveis. Uma vez conhecido o valor de n, ha 

representa um dos zeros da função nJ . Assim, usando a tabela apresentada 

anteriormente, pode escrever-se 

M

L

L

;1735.10;0156.7;8317.31

;6537.8;5201.5;4048.20

a
h

a
h

a
hn

a
h

a
h

a
hn

===→=

===→=

 

 

Conclui-se então que são precisos 2 índices para indicar qual o modo TM que se está 

a considerar: 

a. um para indicar o valor de n; 
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b. o outro para indicar a que zero (1o, 2o, etc) de ( )haJ n  h corresponde. 

Este índice será designado por p. 

 

Assim, para o modo TMnp tem-se 

a
Jp

hh n
TM np

dezeroésimo−
==  

 

 

A frequência de corte deste modo será 

( )
µεπµεπ a

Jph
f nTM

TMc
np

np 2
dezeroésimo

2
−

==  

 

Da observação da tabela apresentada com zeros de nJ  para diferentes valores de n 

pode concluir-se que o menor zero é 2.4048, para n=0 e p=1. Isto significa que o 

modo TM dominante em guias circulares é o modo TM01, tendo a sua frequência de 

corte o valor 

( )
µεπ a

f TMc 2
4048.2

01
=  

2.3.6 Ondas TE 

Neste caso o campo eléctrico é transversal, isto é, 00 =zE , obtendo-se a componente 

longitudinal do campo magnético a partir de 

00202 =+∇ zzr HhHφ  

 

De acordo com o estudado, tem-se 

( ) ( )φnhrJCH nnz cos0 =  

 

As componentes transversais são obtidas de  
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( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )φωµωµ
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φ
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Da condição fronteira ( ) 0,0 == φφ arE  conclui-se que 

( ) 0' =haJ n  

o que, à semelhança do que acontecia com os modos TM, impõe restrições aos valores 

de h possíveis. Para um dado n, ha representa um dos zeros da função nJ ' . Assim, 
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Também para os modos TE são precisos 2 índices para indicar qual o modo que se 

está a considerar: 

c. um para indicar o valor de n; 

d. o outro, p, para indicar a que zero (1o, 2o, etc) de ( )haJ n'  h 

corresponde. 

 

Assim, para o modo TEnp tem-se 

a
Jp

hh n
TEnp

'dezeroésimo−
==  

 

 

A frequência de corte deste modo será 

( )
µεπµεπ a
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f nTE
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2
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==  

 



 40 

Da observação da tabela apresentada com zeros de nJ '  para diferentes valores de n 

pode concluir-se que o menor zero é 1.8412, para n=1 e p=1. Isto significa que o 

modo TE dominante em guias circulares é o modo TE11, tendo a sua frequência de 

corte o valor 

( )
µεπ a

f TEc 2
8412.1

01
=  

 

 

Como esta frequência de corte tem um valor menor do que a do modo TM01, podemos 

também concluir o modo dominante num guia circular é o modo TE11! 

2.4 Cavidades rectangulares 

Considere-se uma cavidade rectangular, constituída por um guia de onda rectangular 

de largura a, altura b e comprimento d, com as extremidades fechadas por superfícies 

condutoras. 

 
 

b 

y z

x 

d

a  
 

A presença das superfícies condutoras nas extremidades (em z=0 e z=d) origina 

múltiplas reflexões e leva ao aparecimento de uma onda estacionária. Para se estudar 

o campo electromagnético no interior desta cavidade é necessário considerar a 

existência de ondas que se propagam segundo +z e –z. Seja então 

( ) ( ) ( ) zjzj eyxEeyxEzyxE ββ ,,,, ,0,0 −−+ +=
rrr

 

( ) ( ) ( ) zjzj eyxHeyxHzyxH ββ ,,,, ,0,0 −−+ +=
rrr
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onde β  é a constante de fase. As expressões de ( ) ( )yxEyxE ,,, ,0,0 −+
rr

, ( )yxH ,,0 +
r

 e 

( )yxH ,,0 −
r

 dependem do tipo de modo que se está a considerar, de acordo com o 

estudado atrás, e satisfazem já as condições fronteira para as superfícies condutoras 

colocadas em x=0, x=a, y=0 e y=b. Assim, resta apenas garantir que o campo 

electromagnético no interior da cavidade satisfaz também as condições adicionais 

associadas à presença das superfícies condutoras nas extremidades. Como já foi 

referido, as componentes tangencial do campo eléctrico e normal do campo magnético 

deverão também anular-se junto a essas superfícies, isto é, 0tan == normalHE  em z=0 

e z=d. 

 

Considere-se separadamente as ondas TM e as ondas TE. 

2.4.1 Ondas TM 

As expressões para ( )yxE ,,0 +
r

 e ( )yxH ,,0 +
r

 são obtidas da expressão geral para os 

modos TMmn num guia rectangular substituindo γ  por βj , enquanto que ( )yxE ,,0 −
r

 e 

( )yxH ,,0 −
r

 podem ser obtidos da mesma expressão geral substituindo agora γ  por 

βj− . Assim, tem-se 
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= −−+ sinsinsinsin ,0,0  

onde m e n são inteiros tais que 1≥m  e 1≥n , e +
mnE ,0  e −

mnE ,0  são constantes. Esta 

expressão pode ser ainda colocada na forma 
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Do mesmo modo, pode escrever-se para as outras componentes 
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( ) 





















+−= −−+

b
yn

a
xm

a
meEeE

h
jH zj

mn
zj

mny
πππωε ββ sincos,0,02  

onde ( ) ( )222 bnamh ππ += . 

 

No caso das ondas TM, não existe componente do campo magnético normal às 

superfícies condutoras colocadas nas extremidades da cavidade ( 0=zH ), e como tal 

o campo magnético para estas ondas satisfaz naturalmente a condição fronteira. As 

componentes do campo eléctrico segundo x e segundo y são tangenciais a essas 

superfícies condutoras, devendo então anular-se nessa região. Para isso, é necessário 

que 0,0,0 =− −−+ zj
mn

zj
mn eEeE ββ  para z=0 e z=d. Da primeira condição resulta 

imediatamente que 0,0,0 =− −+
mnmn EE , isto é, −+ = mnmn EE ,0,0 . Seja 20,0,0 EEE mnmn == −+ . 

Por outro lado, da segunda condição tem-se 

( ) 0
2

0 =−− djdj ee
E ββ  

Atendendo a que ( ) ( )djee djdj βββ sin2 −=−− , a condição anterior pode ser escrita 

como 

( ) 0sin =dβ  

Para que esta condição seja satisfeita, deverá ter-se πβ pd = , onde p é um número 

inteiro. Isto significa que 

inteiro, p
d
pπβ =  

isto é, a constante de fase para um modo TM no interior do referido guia não pode 

tomar qualquer valor, sendo sempre um múltiplo inteiro de dπ . 

 

Este resultado poderá parecer estranho, uma vez que já se tinha chegado à conclusão 

que num guia de onda a constante de fase ficava definida pela frequência de operação 

e frequência de corte do guia, sendo dada por ( )21 ff c−= µεωβ . Na verdade, 

ambas as expressões são válidas, mas a conjunção das duas implica que apenas as 

ondas electromagnéticas que possuam uma frequência tal que o valor de β  associado 

também satisfaz dpπβ = , para p inteiro, podem existir na cavidade referida. 
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Por outro lado, este resultado implica que seja necessário conhecer-se o valor de p, 

para além dos de m e de n, de forma a definir completamente o modo existente no 

interior da cavidade. Neste caso, o modo existente será o modo TMmnp, caracterizado 

pelas seguintes expressões: 
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onde m, n e p são inteiros e ( ) ( )222 bnamh ππ += . Como já foi referido, para estes 

modos é necessário ter 1≥m  e 1≥n , mas p pode tomar o valor 0. 

 

Frequência de ressonância 
 

Para além da estrutura já referida, uma cavidade ressonante inclui também um sistema 

responsável pela introdução de energia electromagnética no interior da cavidade. 

Quando as ondas que estão a ser acopladas à cavidade possuem uma frequência tal 

que o valor da constante de fase satisfaz dpπβ = , as múltiplas reflexões no interior 

da cavidade estarão associadas a interferência construtiva. Isto significa que essas 

ondas irão adicionar-se, resultando num campo electromagnético de elevada 

amplitude. Pelo contrário, se a frequência for tal que a constante de fase não satisfaça 

a condição anterior, a sobreposição das ondas electromagnéticas resultantes das 

diferentes reflexões irá dar origem a um campo electromagnético nulo. Assim, pode 

considerar-se que a cavidade referida funciona como um dispositivo ressonante: só 

determinadas frequências são permitidas, e essas são consideravelmente amplificadas. 

 

A determinação das frequências de ressonância da cavidade em estudo poderá ser 

feita atendendo a que µεωγ 222 +=h , onde βγ j= . Escrevendo esta equação na 
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forma 22222 βγµεω +=−= hh  e substituindo aqui as expressões para h e β  

( ( ) ( )222 bnamh ππ +=  e dpπβ = ), obtém-se  

2221






+






+






=

d
p

b
n

a
m

mnp
πππ

µε
ω  

ou ainda 

222

2
1
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=

d
p

b
n

a
mf mnp

µε
 

 

O modo permitido com frequência de ressonância mais baixa é habitualmente 

designado por modo dominante. De acordo com o exposto atrás, os valores mais 

baixos de m, n e p são, respectivamente, 1, 1 e 0, o que significa que o modo TM 

dominante de uma cavidade rectangular é o modo TM110, o qual tem uma frequência 

de ressonância dada por 

22110
11

2
1

ba
f +=

µε
 

2.4.2 Ondas TE 

Tal como no caso das ondas TM, as expressões de ( )yxE ,,0 +
r

 e ( )yxH ,,0 +
r

), e de 

( )yxE ,,0 −
r

 e ( )yxH ,,0 −
r

, para os modos TE de uma cavidade rectangular, são obtidas 

da expressão geral para os modos TEmn num guia rectangular, substituindo γ  por βj  

e por βj− , respectivamente. Desta forma obtém-se 
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onde m e n são inteiros (não nulos em simultâneo) e ( ) ( )222 bnamh ππ += . 

 

Também para este tipo de ondas é necessário garantir que as componentes do campo 

eléctrico tangenciais às superfícies condutoras ( xE e yE ), e as do campo magnético 

normais às mesmas ( zH ), se anulam em z=0 e z=d. Assim, deverá ter-se 

0,0,0 =+ −−+ zj
mn

zj
mn eHeH ββ  para z=0 e z=d. A primeira condição leva a que 

+− −= mnmn HH ,0,0 . Seja jHHH mnmn 20,0,0 =−= +− . Substituindo este resultado na segunda 

condição, tem-se 

( ) 0
2

0 =− − djdj ee
j

H ββ  

o que implica que 

( ) 0sin =dβ  

ou ainda, πβ pd = , onde p é um número inteiro. Tal como no caso dos modos TM, a 

constante de fase dos modos TE deverá satisfazer 

inteiro, p
d
pπβ =  

 

Substituindo estes resultados nas expressões das componentes do campo 

electromagnético no interior da cavidade, obtém-se para o modo TEmnp 
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b
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h
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Destas expressões é também possível concluir-se que p não pode tomar o valor 0. 

 

Frequência de ressonância 



 46 

 

A expressão da frequência de ressonância para os modos TEmnp no interior de uma 

cavidade rectangular é a mesma que foi obtida para os modos TMmnp: 

222

2
1







+






+






=

d
p

b
n

a
mf mnp

µε
 

 

Uma vez que se deverá ter 1≥p  e m e n não nulos em simultâneo, a frequência de 

ressonância mais baixa de um modo TE na cavidade considerada será 

22101
11

2
1

da
f +=

µε
 

o que significa que o modo TE dominante é o modo TE101. Na obtenção deste 

resultado admitiu-se, como é habitual, que ba > . 

 

Os resultados anteriores para as frequências de ressonância dos modos TM e TE 

dominantes numa cavidade rectangular estão apresentados na tabela seguinte. 

 

modos 0=m  0=n  0=p  frequência de ressonância mais baixa 

TM não não sim 22110
11

2
1

ba
f +=

µε
 

sim não ( 101011 ff >  para ba > ) 

TE 
não sim 

não 
22101

11
2

1
da

f +=
µε

 

 

Nesta tabela não está representada a frequência de oscilação correspondente ao modo 

TE011 pois esta será superior a 101f  quando ba > . Nesta situação, o modo dominante 

da cavidade será o modo TM110 ou o modo TE101, dependendo da relação entre b e d. 

Assim, o modo dominante será o  

• modo TM110, quando db >  

• modo TE101, quando bd >  
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Por outro lado, quando db = , tem-se 110101 ff = , o que significa que os modos TM110 

e TE101 têm neste caso a mesma frequência de ressonância. Os modos com a mesma 

frequência de ressonância são habitualmente designados modos degenerados. 

2.5 Cavidades circulares 

Considere-se uma cavidade circular, constituída por um guia de onda circular de raio 

a, e comprimento d, com as extremidades fechadas por duas superfícies condutoras. 

 
 z

da

 
 

Tal como acontece nas cavidades rectangulares, as superfícies condutoras nas duas 

extremidades originam múltiplas reflexões e obrigam a considerar a existência de 

ondas que se propagam segundo +z e –z. Seja então 

( ) ( ) ( ) zjzj erEerEzrE ββ φφφ ,,,, ,0,0 −−+ +=
rrr

 

( ) ( ) ( ) zjzj erHerHzrH ββ φφφ ,,,, ,0,0 −−+ +=
rrr

 

Como as expressões de ( ) ( )φφ ,,, ,0,0 rErE −+
rr

, ( )φ,,0 rH +
r

 e ( )φ,,0 rH −
r

 já satisfazem as 

condições fronteira para a superfície condutora lateral (em r=a), é apenas necessário 

garantir que as componentes tangencial do campo eléctrico e normal do campo 

magnético também se anulam junto às restantes superfícies condutoras, isto é, 

0tan == normalHE  em z=0 e z=d. 

 

Considere-se separadamente as ondas TM e as ondas TE. 
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2.5.1 Ondas TM 

As expressões para ( )φ,,0 rE +
r

 e ( )φ,,0 rH +
r

, e para ( )φ,,0 rE −
r

 e ( )φ,,0 rH −
r

, são obtidas 

da expressão geral para os modos TMnp num guia circular, substituindo γ  por βj  e 

βj− , respectivamente. Obtém-se desta forma 

( ) ( ) ( )φββ nhrJeEeEE n
zj

np
zj

npz cos,0,0
−−+ +=  

( ) ( ) ( )φβ ββ nhrJeEeE
h
jE n

zj
np

zj
npr cos',0,0

−−+ −−=  

( ) ( ) ( )φβ ββ
φ nhrJeEeE

rh
njE n

zj
np

zj
np sin,0,02

−−+ −=  

( ) ( ) ( )φωε ββ nhrJeEeE
rh
njH n

zj
np

zj
npr sin,0,02

−−+ +−=  

( ) ( ) ( )φωε ββ
φ nhrJeEeE

h
jH n

zj
np

zj
np cos',0,0

−−+ +−=  

onde n e p são inteiros tais que 0≥n  e 1≥p , e ( ) aJphh nnpTM dezeroésimo−== . 

 

Para as ondas TM, a componente do campo magnético normal às superfícies 

condutoras colocadas nas extremidades da cavidade ( zH ) é nula, satisfazendo 

automaticamente a condição fronteira. As componentes do campo eléctrico 

tangenciais a essas superfícies são as componentes segundo r e segundo φ , as quais se 

deverão anular nessa região. Para isso, é necessário que 0,0,0 =− −−+ zj
np

zj
np eEeE ββ  

para z=0 e z=d. Da primeira condição resulta imediatamente que 0,0,0 =− −+
npnp EE , isto 

é, −+ = npnp EE ,0,0 . Seja 20,0,0 EEE npnp == −+ . Por outro lado, da segunda condição tem-

se 

( ) 0
2

0 =−− djdj ee
E ββ  

ou ainda 

( ) 0sin =dβ  

A equação anterior implica que πβ qd = , onde q é um número inteiro. Isto significa 

que 

inteiro, q
d

qπβ =  
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Substituindo estes resultados nas expressões do campo electromagnético no interior 

da cavidade, obtém-se para o modo TMnpq 

 

( ) ( ) 





=

d
zqnhrJEE nz

π
φ coscos0  

( ) ( ) 













−=

d
zqnhrJ

d
qE

h
E nr

π
φπ sincos'1

0  

( ) ( ) 













=

d
zqnhrJ

d
qE

rh
nE n

π
φπ

φ sinsin02  

( ) ( ) 





−=

d
zqnhrJE

rh
njH nr

π
φ

ωε cossin02  

( ) ( ) 





−=

d
zqnhrJE

h
jH n

π
φωε

φ coscos'0  

 

A observação destas expressões permite concluir que q pode tomar o valor 0. 

 
 

Frequência de ressonância 
 

A frequência de ressonância dos modos TMnpq pode ser facilmente calculada 

atendendo a que 22222 βµεωγµεω −=+=h  e dqπβ = , obtendo-se 

221






+





=

d
qh

npTMnpqTM
π

µε
ω  

 

onde ( ) aJph nnpTM dezeroésimo−= . 

 

O menor zero de nJ  tem o valor 2.4048, e corresponde ao primeiro zero da função 0J  

(n=0 e p=1). Como q pode tomar o valor nulo, então o modo TM dominante numa 

cavidade circular será o modo TM010, o qual tem uma frequência de ressonância dada 

por  

µε
ω

a
TM

4048.2
010

=  
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2.5.2 Ondas TE 

Tal como no caso das ondas TM, podem obter-se as expressões para ( )φ,,0 rE +
r

 e 

( )φ,,0 rH +
r

, e para ( )φ,,0 rE −
r

 e ( )φ,,0 rH −
r

, dos modos TE numa cavidade circular a 

partir da expressão geral para os modos TEnp num guia circular, substituindo γ  por 

βj  e βj− , respectivamente. Procedendo desta forma, chega-se a 

( ) ( ) ( )φββ nhrJeHeHH n
zj

np
zj

npz cos,0,0
−−+ +=  

( ) ( ) ( )φωµ ββ nhrJeHeH
rh
njE n

zj
np

zj
npr sin,0,02

−−+ +=  

( ) ( ) ( )φωµ ββ
φ nhrJeHeH

h
jE n

zj
np

zj
np cos',0,0

−−+ +=  

( ) ( ) ( )φβ ββ nhrJeHeH
h
jH n

zj
np

zj
npr cos',0,0

−−+ −−=  

( ) ( ) ( )φβ ββ
φ nhrJeHeH

rh
njH n

zj
np

zj
np sin,0,02

−−+ −−=  

 

onde, mais uma vez, n e p são inteiros tais que 0≥n  e 1≥p , e neste caso 

( ) aJphh nnpTE 'dezeroésimo−== . 

 

Também para os modos TE se deverá garantir que as componentes do campo eléctrico 

segundo r e segundo φ , e a componente do campo magnético segundo z, se anulam 

junto às superfícies condutoras colocadas nas extremidades. Para isso, é necessário 

que 0,0,0 =+ −−+ zj
np

zj
np eHeH ββ  para z=0 e z=d. Da primeira condição resulta 

imediatamente que 0,0,0 =+ −+
npnp HH , isto é, +− −= npnp HH ,0,0 . Seja 

jHHH npnp 20,0,0 −== −+ . Por outro lado, da segunda condição tem-se 

( ) 0
2

0 =− − djdj ee
j

H ββ  

o que é equivalente a 

( ) 0sin =dβ  

Mais uma vez, esta equação implica que πβ qd = , onde q é um número inteiro, isto é 

inteiro, q
d

qπβ =  
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Substituindo estes resultados nas expressões do campo electromagnético no interior 

da cavidade, obtém-se para o modo TEnpq 

( ) ( ) 
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A observação destas expressões permite concluir que q não pode tomar o valor 0. 

 

Frequência de ressonância 
 

A frequência de ressonância dos modos TEnpq é obtida da mesma forma que a dos 

modos TMnpq, sendo neste caso dada por 

221






+





=

d
qh

npTEnpqTE
π

µε
ω  

 

onde ( ) aJph nnpTE 'dezeroésimo−= . 

 

O menor zero de nJ '  tem o valor 1.8412, e corresponde ao primeiro zero da função 

1'J  (n=1 e p=1). Como q não pode tomar o valor nulo, então o modo TE dominante 

numa cavidade circular será o modo TE111, o qual tem uma frequência de ressonância 

dada por  

22

010

8412.11






+






=

daTE
π

µε
ω  
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3 Guias dieléctricos 

É possível obter guias de onda não limitados por superfícies condutoras. 

Efectivamente, verifica-se que um dispositivo constituído por um material dieléctrico 

com índice de refracção superior ao do meio que o rodeia é capaz de conduzir ondas 

electromagnéticas. O princípio de funcionamento destes guias baseia-se no fenómeno 

de reflexão interna total, o qual foi estudado no capítulo dedicado às ondas 

electromagnéticas. 

 

O método usado no estudo de guias dieléctricos será o habitual: determinação das 

componentes longitudinais dos campos através da resolução das equações de onda 

apropriadas, e posterior determinação das componentes transversais dos campos. No 

entanto, como estes guias não estão limitados por superfícies condutoras, as 

condições fronteira a usar vão ser diferentes. Em particular, neste caso as densidades 

superficiais de carga e de corrente são nulas, o que significa que se deverá ter 

contínua
contínua
contínua

contínua

tan

tan

H
D
B
E

normal

normal  

nas interfaces entre os diferentes materiais existentes. 

 

O estudo de guias dieléctricos irá começar com os guias dieléctricos planares, os quais 

são mais fáceis de analisar por causa da sua geometria simples. Em seguida, usando 

os conceitos apresentados para guias planares, serão analisados os princípios de 

funcionamento das fibras ópticas. 

3.1 Guias dieléctricos planares 

Considere-se o guia dieléctrico planar de largura W, altura b e comprimento infinito 

representado na figura seguinte. O guia é constituído por um material dieléctrico de 
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índice de refracção 1n , o qual está rodeado por um outro material dieléctrico de índice 

de refracção 2n  ( 21 nn > ) que se estende até ao infinito. Para simplificar, admite-se 

que os materiais não são magnéticos, o que significa que 1,1 rn ε=  e 2,2 rn ε= . 

 

W

z

y

x 

b

  
2n  

 1n  

 2n  

 
 

 

Admite-se que os materiais dieléctricos não têm perdas e, além disso, que a largura do 

guia é muito maior do que a sua altura, isto é, bW >> , o que permite desprezar os 

efeitos de bordas e a variação dos campos segundo a direcção do eixo do x 

( 0=∂∂ x ). 

 

Como estes guias não estão limitados por superfícies metálicas, as ondas 

electromagnéticas não serão nulas no espaço que rodeia o dieléctrico central, sendo 

por isso necessário resolver as equações de onda que permitem determinar as 

componentes longitudinais dos campos nos dois meios considerados. Como estas 

componentes são paralelas às interfaces existentes, deve também garantir-se que a 

continuidade das soluções encontradas seja satisfeita nessas interfaces. 

 

As equações a resolver neste caso são então 

• para 
2
by ≤ : 
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• para by > : 
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+= n

c
h ωγ  

3.1.1 Equação de onda em guias dieléctricos planares 

Também neste caso é conveniente analisar a forma geral das soluções das equações de 

onda que regem o comportamento das componentes longitudinais. 

 

Seja ( )yψ  uma função que satisfaz a equação diferencial 

02
2

2

=+ ψψ h
dy
d   onde  









>

≤
=

2
,

2
,

2
2

2
1

2

byh

byh
h  

 

Dependendo do valor de h, as soluções da equação anterior podem exibir dois 

comportamentos bem diferentes. Efectivamente, se 02 >h , o que corresponde a h 

real, a solução geral da equação anterior é do tipo 

( ) ( )hyBhyA cossin +=ψ , 

variando periodicamente com y, enquanto que para 02 <h , ou seja, h imaginário, a 

solução geral será 
yy DeCe ννψ +− +=  

onde νjh = . Esta última expressão mostra que neste caso a função ( )yψ  varia 

exponencialmente com y. 

 

Os resultados anteriores podem ser usados para definir a região de funcionamento do 

guia de onda. Na verdade, para que o dispositivo considerado seja capaz de “guiar” 
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uma onda electromagnética, é necessário que os campos que constituem essa onda não 

variem periodicamente no dieléctrico exterior, mas que as suas amplitudes diminuam 

à medida que a distância ao dieléctrico central aumenta. Para que ( )yψ  exiba esse 

comportamento é então necessário que 2h  seja imaginário. Seja νjh =2 . Além disso, 

no dieléctrico central não se pretende que as amplitudes dos campos variem 

exponencialmente, mas sim harmonicamente, o que é possível desde que 1h  seja real! 

As definições de 1h  e νjh =2 , 
















−−=







+=

2

2
22

2

1
22

1

n
c

n
c

h

ωγν

ωγ
, 

permitem relacionar os valores de 1h  e ν : 

( ) 2
1

2
2

2
1

2

hnn
c

−−





=
ων . 

 

Além disso, para ondas em propagação, tem-se βγ j= , isto é, 22 βγ −= , e logo 

2
2

2
2

1

2

1 νωωβ +





=−






= n

c
hn

c
 

o que significa que a constante de fase de um modo em propagação estará sempre 

compreendida entre dois valores: 

21 n
c

n
c

ωβω
>>  

 

Estes dois valores correspondem às constantes de fase de uma onda plana que se 

propague em meios ilimitados de índices de refracção 1n  e 2n , respectivamente. Da 

equação anterior, é também possível concluir que a existência de um modo em 

propagação exige que 21 nn > , facto que está relacionado com o fenómeno de 

reflexão interna total. 
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Usando os resultados anteriores, e tendo em atenção que ( )yψ  não pode tomar 

valores infinitos nas regiões de interesse, pode escrever-se 

( ) ( ) ( )
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Como esta função representa 0
zE  (modos TM) ou 0

zH  (modos TE), deve ainda 

garantir-se que ( )yψ  é uma função contínua em 2by ±= . Isso significa que 
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ou seja, 
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Substituindo este resultado na expressão de ( )yψ  leva a  

( ) ( ) ( )
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11
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bye
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B
bh
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y
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by

ν

ν

ψ  

 

 

A expressão obtida para ( )yψ  não é muito simples. Por essa razão, é habitual 

distinguir os modos dos guias de onda planares de acordo com a paridade da 

componente longitudinal dos campos. Assim, os modos pares serão aqueles para os 
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quais a função ( )yψ  é par, isto é, para os modos pares a componente longitudinal em 

causa ( 0
zE  ou 0

zH ) é dada pela expressão anterior quando A=0: 

( ) ( )
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,
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Da mesma forma, aos modos ímpares corresponderá a função ( )yψ  com B=0: 

( ) ( )
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,
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ν
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Os resultados obtidos podem ser agora utilizados no estudo dos diferentes modos. 

3.1.2 Ondas TM 

3.1.2.1 Modos TM pares 

Neste caso tem-se 00 =zH  sendo parzE ψ=0 . As restantes componentes são obtidas de 

000

0

2
0

0

2
0

==

∂
∂

−=

∂
∂

=

yx

z
y

z
x

HE
y

E
h

E

y
E

h
jH

γ

ωε

 

ou seja, 
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Na determinação destas expressões foi usado βγ j=  e 22
2 ν−=h . Apesar desta 

solução obedecer já à continuidade da componente longitudinal do campo eléctrico, 

não se garantiu ainda que as outras componentes satisfaziam as restantes condições 

fronteira aplicáveis. Em particular, uma vez que 0
xH  corresponde a uma componente 

do campo magnético paralela às interfaces, e nestas não existe nenhuma corrente 

superficial, é necessário garantir também a sua continuidade. Isto significa que se 

deverá ter 
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−

2
cos

2
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1 bhBjbhB
h

j
ν
ωεωε  

ou ainda 

















−=

2
cot 1
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1

2
1

bh
n
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Combinando este resultado com a expressão ( ) ( ) 2
1

2
2

2
1

2 hnnc −−= ων  obtida atrás, é 

possível escrever 
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Esta equação, conhecida como equação característica, pode ser usada para 

determinar o valor de 1h  para um determinado guia e para uma determinada 

frequência. Infelizmente, esta equação é não linear, e a sua resolução não é imediata, 

exigindo o uso de métodos numéricos. Para ilustrar este facto, considere-se a equação 

( )BxxxA cot22 −=− , a qual é formalmente idêntica à equação anterior. Na figura 

seguinte estão representadas as funções 22 xA −  e  ( )Bxx cot− : 

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
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-10

0
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50

 

Obviamente, as soluções da equação 22 xA − = ( )Bxx cot−  correspondem aos 

pontos de intersecção das duas curvas representadas. Da observação desta figura, é 

fácil verificar que esses pontos de intersecção são em número finito e que dependem 

dos valores de 2A  e B . Assim, pode concluir-se que, ao contrário do que acontecia 

com guias metálicos, os valores característicos ( 1h ) em guias dieléctricos planares 

• são em número finito (correspondendo cada valor a um modo que se pode 

propagar no guia à frequência considerada); 

• dependem da frequência de operação (o valor 2A  na figura acima é 

proporcional à frequência de operação ω ). 
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Sendo conhecido o valor de 1h , pode calcular-se ν  a partir de 

( ) ( ) 2
1

2
2

2
1

2 hnnc −−= ων , o que permite determinar as expressões dos campos da 

onda electromagnética. 

 

EXEMPLO 

Considere-se um guia dieléctrico planar constituído por um material de índice de 

refracção 21 =n  e altura 2 cm, colocado no ar ( 12 =n ). Este guia opera a 25 GHz. 

Neste caso, os valores característicos são obtidos resolvendo a equação 

( ) ( )11
2

1

2

01.0cot
3

5004 hhh −=−
π  

 

Os dois membros desta equação estão representados na figura seguinte. 

 

 

Da observação desta figura pode concluir-se que para este caso existem 3 modos 

possíveis, com valores característicos 

2.871
22.606
25.305
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=
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Os coeficientes de decaimento exponencial do campo no ar são, respectivamente, 
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98.251
51.674
98.853

3

2

1

=
=
=

ν
ν
ν

 

 

É interessante verificar que à medida que a ordem do modo aumenta, 1h  aumenta e 

ν  diminui, o que significa que modos de ordem mais elevada decaem menos no 

exterior, ou seja, estão menos confinados ao guia. Esta variação de BEz
0  (perfil 

normalizado) para os três modos referidos está ilustrada nas figuras seguintes. 
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O perfil de cada modo em guias dieléctricos depende da frequência de operação. Na 

figura seguinte está representado o perfil normalizado ( BEz
0 ) do primeiro modo 

referido para três frequências diferentes: 8 GHz, 25 GHz e 100GHz. 

TMpar,1 

25.3051,1 =h  

98.8531 =ν  

TMpar,2 

22.6062,1 =h  

51.6742 =ν  

TMpar,3 

2.8713,1 =h  

98.2513 =ν  
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Da observação desta figura pode verificar-se que à medida que f diminui, o valor de 

ν  também diminui, ficando a onda menos confinada ao guia. Para frequências de 

operação suficientemente pequenas ν  anula-se, ou seja, a onda deixa de ser guiada 

pelo guia. A frequência f a que isto acontece é a frequência de corte. 

 

 

Determinação da frequência de corte 

 

Como se verificou no exemplo anterior, quando ν =0, as ondas já não estão 

confinadas ao guia de onda. A condição de corte será então  

0=ν  

 

TMpar,1 

GHz8=f  

03.2641,1 =h  

45.1201 =ν  

TMpar,1 

GHz25=f  

25.3051,1 =h  

98.8531 =ν  

TMpar,1 

GHz100=f  

3121,1 =h  

16.36141 =ν  
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Usando as definições de ν  e 1h , pode então escrever-se, para a situação de corte 

2

2
2

2

2
22 0 






−=⇔=






−−= n

c
n

c
ωγωγν  

( ) 2
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2
11

2
2

2
1

22

1
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1 nn
c

hnn
c

n
c
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+=

ωωωγ  

 

Por outro lado, quando ν =0, tem-se 

0
2

cot0
2

cot 11

2

1

2
1 =






−⇔=
















−=

bhbh
n
n

hν  

 

o que significa que, no corte, 

K,2,1,
2
1

22

2
2

2
11 =






 −=

−
= nn

c
nnbbh

π
ω

 

 

Resolvendo a equação anterior em ordem a ω , e atendendo a que fπω 2= , chega-se 

à expressão da frequência de corte dos modos TM pares 

( ) K,2,1,2
1

2
2

2
1

=
−







 −

= n
nnb

cn
f parTMc  

 

É interessante verificar que a frequência de corte aumenta com a diminuição da 

largura do guia. Isto significa, para a mesma frequência de operação, se propagam 

menos modos num guia mais estreito. 

 

A frequência de corte mais baixa é obtida para n=1, tendo o valor 

( )
2
2

2
1

1,
2 nnb

cf nparTMc
−

==  

 

 

No exemplo analisado atrás, 21 =n , 12 =n  e cm2=b . Para este caso, 
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( ) ( )GHz15
3

2
1

×






 −

=
n

f parTMc  

tendo as frequências de corte dos diversos modos TM pares os valores 

( ) GHz33.41, ==nparTMcf  

( ) GHz99.122, ==nparTMcf  

( ) GHz65.213, ==nparTMcf  

( ) GHz31.304, ==nparTMcf  

 

Neste exemplo, f=25 GHz, o que significa que apenas 3 modos TMpar se podem 

propagar. 

 

 

O estudo realizado até agora sobre guias dieléctricos diz respeito apenas a modos TM 

pares. O procedimento a usar nos outros modos é análogo. 

3.1.2.2 Modos TM ímpares 

Neste caso tem-se 00 =zH , e ímparzE ψ=0 . As componentes não nulas dos campos 

eléctrico e magnético são dadas por 
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onde βγ j=  e 2
2

2
2

1

2

1 νωωβ +





=−






= n

c
hn

c
. 

 

As expressões anteriores já satisfazem a continuidade da componente longitudinal do 

campo eléctrico. No entanto, para que as restantes condições fronteira sejam 

satisfeitas, é necessário que a componente tangencial do campo magnético ( 0
xH ) seja 

contínua também na interface entre os dois dieléctricos, isto é em 2by ±= . Usando 

os resultados anteriores para os valores de y considerados, é então possível escrever 







=








2
sin

2
cos 121

1

1 bhAjbhA
h

j
ν
ωεωε  

Esta expressão pode ser simplificada, tomando a forma 







=

2
tan 1

1
1

2 bhh
ε
ε

ν  

ou ainda 

( ) 





=−−








2
tan 1

1
1

22
1

2
2

2
1

2 bh
hhnn

c ε
εω  

 

Esta é a equação característica dos modos TM ímpares, e tal como acontecia com 

os modos TM pares, requer o uso de métodos numéricos para a sua resolução. Esta 

equação permite determinar as frequências de corte dos diversos modos TMímpar, e 

também os valores de 21 , hh  e γ  para uma dada frequência de operação. Também 

neste caso se verifica que os modos permitidos são em número finito, e que o valor 

dos parâmetros característicos depende da frequência de operação. 
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Para exemplificar os resultados obtidos, considere-se novamente o exemplo 

analisado. A equação característica toma neste caso a forma 

( )11
2

1

42

01.0tan
4
1

3
1025 hhh =−

×π  

Resolvendo esta equação, obtêm-se os seguintes valores possíveis para 1h  (e 

correspondentes valores para ν ): 

7.5091.750
5.7838.456
9.8938.152

33,1

22,1

11,1

==
==
==

ν
ν
ν

h
h
h
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É também interessante comparar, para estes modos, as funções 0
zE  de um dado modo 

correspondentes a valores diferentes da frequência f. As figuras seguintes mostram a 

amplitude normalizada do campo eléctrico longitudinal ( AEz
0 ) do modo TMímpar,1 

para as frequências de operação 8 GHz, 25 GHz e 100 GHz. 

 

 

 

 

 

 

TMímpar,1 
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Como seria de esperar, também neste caso se verifica que à medida que f aumenta, a 

taxa de decaimento no exterior aumenta, o que significa que a onda está mais 

confinada no interior do guia. 

 

 

Frequência de corte 

 

Para estes modos, a condição de corte 0=ν  traduz-se em 

0
2

tan 1
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1

2 =





 bhh

ε
ε  

ou seja, 

( ) ( )
K,2,1,211

2 1
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−
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b
nhnbh ππ  

Como 2
2

2
11 nn

c
h −=

ω , tem-se então 

( ) ( )
K,2,1,1

2
2

2
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=
−

−
= n

nnb
cnf ímparTMc  

A frequência de corte mais baixa é obtida para n=1, e tem o valor 0! Isto significa que 

o modo TMímpar,1 está sempre presente, independentemente da frequência e da largura 

b do guia. 
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GHz25=f  

8.1521,1 =h  
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3.1.3 Ondas TE 

3.1.3.1 Modos TE pares 

Neste caso tem-se 00 =zE , e parzH ψ=0 , sendo as componentes não nulas dos campos 

eléctrico e magnético dadas por 
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onde βγ j=  e 2
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c
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c
. 

 

As expressões anteriores já satisfazem a continuidade da componente longitudinal do 

campo magnético. No entanto, é ainda necessário que a componente tangencial do 

campo eléctrico ( 0
xE ) seja também contínua em 2by ±= . Das expressões anteriores 

resulta 
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ou ainda 
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Usando a definição de ν , pode finalmente escrever-se a equação característica dos 

modos TE pares de um guia dieléctrico planar como 

( ) 
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Frequência de corte 

 

A partir da equação característica anterior e da condição de corte ( 0=ν ), é possível 

escrever, para o corte 
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2
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2
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2
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−= nnbhbhbhh πν  

ou ainda 
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2
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= n
nnb
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f parTEc  

 

É interessante verificar que esta expressão é igual à obtida para modos TM pares. O 

modo TEpar com frequência de corte mais baixa é o modo TEpar,1, o qual tem uma 

frequência de corte dada por ( )
2
2

2
1

1,
2 nnb

cf parTEc
−

= . 

3.1.3.2 Modos TE ímpares 

Neste caso tem-se 00 =zE , e ímparzH ψ=0 , sendo as componentes não nulas dos 

campos eléctrico e magnético dadas por 
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onde βγ j=  e 2
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c
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c
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Tal como acontecia com os modos TE pares, para satisfazer todas as condições 

fronteira, é necessário garantir que a componente tangencial do campo eléctrico ( 0
xE ) 

seja contínua em 2by ±= : 
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2
sin

2
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jbhA

h
j

ν
ωµωµ

 

isto é 







=

2
tan 1

1
bhhν  

 

Esta relação permite escrever a equação característica dos modos TE ímpares de 

um guia dieléctrico planar: 
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Frequência de corte 

 

Usando a expressão anterior é possível escrever, para o corte, 

( ) K,2,1,1
2

0
2

tan0
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tan 111
1 =−=⇔=
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= nnbhbhbhh πν  

ou ainda 

( ) ( )
K,2,1,1

2
2

2
1

=
−

−
= n

nnb
cnf ímparTEc  

Esta expressão é idêntica à obtida para modos TM ímpares. Exactamente como 

acontecia com esses modos, o modo TEímpar com frequência de corte mais baixa (n=1) 

tem frequência de corte nula, o que significa que estará sempre presente, 

independentemente da frequência de operação e da largura do guia. 

 

Para o guia considerado no exemplo anterior, e para f=25 GHz, os valores de 1h  e de 

ν  possíveis são 

 Modos TEpar 

3715.827
1.7125.561
8.8615.282

33,1

22,1

11,1

==
==
==

ν
ν
ν

h
h
h

 

 Modos TEímpar 

5.5796.697
3.8027.422
8.8954.141

33,1

22,1

11,1

==
==
==

ν
ν
ν

h
h
h

 

Nas figuras seguintes estão representados os perfis normalizados do campo eléctrico, 

( )BjEx 0
0 ωµ , para os dois primeiros modos TEpar e TEímpar e para a frequência 

considerada. 
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As equações características e as frequências de corte dos diversos modos de um guia 

dielétrico planar estão indicadas na tabela seguinte. 

 

K,2,1=n  
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CARACTERTÍSTICA FREQUÊNCIA DE CORTE 
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Funcionamento do guia em “monomodo” 

 

Da observação da tabela anterior é imediato verificar que para n=1 se tem 

( ) 0=ímparcf . Isto significa que os modos TEimpar,1 e TMimpar,1 estarão presentes para 

qualquer frequência de operação e espessura do guia. Por esta razão, os guias 

dieléctricos planares nunca poderão funcionar verdadeiramente em regime 

monomodo. No entanto, em muitos casos é vantajoso operar o guia de tal forma que 

apenas estes dois modos se propaguem. Se a frequência de operação for fixa, é então 

necessário escolher um guia suficientemente fino para que a frequência de corte 

imediatamente seguinte seja superior à frequência de operação. Essa frequência de 

corte corresponde à dos modos pares com n=1, e tem o valor 

( ) ( )2
2

2
11, 2 nnbcf parc −= . A espessura do guia e escolher nestas condições deverá 

ser tal que ( ) ff parc <1, , ou seja 

2
2

2
12 nnf
cb
−

<  

3.2 Guias dieléctricos e reflexão interna total 

A propagação de ondas electromagnéticas em guias dieléctricos planares pode ser 

parcialmente estudada recorrendo à óptica geométrica. De acordo com o fomalismo 

correspondente, deverá ser associado a cada modo do guia um conjunto de raios 

(vectores que indicam a direcção de propagação de uma onda plana) que fazem um 

determinado ângulo com o eixo dos z. 

 

Considere-se a incidência de uma onda plana no guia dieléctrico planar representado 

na figura seguinte. 
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n1

n2

n2

 iθ  
 θ   φ  

b
z 

ar 

 
 

 
De acordo com a lei de Snell da refracção, o ângulo θ  que a direcção de propagação 

desta onda faz com o eixo dos z no interior do dieléctrico depende do ângulo de 

incidência iθ  e do índice de refracção do meio 1, e é dado por 

( ) ( )
1

sin
sin

n
iθθ =  

A expressão anterior admite que 1ar ≅n . Ao propagar-se no interior do guia, esta onda 

incide na interface entre os dois materiais dieléctricos. O ângulo desta incidência é 

θφ −= 090 , e está relacionado com o ângulo iθ  por ( ) ( ) 1sincos niθφ = . O ângulo de 

transmissão no meio 2 é novamente calculado usando a lei de Snell, e é dado por 

( ) ( ) 21 sinsin nnt φθ = . Para que esta onda plana seja totalmente reflectida na interface 

entre os dois materiais dieléctricos é necessário que 21 nn > , e que o ângulo φ seja 

menor ou igual do que o ângulo crítico cφ , o qual é dado por 









= −

1

21sin
n
n

cφ  

 

Nestas condições, nada será transmitido para o meio 2, e a onda irá propagar-se ao 

longo do guia. Deve no entanto ser referido que isso não significa que os campos 

eléctrico e magnético no meio 2 sejam nulos. Na verdade, os fasores dos campos 

eléctrico e magnético neste meio são proporcionais a ( )rkj rr
⋅− 2exp , onde o vector de 

onda 2k
r

 tem a direcção de propagação da onda e cnk 2222 ωεµω ==
r

. De acordo 

com a definição do ângulo tθ  (ângulo que a direcção de propagação faz com a normal 

à interface), tem-se ( ) ( ) ( )[ ]zycnk tt ˆsinˆcos22 θθω +=
r

. Na situação de reflexão interna 

total, isto é, para cφφ > , verifica-se que ( ) 1sin >tθ  e ( ) ( )tt θθ 2sin1cos −±=  torna-
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se imaginário. É também importante mencionar que para garantir o decaimento 

exponencial associado aos campos evanescentes presentes nesta situação, deve ser 

escolhido o sinal negativo na expressão de ( )tθcos , podendo escrever-se 

( ) ( ) 2
2
2

22
1 sincos nnnjt −−= θθ . Efectivamente, escolhendo a raiz associada ao sinal 

negativo e simplificando o resultado, pode mostrar-se que os campos eléctrico e 

magnético no meio 2 são proporcionais a 

( ) ( ) 



−



 −− zn

c
jynn

c
φωφω sinexpsinexp 1

2
2

22
1  

 

o que significa que a amplitude da onda decresce exponencialmente com y. É 

interessante notar que este foi o resultado obtido quando se estudaram estes campos 

recorrendo às equações de Maxwell. 

Do que foi dito atrás, pode então concluir-se que para que uma onda seja guiada é 

necessário que cφφ ≥ , isto é, ( ) ( ) 12sinsin nnc =≥ φφ . Isto significa que 

( )
2

1

21cos 







−≤

n
n

φ . Este resultado impõe restrições ao valor de iθ  permitido, o qual 

deverá satisfazer 

( ) 2
2

2
1sin nni −≤θ  

 

A quantidade 2
2

2
1 nn −  é conhecida como abertura numérica, e é habitualmente 

representada como NA. O ângulo de incidência máximo, conhecido como ângulo de 

aceitação, é então dado por 

( ) ( )NAnnA
12

2
2
1

1 sinsin −− =−=θ  

3.2.1 Modos permitidos 

É importante referir que nem todas as ondas planas que incidem no guia com um 

ângulo menor do que o ângulo de aceitação correspondem a ondas que efectivamente 

se irão propagar ao longo do guia. Na verdade, o fenómeno de interferência 

(construtiva ou destrutiva) entre os diferentes raios sucessivamente reflectidos nas 
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interfaces deverá ser considerado. Considere-se o percurso típico de uma onda plana 

neste guia de onda. Na figura seguinte, a direcção de propagação da onda considerada 

está representada a preto (traço contínuo), enquanto as frentes de onda 

correspondentes aos raios ascendentes estão desenhadas a vermelho (tracejado). 

 

n1 

n2 

b
z 

A 

B 

C 

φ

 

Nesta figura, os pontos A e C foram escolhidos de forma a pertencerem à mesma 

frente de onda, o que implica que a diferença de fase entre eles é igual a um múltiplo 

inteiro de π2 . O raio que passa por A dirige-se para B, sofre uma reflexão, dirige-se 

para C e sofre nova reflexão. Para que a interferência entre os raios representados seja 

construtiva, é então necessário que a diferença de fase entre os pontos A e C seja um 

múltiplo inteiro de π2 . 

 

Seja rδ  a variação de fase sofrida pelos raios em cada reflexão. O valor de rδ  é 

obtido das leis de Fresnel. No caso de modos TM, o campo magnético é transversal 

(só tem componente segundo x), e o campo eléctrico tem componentes segundo y e z, 

isto é, a sua polarização é paralela ao plano de incidência. Para os modos TE, só existe 

componente do campo eléctrico segundo x, o que significa que a polarização destes 

modos é perpendicular ao plano de incidência. Assim, tem-se TEΓ=Γ⊥  e TMΓ=Γ|| , 

ou seja,  

( ) ( )
( ) ( )t

t
TE θηφη

θηφη
coscos
coscos

12

12

+
−

=Γ  

( ) ( )
( ) ( )φηφη

φηφη
coscos
coscos

12

12

+
−

=Γ
t

t
TM  

 

Para meios não magnéticos e na situação de reflexão interna total é ainda possível 

escrever as expressões anteriores na forma 
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( ) ( )
( ) ( ) 2

2
22

11

2
2

22
11

sincos

sincos

nnjn

nnjn
TE

−−

−+
=Γ

φφ

φφ
 

( ) ( )
( ) ( ) 2

2
22

11
2
2

2
2

22
11

2
2
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sincos

nnjnn

nnjnn
TM

−−

−−−
=Γ

φφ
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o que significa que o coeficiente de reflexão se torna um número de complexo, de 

valor absoluto igual a 1 e fase igual a rδ . A partir das expressões anteriores pode 

concluir-se que rδ  é dado por 

( )
( ) 












 −
= −

φ
φ

δ
cos

sin
tan2

1

2
2

22
11

, n
nn

TEr  

( )
( ) 












 −
+= −

φ
φ

πδ
cos

sin
tan2 2

2

2
2

22
111

, n
nnn

TMr  

 

Por outro lado, a fase do raio em C é dada por 

rBCrABAC δδδδδδ ++++=  

onde Aδ  é a fase em A e ABAB lk1−=δ  e BCBC lk1−=δ  representam a fase adquirida 

pela onda no deslocamento de A para B e de B para C, respectivamente, cnk 11 ω=  e 

ABl  e BCl  são as distâncias percorridas nesses deslocamentos. Para que a interferência 

seja construtiva é então necessário que 

( ) πδ nllk rBCAB 221 =++−  

 

Da observação da figura pode verificar-se que ( )φcosBClb = , ou seja, ( )φcosblBC = . 

Além disso, ( ) ( ) ( ) ( )φφφφ cos2cos2cos290sin 0 blll BCBCAB ==−= . Substituindo este 

resultado na equação acima, resulta em 

( ) inteiro,22cos2 1 nnbk r πδφ =+−  
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Esta é uma equação não linear que pode ser resolvida para obter os valores possíveis 

para o ângulo φ , e cujas soluções correspondem aos modos possíveis num guia de 

onda planar. 

3.2.2 Índice de refracção gradual 

O estudo dos guias de onda planares mostrou que os diferentes modos se propagam a 

diferentes velocidades. Este fenómeno pode ser facilmente compreendido usando a 

óptica geométrica. A figura seguinte mostra o percurso de dois raios num guia de 

onda planar constituído por dois materiais dieléctricos de índices de refracção 1n  

(núcleo) e 2n (bainha). 

 

n1

y

n 

n2

n2

n1 n2

 

Neste caso o índice de refracção do núcleo é constante, o que significa que todos os 

raios se propagam à mesma velocidade (a velocidade de propagação é inversamente 

proporcional ao índice de refracção). Assim, como os raios que fazem um ângulo 

maior com a direcção do eixo dos z percorrem distâncias maiores, demorarão mais 

tempo a atravessar um dado comprimento do guia. O facto de os diferentes modos se 

propagarem a diferentes velocidades origina problemas, especialmente quando 

distâncias longas estão envolvidas. Para solucionar esses problemas, podem ser 

utilizados guias de onda com índice de refracção gradual. Nestes guias, o índice de 

refracção varia com a posição transversal. Considere-se a situação ilustrada na figura 

seguinte. 
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y
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n2

n2

n1 n2

 
 

Neste caso, o índice de refracção é máximo no eixo do guia, decrescendo depois à 

medida que a bainha se torna mais próxima. Isto significa que a velocidade dos raios 

será mais elevada junto à bainha, e menor no centro do guia. Desta forma, os raios que 

percorrem distâncias mais elevadas (a preto na figura) têm uma velocidade média 

maior, enquanto que os outros viajam perto do centro, percorrendo distâncias menores 

a uma velocidade menor também. Consegue-se assim tornar mais próximos os tempos 

de propagação dos diferentes raios. 

3.3 Guias dieléctricos circulares – Fibras ópticas 

Uma fibra óptica é um guia dieléctrico circular constituído por um núcleo e uma 

bainha com índice de refracção menor do que o do núcleo. Considere-se a fibra óptica 

representada na figura seguinte. 

z

n1
a

n2
 

 

Sejam 1n  e 2n  os índices de refracção do núcleo e da bainha, respectivamente, e a o 

raio do núcleo. Para simplificar a análise, será admitido que a bainha se estende até ao 

infinito. Mais uma vez, será considerado que os materiais dieléctricos não têm perdas 

e que o comprimento do guia é infinito. 
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Este guia tem simetria cilíndrica, e deverá ser estudado usando o sistema de 

coordenadas cilíndricas. 

 

As equações a resolver neste caso são 

• para ar ≤ : 







=+∇

=+∇

0

0
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1
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zzr

zzr

HhH

EhE

φ

φ , onde 
2

1
22
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+= n

c
h ωγ  

• para ar > : 







=+∇

=+∇

0
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2
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HhH

EhE

φ

φ , onde 
2

2
22
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+= n

c
h ωγ  

3.3.1 Equação de onda em guias dieléctricos circulares 

Também neste caso é conveniente analisar a forma geral das soluções das equações de 

onda que regem o comportamento das componentes longitudinais. 

 

Seja ( )φψ ,r  uma função que satisfaz a equação diferencial 

022 =+∇ ψψφ hr   onde  




>
≤

=
arh
arh

h
,
,

2
2

2
12  

 

Esta equação é formalmente idêntica à equação usada no estudo de guias circulares, o 

que permite aproveitar alguns resultados já obtidos. Assim, usando o método da 

separação das variáveis, será admitido que as soluções da equação anterior são do tipo 

( ) ( ) ( )φφψ Φ= rRr, , onde ( )φΦ  é uma função periódica com período de π2 . Como já 

foi referido, escolhendo convenientemente a origem para a variável φ  é possível 

afirmar que ( ) ( )φφ nAcos=Φ , onde A é uma constante e n é um inteiro Apesar de ser 

possível usar esta solução, neste caso será considerado que ( ) φφ jnAe=Φ , que é, na 

verdade, equivalente à expressão anterior mas tem a vantagem de simplificar a análise 

seguinte. A função ( )rR  é obtida resolvendo a equação diferencial de Bessel: 
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( ) ( ) ( ) ( ) 0222
2

2
2 =−++ rRnrh

dr
rdRr

dr
rRdr  

 

À semelhança do que acontecia com a equação de onda em guias dieléctricos 

planares, também as soluções desta equação podem exibir dois comportamentos bem 

diferentes dependendo do valor de h. Assim, se 02 >h , ou seja, se h real, a solução 

geral da equação anterior envolve as funções de Bessel de 1ª e 2ª espécies e, no caso 

da região de interesse incluir a origem, pode ser escrita como (ver análise de guias 

circulares) 

( ) ( )hrJBrR n=  

onde B é uma constante e nJ  é a função de Bessel de 1ª espécie e ordem n. Estas 

foram as soluções consideradas no estudo de guias circulares, e correspondiam a 

variações “harmónicas” dos campos no interior do guia. Por outro lado, se 02 <h , 

isto é, se νjh = , a equação diferencial de Bessel toma a forma 

( ) ( ) ( ) ( ) 0222
2

2
2 =+−+ rRnr

dr
rdRr

dr
rRdr ν  

Esta equação é conhecida como a equação diferencial de Bessel modificada, e a sua 

solução geral envolve as funções de Bessel modificadas de 1ª e 2ª espécies, nI  e 

nK , respectivamente: 

( ) ( ) ( )rDKrICrR nn νν +=  

onde C e D são constantes. 

3.3.2 Funções de Bessel modificadas 

Para n inteiro, as funções de Bessel modificadas de 1ª espécie são definidas como 

( ) ( ) ( )
( )∑

∞

=

+
−

+
==

0

2

!!
2

k

kn

n
n

n knk
xjxJjxI  

 

A figura seguinte mostra a variação de ( )xI n , com x, para alguns valores de n. 
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É importante referir que, para valores elevados de x, esta função é aproximadamente 

dada por ( ) xexI x
n π2≈ , ou seja, toma valores infinitos quando o argumento tende 

para o infinito. Este comportamento pode ser facilmente observado na figura anterior. 

Isto significa que estas funções não deverão fazer parte da solução geral da equação 

diferencial de Bessel quando a região de interesse incluir o infinito. 

 

 

Para n inteiro, as funções de Bessel modificadas de 2ª espécie são dadas por 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]xIxI
p

xK ppnpn −= −→ π
π

sin2
lim  

onde ( ) ( )xIxI nn =−  para n inteiro. No cálculo do limite anterior é necessário aplicar a 

regra de L´Hôpital. A variação de ( )xKn  com x está ilustrada na figura seguinte para 

alguns valores de n. 
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I
I
I
I
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Da observação desta figura é imediato concluir que estas funções tomam valores 

infinitos quando o seu argumento tender para zero, e como tal não deverão ser 

utilizadas quando a região de interesse incluir a origem. 

 

 

Tal como acontecia com os guias dieléctricos planares, será considerado que uma 

onda electromagnética é guiada quando os campos eléctrico e magnético variarem de 

forma “harmónica” no núcleo e decrescerem (de forma aproximadamente 

exponencial) na bainha. Isto significa que também para estes guias se deverá ter 1h  

real e νjh =2 . Esta simples conclusão permite afirmar que 

( ) 2
1

2
2

2
1

2

hnn
c

−−





=
ων . 

 

e, como para ondas em propagação se tem βγ j= , verifica-se 

2
2

2
2

1

2

1 νωωβ +





=−






= n

c
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isto é, 

21 n
c

n
c

ωβω
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Estes dois valores correspondem às constantes de fase de uma onda plana que se 

propague em meios ilimitados de índices de refracção 1n  e 2n , respectivamente.  

 

 

Além disso, usando os resultados anteriores, e tendo em atenção que ( )φψ ,r  não pode 

tomar valores infinitos nas regiões de interesse ( ar ≤  para o núcleo e ar >  para a 

bainha), pode finalmente escrever-se 

( ) ( )
( )




>
≤

=
arerBK
arerhAJ

r jn
n

jn
n

,
,

, 1
φ

φ

ν
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Tal como acontecia com os guias estudados até agora, a função ( )φψ ,r  representará a 

componente 0
zE  para os modos TM e a componente 0

zH  para os modos TE. No 

entanto, ao contrário do que se passava com os guias estudados até agora, é também 

necessário considerar a existência de outros modos de propagação, conhecidos como 

modos híbridos, para os quais as duas componentes longitudinais são diferentes de 

zero! Estes modos aparecem por causa da geometria cilíndrica destes guias e das 

condições fronteira associadas a guias dieléctricos, e podem ser classificados em 

modos HE ou EH dependendo da componente longitudinal que tem maior 

contribuição para os campos transversais. Por esta razão, a análise seguinte considera 

a situação mais geral que corresponde a ter as duas componentes longitudinais 

diferentes de zero. 

 

Assim, pode afirmar-se que as componentes longitudinais são  

• núcleo: 

( )
( ) φ

φ

jn
nz

jn
nz

erhBJH

erhAJE

1
0

1
0

=

=
 

 

• bainha: 

( )
( ) φ

φ

ν

ν
jn

nz

jn
nz

erDKH

erCKE

=

=
0

0

 

 



 85 

onde A, B, C e D são constantes a determinar. É interessante notar que os modos TM 

( 00 =zH ) são obtidos das expressões anteriores para B=D=0, enquanto que para os 

modos TE se deverá ter A=C=0. 

 

As componentes transversais são obtidas das relações já usadas no estudo de guias 

circulares, e que derivam directamente das equações de Maxwell. Neste caso, estas 

componentes são dadas por 

• núcleo 

φωεβ jn
nnr erhAJ

r
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h
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• bainha 

φνωενβν
ν
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r
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2
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3.3.3 Condições fronteira 

Neste caso só é necessário considerar a interface entre o núcleo e a bainha em r=a. 

Como se trata de uma interface entre dois materiais dieléctricos, não existem 

densidades superficiais de carga e de corrente para considerar. Isso significa que os 

campos eléctrico e magnético das ondas electromagnéticas que se propagam nestes 

guias devem satisfazer as seguintes condições 
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Usando as expressões anteriores, estas condições tomam a forma: 
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Estas quatro equações formam um sistema de quatro equações com quatro incógnitas. 

Para que a sua solução não seja trivial, é necessário que o determinante associado seja 

igual a zero: 
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Desenvolvendo o determinante anterior, é possível colocar esta condição na forma de 

uma equação um pouco mais simples: 
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Esta equação é a equação característica geral para estes guias, e pode ser usada para 

todos os tipos de modos considerados: TM, TE, EH e HE.  
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Quando n=0 o sistema inicial de equações toma a forma 
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A observação deste sistema de equações mostra que é possível separar este sistema 

em dois independentes, um para as variáveis A e C, e outro para as variáveis B e D. 

Isto significa que neste caso (n=0) é possível ter A=C=0 (modos TE) ou B=D=0 

(modos TM). Os sistemas associados a cada grupo de constantes são 
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Em relação ao primeiro destes dois sistemas, para que a solução não seja trivial, isto é, 

para que 0≠A  e 0≠C , é necessário que o determinante associado seja nulo, o que 

resulta na equação [ ] 0)()(')()(' 1010
2
210110

2
1 =+ ahKahKnahJhahJn ν . Como neste 

caso é possível ter 0== DB , isto é, 00 =zH , os modos associados à equação 

anterior serão os modos TM. Usando as relações ( ) ( )xJxJ 10' −=  e ( ) ( )xKxK 10' −=  

obtém-se a equação característica para os modos TM em guias dieléctricos circulares 

0
)(

)(
)(

)(

0

12
2

101

112
1 =








+

aK
aK

n
ahJh

ahJ
n

νν
ν

 

 

Considerando agora o outro sistema de equações, é possível afirmar que soluções não 

triviais 0≠B  e 0≠D  obrigam a que [ ] 0)()(')()(' 101010110 =+ ahKhahKahJhahJ ν . 

Neste caso é possível ter 0== CA , o que significa que 00 =zE , ou seja, trata-se de 
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modos TE. Usando as relações anteriores, pode escrever-se a equação característica 

para os modos TE em guias dieléctricos circulares como 

0
)(

)(
)(

)(

0

1

101

11 =







+

aK
aK

ahJh
ahJ

νν
ν

 

 

 

Quando 0≠n  a equação característica geral toma uma forma bastante mais 

complexa, e exige o uso de métodos numéricos para a sua resolução. Os modos que se 

obtêm são os modos híbridos: modos HE e EH. A análise desta equação neste caso sai 

fora do âmbito desta disciplina. 

3.3.4 Frequência de corte 

As frequências de corte dos diferentes modos podem ser obtidas a partir das equações 

características, considerando a condição de corte 0=ν . No entanto, como já foi 

referido, a análise envolvida é complicada, pelo que apenas interessam os seguintes 

resultados: 

 

n modo condição de corte 

0 TE0p  TM0p 0)( 10 =ahJ  

1 HE1p  EH1p 0)( 11 =ahJ  

EHnp 0)( 1 =ahJn  

≥ 2 
HEnp )(

1
)(1 1

1
112

2

2
1 ahJ

n
ahahJ

n
n

nn −
=








+ −  

 

 

É possível mostrar-se que o modo HE11 tem frequência de corte nula, o que significa 

que está sempre presente, para qualquer frequência de operação e qualquer diâmetro 

do guia. Os modos seguintes são os modos TE01 e TM01, cuja frequência de corte está 

associada ao primeiro zero de 0J  (que ocorre aproximadamente em 2.405). 
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No estudo de fibras ópticas é conveniente trabalhar com o chamado parâmetro V, o 

qual também é conhecido como frequência normalizada. Este parâmetro define-se 

como 

( ) ( )2
2

2
1

2
222

1
2 nn

c
aahV −





=+=
ων  

 

ou ainda 

2
2

2
1

0

2 nnaV −=
λ
π  

onde cf=0λ  é o comprimento de onda no vazio. 

 

Considere-se agora o corte dos modos TE e TM. Para o corte destes modos tem-se 

então 405.21 =ah  e 0=ν , o que significa que neste caso V=2.405. Assim, se 

405.2>V , os modos TE01 e TM01 entram em propagação. Pelo contrário, se 

405.2≤V  apenas o modo HE11 se poderá propagar, o que significa que o guia de 

onda estará a funcionar em regime monomodo. 

 

Em muitas aplicações de fibras ópticas é conveniente operar em regime monomodo. 

Considere-se por exemplo a utilização de fibras ópticas para comunicações a longas 

distâncias. Como já foi mencionado ao longo destes apontamentos, os diferentes 

modos de um guia de onda propagam-se a diferentes velocidades. Isto significa que os 

diferentes modos excitados por um determinado sinal irão chegar ao fim da fibra 

óptica em instantes de tempo diferentes. Este problema é obviamente mais acentuado 

quando as distâncias a percorrer são longas, e origina a distorção do sinal transmitido. 

Uma forma de evitar este problema é utilizar fibras que operam em regime 

monomodo. Neste caso, apenas um modo se pode propagar, o que significa que o 

instante de chegada do sinal será determinado apenas pela sua velocidade de 

propagação. Deve no entanto ser referido que a utilização de fibras monomodo tem 

algumas desvantagens. Na verdade, para que 405.2≤V  a uma dada frequência de 

operação, é necessário garantir que ( )2
2

2
10 2405.2 nna −≤ πλ . Isto significa que as 

fibras que operam em regime monomodo são tipicamente mais finas do que as que 

operam em regime multimodo. Por serem mais finas, são também mais frágeis e, além 
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disso, mais difíceis de operar, obrigando a cuidados adicionais nas operações de 

alinhamento. 

 

Como exemplo, considere-se uma fibra óptica com uma abertura numérica 

1.02
2

2
1 =−= nnNA  que opera a m8.0 µ . Para que a fibra opere em regime 

monomodo é necessário que m06.3 µ≤a . 
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