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REFERENCIAIS NÃO INERCIAIS 



REFERENCIAL INERCIAL

• Num referencial inercial uma partícula livre desloca-se em

linha recta com velocidade constante.

• Nestes referenciais tem-se amF
rr

= , onde F
r

é o somatório

das forças “reais” que actuam sobre a partícula.

• Todos os referenciais que se desloquem com uma

velocidade constante em relação a um referencial inercial

são também referenciais inerciais.

Referenciais não inerciais são os que se

deslocam com aceleração não nula relativamente aos

referenciais inerciais.

• Nestes referenciais, para que a 2ª lei de Newton seja válida,

terá que se adicionar à resultante das forças “reais” um

termo associado com o movimento acelerado do referencial.

• Este termo designa-se força fictícia.



REFERENCIAIS EM TRANSLAÇÃO
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R
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Oxyz referencial inercial
O'x'y'z' referencial não inercial

Neste caso é sempre possível escolher os eixos de modo que

kkjjii ˆ'ˆˆ'ˆˆ'ˆ ===

vector posição em Oxyz: kzjyixr ˆˆˆ ++=r

vector posição em O’x’y’z’: kzjyixkzjyixr ˆ'ˆ'ˆ''ˆ''ˆ''ˆ'' ++=++=r

'rRr
rrr +=

'vVv
rrr +=

'aAa
rrr +=

dt

d

dt
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• Se 0=A
r

tem-se 'aa
rr = 'amamF

rrr
==

• Se 0≠A
r

tem-se 'amAmamF
rrrr

+== ou 'amAmF
rrr

=−

Definindo Am
rr

−=FFFF FFFF
rrr

+= Fam '

FFFF
r

é a força fictícia

2ª lei de Newton é válida

no referencial O’x’y’z’

referencial O’x’y’z’ é inercial

“2ª lei de Newton” no referencial não inercial



EXEMPLO

• pêndulo em equilíbrio num veículo em movimento acelerado

A
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REFERENCIAL INERCIAL

m

θ
T
r

Am
r

gm
r

Aa
rs =

amF
sr

=





=
=−

mAT

mgT

θ
θ

sin

0cos

g

A=θtan
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REFERENCIAIS EM ROTAÇÃO

x'
x

y

zz'

O ≡ O’

y'

ω

n̂

Oxyz referencial fixo

O’x’y’z’ referencial em rotação

O’x’y’z’ roda com velocidade angular ω em torno de um

eixo de rotação n̂

vector velocidade angular n̂ωω =r

direcção de n̂ : eixo de rotação
sentido de n̂ : regra da mão direita
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P

vector posição em Oxyz: kzjyixr ˆˆˆ ++=r

vector posição em O’x’y’z’: 'ˆ''ˆ''ˆ'' kzjyixr ++=r

'OO ≡ 'rr
rr =

dt

rd
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rd '
rr
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kd
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B
r

! vector constante no referencial O’x’y’z’

'ˆ'ˆ'ˆ ''' kBjBiBB zyx ++=
r

O

B θsin

t∆ω

θ

ωr

)(tB
r

)( ttB ∆+
r

B
r

∆

• ( )( )θω sinBtB ∆=∆ B
dt

dB rr ×= ω

• dt

Bd
r

é perpendicular a ωr e a B
r

• sentido de dt

Bd
r

: regra da mão direita

B
dt

Bd rr
r

×= ω

constantes
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rd rr
rr

×+= ω

'' rvv
rrrr ×+= ω

( )''2'' rvr
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d
aa

rrrrrr
r

rr ××+×+×+= ωωωω

• a
r

aceleração no referencial fixo

• 'a
r

aceleração no referencial em rotação

• 'r
dt

d r
r

×ω
aceleração transversal

• '2 v
rr ×ω aceleração de Coriolis

• ( )'r
rrr ×× ωω aceleração centrípeta

dt

d



• ( )''2'' rmvmr
dt

d
mamamF

rrrrrr
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rrr
××+×+×+== ωωωω
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d
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REFERENCIAIS EM MOVIMENTO
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EXEMPLO
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superfície horizontal



EFEITOS “NÃO INERCIAIS” DA ROTAÇÃO DA TERRA

• achatamento da Terra (raio polar 21 km menor do que o raio

equatorial)

• maior erosão numa das margens dos rios

• “upwelling” da água do mar

• alteração do movimento das massas de ar

hemisfério norte

B A



• rotação da Terra em torno do seu eixo

sT 410616.8horas24 ×==

srad
T

/1029.7
2 5−×== πω

mRT
61037.6 ×=

22 /0339.0 smRT =ω ! equador

22 /cos0339.0cos smRT λλω = ! latitude λ

• movimento da Terra em torno do Sol

sT 71016.3ano1 ×==

mr 11105.1 ×=

smrv /100.3 4×==ω

2
2

/006.0 sm
r

v =



O FIO DE PRUMO

O
λ

m

gm
r )( rm

rrr ××− ωω

ωr
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)( rgge

rrrrr ××−= ωω

ε " ângulo de desvio da vertical

λ

m
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r

)( rm
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ε
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λωεε 2sin
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EFEITO DA ROTAÇÃO DA TERRA

NO MOVIMENTO DE UM CORPO

O λ

ωr

y' x'
z'

O'

ρû

( )''2' rmvmAmgmam
rrrrrrrr ××−×−−= ωωω

ρρ λωρω 'ˆcos'ˆ 22 uRuA T−≅−=
r

egmAmgm
rrr =−

( )'rm
rrr ××− ωω é muito pequeno!

'2' vmgmam e

rrrr ×−= ω

'k̂gge −≅r

'ˆsin'ˆcos kj λωλωω +=r

'ˆ''ˆ''ˆ'' kvjvivv zyx ++=r



( )λλω cos'sin'2' zyx vva −=

λω sin'2' xy va −=

λω cos'2' xz vga +−=

( ) λω sin''2'' 00, xxvv yy −−=−

( ) λω cos''2'' 00, xxgtvv zz −+−=−

• desprezando os termos com ω2 :

( )λλωλω cos'sin'2cos2' 0,0, zyx vvgta −+=

( )tvvgtvv zyxx λλωλω cos'sin'2cos'' 0,0,
2

0, −+=−

( ) 00,0,0,
23 ''sin'cos'cos

3

1
' xtvvvtgtx xyz ++−−= λλωλω

00,0,
2 ''sin'' ytvvty yx ++−= λω

00,0,
22 ''cos'

2

1
' ztvvtgtz zx +++−= λω



EXEMPLO 1

- corpo largado de uma altura h acima do solo.

0'' 00 == yx

hz =0'

0''' 0,0,0, === zyx vvv

λω cos
3

1
' 3gtx =

0'=y

hgtz +−= 2

2

1
'

deflexão do corpo (para leste): λωcos
9
8

'
3

g

h
X =

Se:

mh 100=
o45=λ

cmX 55.1'=



EXEMPLO 2

- projéctil lançado com velocidade 0v para leste.

0''' 000 === zyx

00,' vv x =

0'' 0,0, == zy vv

λω sin' 2
0tvy −=

deflexão para sul se 0>λ (hemisfério norte)



O PÊNDULO DE FOUCAULT
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T
ma −−−=

λω sin'2'' xy vmy
l

T
ma −−=

( ) λω cos'2'' xz vmzl
l

T
mgma +−+−=



• pequenas oscilações 0' ≅z

0' ≅zv

0' ≅za

mgT ≅'

ωyx vx
l

g
a '2'' +−=

ωxy vy
l

g
a '2'' −−=

Se 0=ω
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y'

λωω sin=



Se 0≠ω
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SISTEMAS DE PARTÍCULAS 



SISTEMAS DE PARTÍCULAS

m1

1r
r

m2

m3

2r
r

3r
r

y

x

z

CENTRO DE MASSA

M
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∑
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r

r

M
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M
dt

rd
m
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rd
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i
i

CM
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∑∑
===

r
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r
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M

am

M
dt
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m
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i

i
i

CM
CM

∑∑
===

r
r

r
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QUANTIDADE DE MOVIMENTO

• para uma partícula

mi

iv
r

iii vmp
rr =

• para um sistema de partículas

∑∑ ==
i

ii
i

i vmpp
rrr

M

vm
v i

ii

CM

∑
=

r

r
CMvMp
rr =

NOTA

CMaMp
r&r =



DINÂMICA DE SISTEMAS DE PARTÍCULAS

i

j

ijF
r

jiF
r

iF
r

iF
r

! resultante das forças exteriores que actuam na partícula i

ijF
r

! força interior exercida pela partícula j na partícula i

jiF
r

! força interior exercida pela partícula i na partícula j

• 3ª lei de Newton
jiij FF
rr

−=

• 2ª lei de Newton para a partícula i

ii

n

j
iji amFF

rrr
=+∑

=1



• para o sistema

paMamFF CM
i

ii
i j

ij
i

i
&rrrrr

===+ ∑∑∑∑

• resultante das forças exteriores:

• jiij FF
rr

−= 0=∑∑
i j

ijF
r

é constante

princípio da conservação da

quantidade de movimento

CMaMpF
r&r

r
==

0=F
r

0=p&
r

p
r

∑=
i

iFF
rr



COLISÕES

m1

iv1

r

m2

iv2

r

m1

fv1

r

m2

fv2

r

• Se p
r

é constante

ip
r

! quantidade de movimento antes do choque

fp
r

! quantidade de movimento após o choque

fi pp
rr =

ffii vmvmvmvm 22112211

rrrr +=+

0=F
r



CONSERVAÇÃO DE ENERGIA

QTT fi +=

iT ! energia cinética antes da colisão

fT ! energia cinética após a colisão

Q ! associado a possíveis ganhos ou perdas de

energia cinética

0=Q fi TT = ! COLISÃO ELÁSTICA

0>Q fi TT > ! perda de energia

0<Q fi TT < ! ganho de energia

Qvmvmvmvm ffii ++=+ 2
22

2
11

2
22

2
11 2

1
2
1

2
1

2
1

COLISÕES
NÃO

ELÁSTICAS



COLISÕES UNIDIMENSIONAIS

m1 m2
x

ffii vmvmvmvm 22112211 +=+

Qvmvmvmvm ffii ++=+ 2
22

2
11

2
22

2
11 2

1
2
1

2
1

2
1

• conhecidos Q , iv1 e iv2 2 incógnitas

2 equações

ivv ii
ˆ

11 =r

ivv ii
ˆ

22 =r

ivv ff
ˆ

11 =r

ivv ff
ˆ

22 =r



COEFICIENTE DE RESTITUIÇÃO

ii

ff

vv

vv

12

12

−
−

−=ε

( ) 22

21

21 1
2
1

riv
mm

mm
Q ε−

+
=

• colisão elástica

0=Q 1=ε rirf vv =

• colisão completamente inelástica

0=rfv 0=ε

iiri vvv 12 −=

ffrf vvv 12 −=
velocidades relativas
inicial e final

rirf vv ε=



ffii vmvmvmvm 22112211 +=+

( )iiff vvvv 1212 −−=− ε

( ) ( )
21

22121
1

1
mm

vmvmm
v ii

f +
++−= εε

( ) ( )
21

21211
2

1
mm

vmmvm
v ii

f +
−++= εε

• 1=ε

if vv 21 =

if vv 12 =

if v
mm

mm
v 1

21

21
1 +

−=

if v
mm

m
v 1

21

1
2

2
+

=

se mmm == 21

se 21 mm ≠ e 02 =iv



COLISÕES BIDIMENSIONAIS

m1

iv1

r

m2

iv2

r

ffii pppp 2121

rrrr +=+

Q
m

p

m

p

m

p

m

p ffii 2
2

2
2

1

2
1

2

2
2

1

2
1 ++=+

conhecidos Q , iv1

r
, iv2

r

m1 fv1

r

m2 fv2

r

4 incógnitas

3 equações

é necessária
informação adicional!



• partícula 2 inicialmente em repouso

ffi ppp 211

rrr +=

Q
m

p

m

p

m

p ffi 2
2

2
2

1

2
1

1

2
1 ++=

m1 fv1

r

m2 fv2

r
iv1

r
m2m1 ϕ2

ϕ1

22111 coscos ϕϕ ffi ppp +=

2211 sinsin0 ϕϕ ff pp −=



• partículas com massa igual mmm == 21

ffi ppp 211

rrr +=

mQppp ffi 22
2

2
1

2
1 ++=

( ) ( )
ffff

ffffi

pppp

ppppp

21
2
2

2
1

2121
2
1

2
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rrrr

•

•

++=

=++=

ff ppmQ 21
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•=

colisão elástica ! 0=Q 021 =• ff pp
rr

221

πϕϕ =+



SISTEMAS DE PARTÍCULAS 

 

• centro de massa Æ M

rm
r i

ii

CM

∑
=

G

G

 

• quantidade de movimento Æ CM
i

ii
i

i vMvmpp
GGGG

=== ∑∑  

 

 

   

 

i 

j 

ijF
G

  

jiF
G

  

iF
G

  

 

• 2ª lei de Newton para a partícula i Æ ii

n

j
iji amFF

GGG
=+∑

=1
 

 

 

 

 

 

 

 

• 0=F
G

 0=p�
G

 p
G

  é constante  

CMaMpF
G�G

G
==

conservação da 
quantidade de 
movimento 

jiij FF
GG

−=  



MOMENTO ANGULAR 

 

 

• para uma partícula 

 
 

m 
 v
G

 

 r
G

 

 

 

 

• para um sistema de partículas 

 

( )∑∑ ×==
i

iii
i

i vmrLL
GGGG

 

 

 

( )∑ ×=
i

iii amr
dt

Ld GG
G

 

 

 

   ∑+=
j

ijiii FFam
GGG

 (2ª lei de Newton) 

 

 

  ( ) ( )∑∑∑ ×+×=
i j

iji
i

ii FrFr
dt

Ld GGGG
G

 

vmrprL
GGGGG

×=×=  



• ( )∑∑ ×
i j

iji Fr
GG

  envolve pares da forma 

 

( ) ( ) ( ) 0/ =×=×−=×+× ijjiijjijijiji FrFrrFrFr
GGGGGGGGG

 

 

 

 

 

 

 

• ( ) MMFr
i

i
i

ii

GGGG ==× ∑∑  

iM
G

  Æ  momento da força iF
G

 (em relação à origem) 

M
G

  Æ  momento resultante (em relação à origem) 

 

 

   dt

Ld
M

G
G

=  

 

 

 

Se 0=M
G

   0=L�
G

  L
G

  é constante! 

 

 

 

se forças interiores 
forem centrais 

princípio da conservação do  
momento angu lar 



 ( )∑ ×=
i

iii vmrL
GGG

 

 

 

 

 

 ( )∑ ×+×=
i

iiiCMCM vmrvMrL ''
GGGGG

 

 

 

'L
G

  Æ  momento angular relativamente a CM 

 

iii FrM
GGG

×= ''     Æ  momento da força iF
G

 relativamente a CM 

 

' 'i
i

M M= ∑
G G

   Æ  momento resultante relativamente a CM 

 

 

 

  dt

Ld
Fr

dt

Ld
M CM

'
G

GG
G

G
+×==  

 

  ( ) ( ) ( )∑∑∑ ×+×=×=
i

ii
i

iCM
i

ii FrFrFrM
GGGGGGG

'  

 

 

  dt
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M

'
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G
G

=  

'L
G

iCMi rrr '
GGG +=  

iCMi vvv '
GGG +=  



ENERGIA CINÉTICA 

 

• para uma partícula 

2

2

1
vmT =  

 

• para um sistema de partículas 

 

∑∑ 




==

i
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i
i vmTT 2

2

1
 

 

iCMi vvv '
GGG

+=  

 

 

 

 

∑ 




+=

i
iiCM vmvMT 22 '

2

1

2
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CMT  Æ energia cinética associada ao movimento do CM 

'T  Æ energia cinética associada ao movimento 

 relativamente ao CM 

'T  
'T  

CMT  

 



MASSA VARIÁVEL 

 

 
 

 u
G

 

dm 

 vdv
GG +  

 v
G

 

m+dm m 

instante  t instante  t+dt 
 

 

 

    ( ) ( )tpdttppd
GGG

−+=  

 

 

     2ª lei de Newton: dt

pd
F

G
G

=  
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dt
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G

G
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F
G

 Æ resultante das forças exteriores 
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dt
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mF
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G
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G
G
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EXERCÍCIO 1 

 

Um foguetão de massa M, move-se no espaço com uma 

velocidade v
G

, ejectando combustível a uma velocidade constante 

c
G

 (relativamente ao foguetão). Sabendo que o foguetão parte do 

repouso, e que a massa inicial de combustível é Mε , onde 

10 << ε , determine a velocidade do foguetão quando todo o 

combustível tiver sido ejectado. 

 



EXERCÍCIO 2 

 

Um caixote de massa cm  desliza sobre uma superfície puxando 

pela extremidade de uma cadeia amontoada em repouso. A 

massa por unidade de comprimento da cadeia é lρ  e a velocidade 

do caixote é 0v  quando 0s = . 

 

 

 s 

 

 

 

a) Determine a velocidade do caixote em função de s  se a 

força de atrito entre o caixote e a superfície for 

proporcional ao quadrado da velocidade. 

b) Mostre que quando não existe atrito o resultado anterior 

pode ser obtido partindo do princípio da conservação da 

quantidade de movimento. 

 

 



INTRODUÇÃO À MECÂNICA DO CORPO RÍGIDO 



CORPO RÍGIDO

• distância entre quaisquer duas partículas do corpo é

invariável

MOVIMENTO DE TRANSLAÇÃO

A

B A

B

• todos os pontos têm em cada instante a mesma

velocidade

basta estudar o movimento de um ponto

MOVIMENTO DE ROTAÇÃO

A

B
A

B



TEOREMA DE CHASLES

• movimento mais geral de um corpo é composto por uma

translação e uma rotação



CENTRO DE MASSA

• sistema de partículas

M

rm
r i

ii

CM

∑
=

r

r

• corpo tridimensional

V
CM

V

r dV

r
dV

ρ
=

ρ

∫

∫

r

r

ρ ! massa por unidade de volume

m1

1r
r

m2

m3

2r
r

3r
r

y

x

z

V

dm

r
r

y

x

z



• corpo bidimensional

ds

dsr

r

S

S
CM

∫

∫
=

σ

σ r

r

σ ! massa por unidade de superfície

• corpo unidimensional

L
CM

L

r dl

r
dl

λ
=

λ

∫

∫

r

r

λ ! massa por unidade de comprimento

S

dm

r
r

y

x

z

Ldm

r
r

y

x

z



EXEMPLO

1. Determine a posição do centro de massa de um semi-disco de

raio R e massa M se a densidade superficial de massa for

a) uniforme;

b) proporcional à distância ao ponto O.

R

M

O



ROTAÇÃO EM TORNO DE UM EIXO FIXO
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CÁLCULO DE MOMENTOS DE INÉRCIA
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O TEOREMA DOS EIXOS PERPENDICULARES
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EXEMPLO

1. Calcule o momento de inércia de um disco circular de raio a e

massa M em relação ao eixo perpendicular que passa pelo seu

centro quando

a) a densidade superficial de massa é uniforme;

b) a densidade superficial de massa é proporcional ao

quadrado da distância ao centro do disco.

2. Calcule o momento de inércia do disco anterior relativamente a

um eixo paralelo ao disco que passe pelo seu centro.



O TEOREMA DE STEINER

• teorema dos eixos paralelos

D
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SISTEMAS DE COORDENADAS

• coordenadas cartesianas

dz
dy

dx

z

x
y

• coordenadas cilíndricas

dz

dρ

ρdφ

ρ z

φ

• coordenadas esféricas

dr
rdθ

r sinθdφ

r

φ

θ

dzdydxdV =

dzdydsx =

dzdxdsy =

dydxdsz =

dzdddV φρρ=

φρρ dddsz =

dzdds φρρ =

dzdds ρφ =

φθθ dddrrdV sin2=

φθθ ddrdsr sin2=

φθθ ddrrds sin=

θφ ddrrds =



MOVIMENTO DE TRANSLAÇÃO

A

B A

B

• todos os pontos têm em cada instante a mesma

velocidade

basta estudar o movimento de um ponto

CMaM
dt

pd
F

r
rr

==

F
r

! força resultante



MOVIMENTO DE ROTAÇÃO EM TORNO DE UM EIXO FIXO
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O PÊNDULO

• corpo rígido livre de oscilar em torno de um eixo horizontal

θ

CMr
r
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CM

z

R
r
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• pêndulo simples ! 0sin =+ θθ
l
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ω&zz IM =

equação de um
pêndulo



MOVIMENTO PLANO DE UM CORPO RÍGIDO

• partículas movem-se paralelamente a um dado plano fixo

• translação ! CMaMF
rr

= 2
, 2

1
CMCMTRANS vMT =

• rotação ! ω&CMe IM ='
2

, 2

1 ωCMCMROT IT =

eM ' ! componente segundo o eixo de rotação (e) do

momento resultante relativamente ao CM

CMI ! momento de inércia relativamente a eixo paralelo

a e que passa no CM

CMROTCMTRANS TT ,, + ! energia cinética do corpo

translação rotação



EXERCÍCIO 1

Um pêndulo é constituído por uma régua homogénea muito fina

de largura b, comprimento a e massa m, a qual pode oscilar

livremente em torno de uma das suas extremidades. Determine a

força de reacção R
r

no ponto de apoio.

θ

CMr
r

gm
r

CM

z

R
r

a

b



EXERCÍCIO 2

Um corpo é formado por duas pequenas bolas, de igual tamanho

e massa, mas de materiais diferentes, as quais estão ligadas por

uma haste fina de comprimento d e massa desprezável. Sabendo

que o corpo é largado do repouso na posição horizontal, a uma

altura h do solo, e que o coeficiente de restituição entre o solo e

cada uma das massas é, respectivamente, 1ε e 2ε , onde

εεε 22 21 == , determine

a) a velocidade de cada bola imediatamente após o choque

do corpo com o solo;

b) a velocidade angular de rotação do corpo nesse instante;

c) a velocidade do centro de massa também nesse instante;

d) as equações do movimento do corpo.

h

1 2

1

2

d



EXERCÍCIO 3

Uma barra homogénea fina de comprimento l e massa m pode

oscilar em torno da sua extremidade inferior. A outra extremidade

está ligada a uma mola de massa desprezável, constante de

elasticidade k e comprimento natural 0l . Sabendo que a mola está

sempre na horizontal, determine

a) as equações do movimento da barra;

b) a força de reacção no ponto de apoio.

k, 0l

g
r

θ



ENERGIA POTENCIAL GRAVÍTICA
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O ROLAMENTO SEM DESLIZAMENTO
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translação rotação

eixo perpendicular ao plano do movimento que passa

pelo ponto de contacto é eixo instantâneo de

rotação.

ponto de contacto
tem velocidade nula

não há deslizamento



EXEMPLO

! rolamento sem deslizamento

k, l0
CM

• Determine o valor mínimo do coeficiente de atrito estático,

sabendo que o disco é largado do repouso quando a mola

tem um comprimento 23 0l .

• Existe dissipação de energia? Porquê?



E constante não há dissipação de energia

atrito não realiza trabalho

ponto de aplicação de aF
r

tem velocidade nula



EXERCÍCIO

Um disco homogéneo de massa m e raio r rola sem deslizar

sobre uma superfície cilíndrica

Rθ g
r

Determine

a) as equações do movimento do disco;

b) a força que a superfície exerce sobre o disco.



ROLAMENTO COM DESLIZAMENTO
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IMPULSOS EM CORPOS RÍGIDOS 

 

 TRANSLAÇÃO 
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COLISÕES ENTRE DOIS CORPOS RÍGIDOS 

 

 

• movimento plano livre 
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EXEMPLO 

 

Uma barra fina homogénea de comprimento l e massa m, 

inicialmente em repouso sobre uma superfície horizontal, é 

atingida por uma pequena bola, também de massa m, com 

velocidade v, num ponto que dista 4/l  do seu centro. Sabendo 

que após a colisão a bola fica encastrada na barra, determine 

a) a posição do centro de massa do sistema mesmo após a 

colisão; 

b) o momento de inércia do sistema relativamente ao eixo 

perpendicular que passa no seu centro de massa; 

c) a velocidade do centro de massa do sistema nesse 

instante; 

d) a velocidade angular de rotação do sistema após a colisão; 

e) o impulso fornecido à barra pela colisão; 

f) a energia dissipada durante a colisão. 
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y 

v l/4 
 

 

 



 

•  movimento plano constrangido 

 

 

aparecimento de forças impulsionais  

 

 

 não há conservação da quantidade de movimento! 
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EXEMPLO 

 

Uma barra fina homogénea de comprimento l e massa m, 

inicialmente em repouso sobre uma superfície horizontal, pode 

rodar em torno do eixo perpendicular que passa pelo seu centro A. 

A barra é atingida por uma pequena bola, também de massa m, 

com velocidade v, num ponto que dista 4/l  do seu centro. 

Sabendo que após a colisão a bola fica encastrada na barra, 

determine 

a) a velocidade angular de rotação do sistema após a colisão; 

b) a quantidade de movimento do sistema antes e após a 

colisão; 

c) a energia dissipada durante a colisão; 

d) o impulso da força de reacção no ponto A. 
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EXERCÍCIO 

 

Uma barra de massa m e comprimento l possui numa das suas 

extremidades um pequeno gancho de massa desprezável. A barra 

desloca-se em linha recta com uma velocidade v, até passar por 

um pino O onde o seu gancho fica preso. Determine 

a) a velocidade angular da barra imediatamente após o 

gancho ficar preso; 

b) a quantidade de movimento imediatamente antes e após 

o choque; 

c) a velocidade v necessária para que a barra após o 

choque possa efectuar voltas completas sem que o seu 

gancho se desprenda do pino. 
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MECÂNICA LAGRANGEANA 



 

COORDENADAS GENERALIZADAS 
 

 
• a posição de uma partícula é definida pelo seu raio 

vector de posição rv  

 

 

 
3 coordenadas! 

 

 

 

 

• a posição de um sistema de N partículas é definida por 

N raios vectores de posição 

 

 

 3N coordenadas! 
 

 

 

• restrições  diminuição do número de  

coordenadas necessárias 



 

 

• partícula que se move ao longo de  

m 
θ 

uma linha 1 coordenada 

 

 

 

 

m 

 

 

 

• partícula obrigada a mover-se sobre 

superfície   bastam 2 parâmetros 
 

 

 

 

 

 
 

x
y

z

x' 

y' 

z'
• posição de corpo rígido 

 

posição de um ponto 
 
orientação do corpo 

 

 6 coordenadas 

 



 

 

 

•  sistema com s graus de liberdade  são necessárias s 

variáveis independentes 

 

 

• coordenadas generalizadas q1, q2, ..., qs  quaisquer s 

variáveis que definam completamente a posição de um 

sistema com s graus de liberdade 

 

 

• selecção das coordenadas generalizadas  parametrização 

 



EXEMPLO 

 
A mola da figura, colocada no interior de uma calha, está suspensa 

pela sua extremidade superior. Na outra extremidade encontra-se 

uma barra homogénea muito fina que pode oscilar em torno desse 

ponto. 
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Parametrização 
 

• ponto A move-se na vertical 
• localização da barra  orientação no plano e posição de A 

 

• coordenadas generalizadas: 
distância de A à plataforma    h 

 ângulo da barra com a vertical    θ 



 
LAGRANGEANA 

 

 

 

• mecânica lagrangeana  cada sistema mecânico é 

caracterizado por uma determinada função - a  lagrangeana  

 ( )tLL ,,qq &=

 

 

onde  

UTL −=  

 

 

T  energia cinética do sistema 

U  energia potencial 



EXEMPLO 
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Lagrangeana 
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PRINCÍPIO DA ACÇÃO MÍNIMA 
 

• evolução do sistema é tal que a acção 
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EQUAÇÕES DE LAGRANGE 
 

• minimização da acção conduz a  
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equações diferenciais de movimento 

 

• determinação de ( )tq  requer 2s condições fronteira 



EXEMPLO 
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• coordenadas generalizadas    h e θ 
 

 

 
Equações de movimento 
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• segundo h 
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EXERCÍCIO 
 

Uma partícula de massa m move-se sobre a superfície de um cone 

de semi-ângulo θ, tal como é mostrado na figura, estando apenas 

sujeita à acção da gravidade. 

a) Escreva a lagrangeana da partícula 

b) Obtenha as equações do movimento da partícula e 

mostre que o momento angular desta em torno do eixo 

de simetria do cone se conserva. 
 

m
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EXERCÍCIO 
 

Uma calha, com a forma indicada na figura, roda em torno do eixo 

vertical com uma velocidade angular ω constante. No interior da 

calha encontra-se uma pequena bola de massa m. 

 

θ 

m 

ω

R

B

A 

gr

 
 

Sabendo que a bola inicialmente está em repouso (em relação à 

calha) na posição A, e que chega a B com velocidade nula, 

determine a velocidade angular ω. 

 

Nota: Despreze o atrito entre a bola e a calha. 



EXERCÍCIO 1 

 
O esquema da figura representa um disco que roda em torno do 

eixo vertical com uma velocidade angular ω constante. Sobre o 

disco está colocada uma rampa, solidária com ele, que possui uma 

ranhura por onde é livre de deslizar (sem atrito) uma partícula de 

massa m. 

a) Escreva a lagrangeana da partícula e mostre que a 

equação do movimento desta se pode escrever na forma: 

gll 234 2 −=− ω&&  , 

 onde g é a aceleração da gravidade. 

b) Determine, em função de l, a velocidade da partícula. 
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EXERCÍCIO 2 

 

Na figura está representado um pêndulo simples em que a haste 

foi substituída por uma mola de constante elástica k e 

comprimento natural l0. Suponha que não há forças de atrito 

aplicadas. Escreva a lagrangeana deste pêndulo e obtenha as 

suas equações de movimento. 
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EXERCÍCIO 1

Uma partícula de massa m move-se sobre uma mesa horizontal

sem atrito. Uma corda inextensível, que passa no orifício aberto

no centro da mesa, liga a partícula a uma mola de constante

elástica k. A mola está presa ao solo de forma a não experimentar

qualquer alongamento quando a massa se encontra no orifício.

a) Escreva a lagrangeana da partícula.

b) Obtenha as equações do movimento da partícula.

c) Mostre que o momento angular da partícula se

conserva. Como interpreta fisicamente este resultado?

m

k



EXERCÍCIO 2

Uma partícula de massa m pode deslocar-se ao longo de uma

calha que passa pelo centro de um disco sem massa. A massa

está ligada por duas molas iguais de comprimento livre R/2 e

constante de rigidez k ao centro do disco e a um extremo da

calha. O disco, de raio R, está colocado horizontalmente e pode

rodar em torno do eixo vertical que passa pelo seu centro.

a) Determine as equações diferenciais do movimento.

b) Admita agora que o disco roda com velocidade angular ω

constante. Que valor deve ter ω para que o movimento

da partícula ao longo da calha seja harmónico simples?

g
r



EXERCÍCIO 3

Um semi-disco homogéneo de massa m e raio R pode rodar sem

deslizar sobre a superfície plana horizontal onde está colocado.

a) Mostre que
π3

4R
d = .

b) Mostre que o momento de inércia do semi-disco em

relação ao eixo perpendicular que passa pelo seu

centro de massa é dado por 





 −=

2
2

9

16

2

1

π
mRICM .

c) Determine as equações do movimento do semi-disco.
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R

g
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d



EXERCÍCIO 4

Um pêndulo duplo é formado por duas massas, m1 e m2,

suspensas por fios de comprimento l1 e l2, tal como mostra a

figura.

d) Escreva a lagrangeana deste sistema.

e) Encontre as equações do movimento do pêndulo

duplo.

m2

θ
l1

ϕ

m1

l2



EXERCÍCIO 5

Escreva a equação de movimento de um pêndulo que tem o seu

suporte, de massa desprezável, a deslocar-se num plano

horizontal, conforme esquematizado na figura.

m

xs(t)

l
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EXERCÍCIO 1 

 

Uma formiga desloca-se com uma velocidade constante  ao 

longo de um diâmetro de um disco horizontal que roda com uma 

velocidade angular constante 

'v

ω  em torno da vertical.  
 

ωr

'vr

gr  

 
a) Determinar todas as forças fictícias ou inerciais que a 

mosca sente. 

b) Que distância é que a formiga pode percorrer antes de 

começar a escorregar, sabendo que o coeficiente de 

atrito estático entre a formiga e o disco é µe ? 



 

EXERCÍCIO 2 

 

Uma calha, com a forma indicada na figura, roda em torno do eixo 

vertical com uma velocidade angular ω constante. No interior da 

calha encontra-se uma pequena bola de massa m. 

 

θ 

m 

ω

R
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Sabendo que a bola inicialmente está em repouso (em relação à 

calha) na posição A, e que chega a B com velocidade nula, 

determine 

a) a velocidade angular ω; 

b) as forças exercidas pela calha sobre a bola. 

 

Nota: Despreze o atrito entre a bola e a calha. 



EXERCÍCIO 

 

Uma partícula de massa mm 21 =  com velocidade vr  colide com 

uma partícula de massa mm =2 , inicialmente em repouso. 

a) Supondo que a colisão é unidimensional, e que 4
3=ε , 

determine 

i) as velocidades das partículas após o choque; 

ii) a energia dissipada no choque. 

 b) Considerando que a colisão é bidimensional e elástica, e 

que a partícula incidente é deflectida segundo um ângulo 

1ϕ , mostre que 

i) 
11

11
2 cos

sin
tan

ϕ
ϕ

ϕ
f

f

vv
v
−

= ; 

ii) 
3

3cos4cos2 1
2

11 −±
=

ϕϕ
v

v f ; 

iii) o valor máximo de 1ϕ  é 30o. 

 c) Nas condições da alínea anterior, e para  1ϕ  = 30o, 

determine  e fv1
r

fv2
r

. 

 



EXERCÍCIO 

 

Considere um disco circular de raio R e massa M constituído por 

dois semi-discos de materiais diferentes. 

 

 

m 

2m 

M=3m 

R 

A 

 

 

Sabendo que a massa de um dos semi-discos é o dobro da massa 

do outro, determine 

a) a posição do centro de massa do disco; 

b) o momento de inércia do disco relativamente ao eixo 

perpendicular que passa pelo seu centro; 

c) o momento de inércia do disco relativamente ao eixo 

perpendicular que passa pelo seu centro de massa; 

d) a energia cinética do disco quando ele roda em torno do 

eixo perpendicular que passa pelo ponto A com uma 

velocidade angular ω. 

e) Mostre que o resultado anterior pode ser obtido 

calculando a energia cinética de translação e de rotação 

relativamente ao centro de massa. 

 

 



EXERCÍCIO 1

Um caixote de massa m sobe uma superfície inclinada, puxado

por um guincho. O coeficiente de atrito cinético entre o caixote e a

superfície é Cµ . O momento de inércia da roldana em relação ao

seu eixo é CMI . Sabendo que o motor exerce um momento TM

na roldana, determine a aceleração do caixote.

α

d

MT



EXERCÍCIO 2

Uma roda de um comboio rola sem escorregar num carril

horizontal. A roda está sujeita a uma força vertical VF
r

, aplicada no

seu centro, e a uma força horizontal HF
r

, aplicada no ponto de

contacto com a barra de ligação. A massa da roda é m e o seu

momento de inércia relativamente ao eixo perpendicular que

passa no seu centro de massa é ICM. Sabendo que o CM da roda

está a uma distância d do seu centro, como mostra a figura,

determine a aceleração angular da roda.
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EXERCÍCIO 1 

 
O esquema da figura representa um disco que roda em torno do 

eixo vertical com uma velocidade angular ω constante. Sobre o 

disco está colocada uma rampa, solidária com ele, que possui uma 

ranhura por onde é livre de deslizar (sem atrito) uma partícula de 

massa m. 

a) Escreva a lagrangeana da partícula e mostre que a 

equação do movimento desta se pode escrever na forma: 

gll 234 2 −=− ω&&  , 

 onde g é a aceleração da gravidade. 

b) Determine, em função de l, a velocidade da partícula. 
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EXERCÍCIO 2 

 

Na figura está representado um pêndulo simples em que a haste 

foi substituída por uma mola de constante elástica k e 

comprimento natural l0. Suponha que não há forças de atrito 

aplicadas. Escreva a lagrangeana deste pêndulo e obtenha as 

suas equações de movimento. 

 

 

m
l

O
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