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OE 0607

Faculdade de EngenhariaOndas Electromagnéticas no MIEEC

disciplina final da área de Teoria da Electricidade

• Circuitos (1º ano, tronco comum)

• Leis básicas dos circuitos eléctricos

• Electromagnetismo (2º ano, tronco comum)

• Campos eléctrico e magnético

• Ondas Electromagnéticas (2º ano, ramo Telecomunicações)

• Propagação de ondas electromagnéticas
• meios infinitos

• linhas de transmissão

• guias de onda

• Geração de ondas electromagnéticas

• antenas
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Escolaridade

• Teóricas
• 1 turma

• 2 X 1h por semana

• Teórico-práticas
• 4 turmas

• 1 X 2h por semana

• Laboratórios
• 4 turmas

• 3 X 2h por semestre

Lab1 (sala I220)
•turmas 11 e 12 � dia 29/3
•turmas 13 e 14 � dia 12/4

Lab2 (sala I220)
turmas 11 e 12 � dia 26/4
turmas 13 e 14 � dia 3/5

Lab3 (sala B236)
turmas 11 e 12 � dia 17/5
turmas 13 e 14 � dia 24/5
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Funcionamento

• Teóricas
• exposição e discussão da matéria

• resolução de exercícios (?)

• Teórico-práticas
• resolução de exercícios pelos docentes

• resolução de exercícios pelos alunos

• realização de microtestes

• Laboratórios
• realização de trabalhos de acordo com guiões fornecidos

• elaboração e entrega de relatórios
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2ª feira, 15h – 16h

5ª feira, 9h – 12h

5ª feira, 10h – 11h

2ª feira, 8h – 9h

atendimento

turma 12

Nuno Fidalgo

gab J 110

jfidalgo@fe.up.pt

turmas 11 e 13 
todos os 
alunos

Inês Carvalho

gab I 313

mines@fe.up.pt

todas as turmas

Carlos Pintassilgo

gab I 115

cdp@fe.up.pt

turma 14

Aníbal Matos

gab I 316

anibal@fe.up.pt

laboratóriospráticasteóricas
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Avaliação

• Exame final
• 70% da nota final

• consulta de formulário fornecido

• inclui pergunta sobre laboratório (apenas para alunos que frequentam disciplina)

• Microtestes
• 20% da nota final

• realizados nas aulas práticas sem aviso prévio

• curta duração (aprox 15 min)

• entre 7 a 9 durante o semestre

• 2 piores não contam para nota

• Componente laboratorial
• 10% da nota final

nota de frequência
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• Classificação de frequência - AD (0 – 20 valores)
• Microtestes – M (0 – 4 valores)

• média dos microtestes, excluindo os 2 piores

• Laboratórios – L (0 – 2 valores)

• média das classificações em cada trabalho

• Condições para obtenção de frequência
• Não exceder limite de faltas

• aulas TP (25% das previstas � 3 faltas)

• Labs (25% dos previstos � 1 falta)

• Classificação mínima 30%  em cada componente

• Microtestes

• Labs

• Alunos com dispensa de frequência
• Trabalhadores estudantes

• Para usar este direito não se podem inscrever nas turmas TP/Labs

Obtenção de frequência

6

20
)( ⋅+= LMAD
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Exame final – E (0 – 20 valores)
Nota de frequência – AD (0 – 20 valores)

• Alunos a frequentar

• Alunos com dispensa de frequência

• Melhoria de classificação

ECF=

AD0.3E0.7CF ⋅+⋅=

ECF=
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• Linhas de transmissão

• Tensão, corrente e impedância ao longo da linha; adaptação; transitórios

• Ondas electromagnéticas planas

• Propagação em meios infinitos e em meios com perdas; incidência em interfaces

• Guias de onda e cavidades

• Guias metálicos e dieléctricos

• Antenas e radiação

• Dipolos eléctrico e magnético; padrões de radiação; antenas finas e grupos de antenas

• Métodos Numéricos

• Diferenças finitas; elementos finitos
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1125Total

12Métodos Numéricos

14Radiação

11Apresentação/Revisão

27Guias de Onda

35
Ondas 

Electromagnéticas

36Linhas de transmissão

Aulas
Teórico-Práticas

Aulas
Teóricas
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• Livro recomendado
• D. K. Cheng, 'Field and Wave Electromagnetics', Addison Wesley Publishing, 1989. 

• Material fornecido
• Acetatos das aulas teóricas

• Folhas de problemas
• Apontamentos sobre guias de onda e cavidades

• Apontamentos sobre métodos numéricos

• Formulário

disponível na página da disciplina:

http://www.fe.up.pt/~mines/OE/
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• Sistemas de coordenadas
• Cartesiano

• Cilíndrico

• Esférico

• Análise vectorial
• Gradiente

• Rotacional

• Laplaciano

• Fasores

• Equações de Maxwell
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dz 
dy 

dx 

z 

x 
y 

dzdydxdV =

dzdydAx =

dzdxdA y =
dydxdAz =

zdzydyxdxld ˆˆˆ ⋅+⋅+⋅=
�
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dz 

dr 

rdφ 

r z 

φ 

zdzrdrrld ˆˆˆ ⋅+⋅+⋅= φφ
�

φddrrdAz =

dzdrdAr φ=
dzdrdA =φ

dzddrrdV φ=
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dr 
rdθ 

r sinθdφ 

r 

φ 

θ 

φθθ dddrrdV sin2=

φθθ ddrdAr sin2=
φθθ ddrrdA sin=

θφ ddrrdA =

θθφφθ ˆˆsinˆ ⋅+⋅+⋅= rddrrdrld
�
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• coordenadas cartesianas

• coordenadas cilíndricas

• coordenadas esféricas
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• coordenadas cartesianas

• coordenadas cilíndricas

• coordenadas esféricas

zr ArAA
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zrr

r
A
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φ

φ

∂
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∂
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• coordenadas cartesianas

• coordenadas cilíndricas

• coordenadas esféricas
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Fasores

• Sinais harmónicos nos tempos
• de fácil geração

• soluções de equações diferenciais lineares

• permitem decomposição de sinais genéricos (série de Fourier,…)

• Sinais sinusoidais são caracterizados por
• amplitude 

• frequência
• fase

• Podemos escrever

onde   

( ) ( )φω += tIti cos0

( ) ( ){ } { }tjtj IeeIti ωφω ReRe 0 == +

φjeII 0= Fasor
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Propriedades importantes dos fasores

• Linearidade

• Derivação

• Integração

( ) ( ) 2121 bVaVtbvtav +→+

( )
Xj

dt

tdx ω→

( )
ωj
X

dttx →�
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Exemplo

Circuito RLC série

( )tV ωcos0

R

C

L

±

resistência:

bobina:

condensador: 
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• Lei de Faraday:

• Lei de Ampére:

• Lei de Gauss:

t

B
E

∂
∂−=×∇
�

�

ρ=⋅∇ D
�

t

D
JH

∂
∂+=×∇
�

��

0=⋅∇ B
�

• notação fasorial
• meios LHI (ε, µ)

HB

ED
��

��

µ
ε

=

=

0=⋅∇

=⋅∇

+=×∇

−=×∇
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E

EjJH
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�

���

��

ε
ρ

ωε
ωµ
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• Tempos de propagação são desprezáveis, sentindo-se de forma instantânea o 
efeito do sinal de entrada em todos os seus element os

• Análise é válida apenas quando as dimensões dos dife rentes elementos são muito 
menores do que o comprimento de onda do sinal de en trada

• Ex:

Para v=c

( )tV ωcos0

R

C

L

±

cm5.12GHz4.2

km6000Hz50

=→=
=→=
λ

λ
f

f
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• Quando as dimensões dos circuitos são comparáveis a o comprimento de onda 
dos sinais, é necessário considerar a variação deste s ao longo do circuito

���� A análise destes circuitos requer a utilização de e lementos (resistências, 
bobinas, condensadores) distribuídos ao longo do ci rcuito

Circuitos de parâmetros distribuídos

l

±

λ
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Linhas de transmissão

OE - MIEEC 2006/2007
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• A equação

é satisfeita por qualquer função escalar u(x,t) do tipo

Equação de onda escalar

( ) ( )
0

,1,
2

2

22

2

=
∂

∂−
∂

∂
t

txu

cx

txu
EQUAÇÃO DE ONDA

( ) ( )ctxftxu ±=,
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Seja ( )⋅f

⋅

x

( )1,txu

( )0, =txu

( )2,txu

( )1,txu

( )2,txu

• se  u(x,t)=f(x-ct)

( )0, =txu

x

• se u(x,t)=f(x+ct)
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Faculdade de EngenhariaVelocidade de propagação

• Para determinar a velocidade de propagação da onda é necessário considerar 
a velocidade com que um dado ponto do perfil f se propaga.

c
dt

dx
v ==� sendo x±ct=const., tem-se dx±cdt=0  

• Na equação

este termo está associado à velocidade de propagação

0
1

2

2

22

2

=
∂
∂−

∂
∂

t

u

cx

u
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solução da equação de onda

quando 

Soluções harmónicas

fπω 2=

( ) ( )
0

,1,
2

2

22

2

=
∂

∂−
∂

∂
t

txu

vx

txu

kv=ω

fvvf λ
λ
ππ =⇔= 2

2

( ) ( )kxtAtxu −= ωcos,

λ
π2=k
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Linha de transmissão

l

±

λ

necessidade de considerar
elementos distribuídos

ao longo do circuito

R: resistência por unidade de comprimento � Ω/m
L: indutância por unidade de comprimento � H/m

C: capacidade por unidade de comprimento � F/m
G: condutância por unidade de comprimento � S/m
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Para distância ∆∆∆∆z

zR∆ zL∆

zG∆zC∆

z∆

i(z+∆z,t)i(z,t)

+ +

--
v(z,t) v(z+∆z,t)

( )
( )

( )
( )

t

tzzv
zCi

tzzvzGi
t

tzi
zLv

tzizRv

C

G

L

R

∂
∆+∂∆=

∆+∆=
∂

∂∆=

∆=

,

,

,

,
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) 0,
,

,,

,
,

,,

=∆++
∂

∆+∂∆+∆+∆+−

∆++
∂

∂∆+∆=

tzzi
t

tzzv
zCtzzvzGtzi

tzzv
t

tzi
zLtzizRtzv

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
t

tzv
CtzvG
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tzi
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tzi
LtziR

z

tzv

∂
∂+=

∂
∂−

∂
∂+=

∂
∂−

,
,

,

,
,

, ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )zVCjG

dz

zdI

zILjR
dz

zdV

ω

ω

+=−

+=−
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( )( )CjGLjR ωωγ ++=

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )zVCjG

dz

zdI

zILjR
dz

zdV

ω

ω

+=−

+=− ( ) ( )

( ) ( )zI
dz

zId

zV
dz

zVd

2
2

2

2
2

2

γ

γ

=

=

( )1m−+= βαγ j

Solução geral:

( )
( ) zz

zz

eIeIzI

eVeVzV
γγ

γγ

−−+

−−+

+=

+=

00

00

γ � constante de propagação
α� constante de atenuação
β � constante de fase
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )zVCjG

dz

zdI

zILjR
dz

zdV

ω

ω

+=−

+=−

( )
( ) zz

zz

eIeIzI

eVeVzV
γγ

γγ

−−+

−−+

+=

+=

00

00

γ
ωLjR

I

V

I

V +=−= −

−

+

+

0

0

0

0

tensão e corrente na linha
completamente determinadas
por 2 constantes
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Impedância característica

Impedância característica:
quociente entre a tensão e a 
corrente para uma linha infinita

γ
ωLjR

I

V

zI

zV
Z

+=== +

+

0

0
0 )(

)( ( )Ω
+
+=

CjG

LjR
Z

ω
ω

0

±

++
00 , IV

−−
00 , IV

linha infinita ���� não há reflexões 000 == −− IV
( )
( ) +

+

=
0

0

I

V

zI

zV
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Impedância característica

0
0

0

0

0 Z
I

V

I

V
=−= −

−

+

+

( )
( ) zz

zz

eIeIzI

eVeVzV
γγ

γγ

−−+

−−+

+=

+=

00

00

( )

( ) zz

zz

e
Z

V
e

Z

V
zI

eVeVzV

γγ

γγ

0

0

0

0

00

−
−

+

−−+

−=

+=

para uma linha de comprimento finito:
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Características importantes – resumo 

Constante de propagação

( )( ) ( )1m−++=+= CjGLjRj ωωβαγ

( )Ω
+
+=

CjG

LjR
Z

ω
ω

0

Velocidade de propagação

Impedância característica

( )1ms−=
β
ω

v

Comprimento de onda ( )m
2

β
πλ =

Caso geral

•atenuação depende da frequência

•velocidade depende da frequência

Distorção de sinais
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Casos particulares – linhas sem perdas 

Constante de propagação

LC

LCjj

ωβ

α
ωβαγ

=

=
=+=

0

C

L
Z =0

Velocidade de propagação

Impedância característica

LC
v

1=

Linha sem perdas  ���� R=G=0

•não há atenuação
•velocidade constante
•impedância constante e real

não há distorção
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Casos particulares – linha sem distorção 

Constante de propagação ( )

LC

L

C
R

L

C
LjRj

ωβ

α

ωβαγ

=

=

+=+=

C

L
Z =0

Velocidade de propagação

Impedância característica

LC
v

1=

Linha sem distorção  ���� R/L=G/C

•atenuação constante
•velocidade constante
•impedância constante e real

não há distorção
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Parâmetros das linhas de transmissão 

•O comportamento de uma dada linha depende da frequê ncia de operação e dos seus 
parâmetros R, L, G e C

•Estes parâmetros dependem da geometria da linha e d os materiais que a constituem

Seja

σ � condutividade do dieléctrico

σC � condutividade dos condutores
ε � permitividade eléctrica do dieléctrico

µ � permeabilidade magnética do dieléctrico

µC � permeabilidade magnética do condutor
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Parâmetros das linhas de transmissão 

a

b

a

D

a

h
W

2h
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Linhas de comprimento infinito 

±gV

−−
00 , IV

++
00 , IV

gZ

z

+

−
( )zV

( )zI

( )zZ

comprimento infinito  ���� não há reflexões

( )
( ) z

z

eIzI

eVzV
γ

γ

−+

−+

=

=

0

0 ( ) ( )
( ) 0

0

0 Z
I

V

zI

zV
zZ === +

+
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Linhas de comprimento finito 

±gV

gZ

0

+

−
( )zV

( )zI

( )zZ

LZ

+

−
( )zV

( )zI
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−
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o
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=
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−+
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�
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⇔
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−
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1
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ZZIV
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L
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z
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z
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eZZeZZI
Z
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eZZeZZIzV
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−

−
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Impedância ao longo da linha 

z

LZ±gV

gZ

+

−
( )zV

( )zI

( )zZ

+

−
( )zV

( )zI

+

−
LV

LI

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) z

L
z

L

z
L

z
L

eZZeZZ

eZZeZZ
Z

zI

zV
zZ γγ

γγ

00

00
0 −−+

−++== −

−

( ) ( ) ( )[ ]
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L
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z
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z
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eZZeZZI
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eZZeZZIzV
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2

1
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1
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−

−
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( ) ( ) L

zzzz

zz
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ZeeZee
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ZzZ γγγγ

γγγγ
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0
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0

( ) ( )
( )zZZ

zZZ
ZzZ

L

L

γ
γ

tanh

tanh

0

0
0 −

−
=

'z

( ) ( )
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'tanh
'

0
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0 zZZ

zZZ
ZzZ
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γ

+
+

=
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−
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Impedância ao longo da linha 

z

LZ±gV

gZ

+

−
( )zV

( )zI

( )zZ

+

−
( )zV

( )zI

+

−
LV

LI

'z

linhas sem perdas βγ j= ( ) ( )xjjx tantanh =

( ) ( )
( )'tan

'tan
'

0

0
0 zjZZ

zjZZ
ZzZ

L

L

β
β

+
+

=

linha de comprimento l

( )
( )ljZZ

ljZZ
ZZ

L

L
in β

β
tan

tan

0

0
0 +

+
=

( ) ( )
( )'tanh

'tanh
'

0

0
0 zZZ

zZZ
ZzZ

L

L

γ
γ

+
+

=
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Impedância de entrada  - casos particulares

linha sem perdas, de linha de comprimento l ( )
( )ljZZ

ljZZ
ZZ

L

L
in β

β
tan

tan

0

0
0 +

+
=

0ZZL = 0ZZ in =

∞=LZ ( )ljZZ in βcotg0−=

2

λ
nl = Lin ZZ =

0=LZ ( )lanjZZ in βt0=

( )
4

12
λ−= nl

L
in Z

Z
Z

2
0=
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Casos particulares:

0ZZL = 0=ΓL

∞=LZ 1=ΓL

0=LZ 1−=ΓL

Não há reflexões
Linha adaptada

Coeficiente de reflexão

Coeficiente de reflexão (tensão) ���� quociente entre tensão reflectida e tensão incident e

( )
( ) +

−

=
=
=

=Γ
00

0

V

V

zV

zV
o

inc

ref
L

na carga:

0

0

ZZ

ZZ

L

L
L +

−=Γ

( )

( )00

00

2

1
2

1

ZZIV

ZZIV

LL

LL

−=

+=

−

+

Notas:

1. Em geral,      é complexo ����

2. Para a corrente:

LΓ ΓΓ=Γ θj
LL e||

L

Z
V

Z
V

inc

ref
I

V

V

I

I

I

I
Γ−=−=

−
===Γ +

−

+

−

+

−

0

0

0

0

0

0

0

0
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Coeficiente de reflexão

Coeficiente de reflexão (tensão) ���� quociente entre tensão reflectida e tensão incident e

( )
( ) +

−

=
=
=

=Γ
00

0

V

V

zV

zV
o

inc

ref
L

na carga:
ΓΓ=

+
−=Γ θj

L
L

L
L e

ZZ

ZZ

0

0

ao longo da linha:
( )
( )

z
Lz

z
o

inc

ref e
eV

eV

zV

zV
z γ

γ

γ
2

0

)( Γ===Γ −+

−

zz −='

'2)'( z
Lez γ−Γ=Γ

linhas sem perdas: βγ j= ( )'2)'( zj
L ez βθ −ΓΓ=Γ
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Faculdade de EngenhariaCoeficiente de reflexão na carga

00 RZ

jXRZ LLL

=
+=
(linha sem perdas)

0, ≥+= LLLL rjxrz

1

1

0

0

0

0

+

−
=

+
−

=Γ

Z

Z
Z

Z

ZZ

ZZ

L

L

L

L
L

( )
( ) LL

LL
L jxr

jxr

++
+−=Γ

1

1( )
( ) 1

1

1
≤

++
+−

=Γ
LL

LL
L jxr

jxr

0min
0 ZZ LL =�=Γ

01 =�=Γ LMAXL r
10 ≤Γ≤ L

seja
0Z

Z
z L

L =

impedância de carga
normalizada
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Tensão ao longo da linha

( ) zjzj eVeVzV ββ −−+ += 00

z

( ) ( ) ( )zjzjzj eeVeVVzV βββ −−−−+ ++−= 000

( ) ( ) ( )zVeVVzV zj ββ cos2 000
−−−+ +−=

( )
2

cos
jxjx ee

x
−+=

onda móvel onda estacionária
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Ondas móveis e estacionárias

•seja ( ) zjAezV β−=•seja ( ) { } ( ){ } ( )ztAAeeAetzv ztjtjzj βωβωωβ −=== −− cosReRe,

z
onda móvel

( ) ( )zAzV βcos=•seja ( ) ( ){ } ( ) ( )tzAezAtzv tj ωββ ω coscoscosRe, ==

onda estacionária
z

nodos
( v=0 para qualquer t )
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Tensão ao longo da linha

( ) zjzj eVeVzV ββ −−+ += 00

z

onda móvel   +   onda estacionária

( ) ( )zj
L

zj eeVzV ββ 2
0 1 Γ+= −+

( ) ( )( ) ( )( )
( )'2cos21

'2sin'2cos1'

2
0

22
0

zV

zzVzV

LL

LL

βθ

βθβθ

−Γ+Γ+=

−Γ+−Γ+=

Γ
+

ΓΓ
+

periódico
período= λλλλ/2

( ) ( )
( )( )'2'

0

'2'
0

1

1'
zj

L
zj

zj
L

zj

eeV

eeVzV
βθβ

ββ

−+

−+

ΓΓ+=

Γ+=

'z
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Tensão ao longo da linha - exemplo

( ) ( )'2cos21'
2

0 zVzV LL βθ −Γ+Γ+= Γ
+

para

( )m2m1

5.0

V1

1

4

0

πλβ

π

=�=

=Γ

=

−

+

j

L e

V

012345678910
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

2

λ
min

V

MAX
V
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Máximos e mínimos de tensão 

•mínimos de tensão: ( ) 1'2cos −=−Γ zβθ

( ) ( )'2cos21'
2

0 zVzV LL βθ −Γ+Γ+= Γ
+

•localização: πβθ nzM 22 / −=−Γ ( )Γ+= θπ
β

nzM 2
2

1/

n

z 0'≥
inteiro

•localização: ( )πβθ 122 / +−=−Γ nzm ( )[ ]Γ++= θπ
β

12
2

1/ nzm
n

z 0'≥
inteiro

•valor: LLVV Γ−Γ+= + 21
2

0min
( )LVV Γ−= + 10min

•valor: LLMAX
VV Γ+Γ+= + 21

2
0

( )LMAX
VV Γ+= + 10

•máximos de tensão: ( ) 1'2cos +=−Γ zβθ
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Tensão ao longo da linha - exemplo

( ) ( )'2cos21'
2

0 zVzV LL βθ −Γ+Γ+= Γ
+

para

( )m2m1

5.0

V1

1

4

0

πλβ

π

=�=

=Γ

=

−

+

j

L e

V

012345678910
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

min
V

MAX
V

( ) 5.110 =Γ+= +
LMAX

VV

( ) 5.010min
=Γ−= +

LVV

8

π

8

5π
πλ =

28
/ ππ += nzM

8

5/ ππ += nzm
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SWR 

SWR (Voltage Standing Wave Ratio) :

quociente entre tensão máxima e mínima

( )
( )L

LMAX

V

V

V

V
SWR

Γ−

Γ+
==

+

+

1

1

0

0

min L

LSWR
Γ−
Γ+

=
1

1

1

1

+
−=Γ

SWR

SWR
L

Nota: 1≥SWR
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SWR – casos particulares 

0

0

ZZ

ZZ

L

L
L +

−
=Γ

L

LSWR
Γ−
Γ+

=
1

1

1

1

+
−=Γ

SWR

SWR
L

Casos particulares:

0ZZL = 0=ΓL min
VV

MAX
=

não há reflexões

não há onda estacionária

1=SWR 0=ΓL

linha adaptada 1=SWR

1=SWR
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SWR – casos particulares 

0

0

ZZ

ZZ

L

L
L +

−
=Γ

L

LSWR
Γ−
Γ+

=
1

1

1

1

+
−=Γ

SWR

SWR
L

Casos particulares:

∞=LZ 1=ΓL

0=LZ 1−=ΓL
∞=SWR

( ) ++ =Γ+= 00 21 VVV LMAX

( ) 010min
=Γ−= +

LVV

∞=SWR

+= 02VV
MAX

0
min

=V
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Corrente ao longo da linha

( ) zjzj eIeIzI ββ −−+ += 00

z

onda móvel   +   onda estacionária

( ) ( )zj
L

zj ee
Z

V
zI ββ 2

0

0 1 Γ−= −
+

( ) ( )( ) ( )( )

( )'2cos21

'2sin'2cos1'

2

0

0

22

0

0

z
Z

V

zz
Z

V
zI

LL

LL

βθ

βθβθ

−Γ−Γ+=

−Γ−+−Γ−=

Γ

+

ΓΓ

+

periódico
período= λλλλ/2

( ) ( )
( )( )'2'

0

0

'2'

0

0

1

1'

zj
L

zj

zj
L

zj

ee
Z

V

ee
Z

V
zI

βθβ

ββ

−
+

−
+

ΓΓ−=

Γ−=

'z
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Máximos e mínimos de corrente 

•mínimos de corrente: ( ) 1'2cos =−Γ zβθ

( ) ( )'2cos21'
2

0

0
z

Z

V
zI LL βθ −Γ−Γ+= Γ

+

•localização: ( )πβθ 12'2 +−=−Γ nz ( )[ ]Γ++= θπ
β

12
2

1
' nz

n

z 0'≥
inteiro

•localização: πβθ nz 2'2 −=−Γ ( )Γ+= θπ
β

nz 2
2

1
'

n

z 0'≥
inteiro

•valor: LLZ

V
I Γ−Γ+=

+

21
2

0

0

min
( )LZ

V
I Γ−=

+

1
0

0

min

•valor: LLMAX Z

V
I Γ+Γ+=

+

21
2

0

0 ( )LMAX Z

V
I Γ+=

+

1
0

0

•máximos de corrente: ( ) 1'2cos −=−Γ zβθ
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Tensão e corrente – localização de máximos e mínimos  

( ) 1'2cos =−Γ zβθ

( ) ( )'2cos21'
2

0

0
z

Z

V
zI LL βθ −Γ−Γ+= Γ

+

( )[ ]Γ++= θπ
β

12
2

1/ nzm
n

z 0'≥
inteiro

( )Γ+= θπ
β

nzM 2
2

1/

n

z 0'≥
inteiro

( ) 1'2cos −=−Γ zβθ

( ) ( )'2cos21'
2

0 zVzV LL βθ −Γ+Γ+= Γ
+

máximos de tensão
e

mínimos de corrente

máximos de tensão
e

mínimos de corrente

mínimos de tensão
e

máximos de corrente
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Linhas em circuitos 

±gV

gZ

0

LZ

+

−
inV

inI

+

−
LV

LI

( )
( )lzII

lzVV

VZIV

in

in

inging

−==
−==

+=

( )

( ) zozo

z
o

z
o

e
Z

V
e

Z

V
zI

eVeVzV

γγ

γγ

00

−
−

+

−−+

−=

+=

zl− ( )00 2

1
ZZIV LL +=+

( ) [ ]
( ) [ ]l

L
l

LLin

l
L

l
LLin

eeZZI
Z

I

eeZZIV

γγ

γγ

2
0

0

2
0

1
2

1

1
2

1

−

−

Γ−+=

Γ++=

( ) ( ) ( )[ ]l
L

l
Lg

l
LLg eZeZeZZI

Z
V γγγ 2

0
2

0
0

11
2

1 −− Γ++Γ−+=
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Linhas em circuitos 

±gV

gZ

0

LZ

+

−
inV

inI

+

−
LV

LI

zl−

( ) ( ) ( )[ ]l
L

l
Lg

l
LLg eZeZeZZI

Z
V γγγ 2

0
2

0
0

11
2

1 −− Γ++Γ−+=

( ) ( )[ ]l
Lgg

gl
LL

eZZZZ

VZ
eZZI γ

γ
2

00

0
02

1
−Γ−++

=+

0

0

ZZ

ZZ

g

g
g +

−
=Γ (coeficiente de reflexão no gerador)

( ) [ ]l
Lg

g

g

l
LL

e

V

ZZ

Z
eZZI γ

γ
2

0

0
0

12

1
−ΓΓ−+

=+

( )00 2

1
ZZIV LL +=+

( )

( )
�
�

�

�

	
	




�

ΓΓ−
Γ−

+
=

�
�

�

�

	
	




�

ΓΓ−
Γ+

+
=

−
−

−

−
−

−

l
Lg

z
Lz

g

l
g

l
Lg

z
Lz

g

l
g

e

e
e

ZZ

eV
zI

e

e
e

ZZ

eVZ
zV

γ

γ
γ

γ

γ

γ
γ

γ

2

2

0

2

2

0

0

1

1

1

1
tensão e corrente definidas à custa de 

gL VZlZ ,,,,0 γ
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Linhas em circuitos 

±gV

gZ

0

LZ

+

−
inV

inI

+

−
LV

LI

zl−

( )

( )
�
�

�

�

	
	




�

ΓΓ−
Γ−

+
=

�
�

�

�

	
	




�

ΓΓ−
Γ+

+
=

−
−

−

−
−

−

l
Lg

z
Lz

g

l
g

l
Lg

z
Lz

g

l
g

e

e
e

ZZ

eV
zI

e

e
e

ZZ

eVZ
zV

γ

γ
γ

γ

γ

γ
γ

γ

2

2

0

2

2

0

0

1

1

1

1

( ) ( )( ) 122

0

0 11
−−−

−

ΓΓ−Γ+
+

= l
Lg

z
L

z

g

l
g eee

ZZ

eVZ
zV γγγ

γ

( ) ( ) ( ) ( )
�
�

��
� +ΓΓΓ+ΓΓ+ΓΓΓ+ΓΓ+Γ+

+
= −−−−−−−

−

�
z

L
l

Lg
zl

Lg
z

L
l

Lg
zl

Lg
z

L
z

g

l
g eeeeeeeeee

ZZ

eVZ γγγγγγγγγγ
γ

222222

0

0

( ) ( )
�
�

��
� +ΓΓ+ΓΓ+Γ+

+
= −−−

−

�
222

0

0 1 l
Lg

l
Lg

z
L

z

g

l
g eeee

ZZ

eVZ γγγγ
γ

�++++=
−

321
1

1
xxx

x
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Linhas em circuitos 

±gV

gZ

0

LZ

+

−
inV

inI

+

−
LV

LI

zl−

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
�
�

��
� +ΓΓΓ+ΓΓ+ΓΓΓ+ΓΓ+Γ+

+
= −−−−−−−

−

�
z

L
l

Lg
zl

Lg
z

L
l

Lg
zl

Lg
z

L
z

g

l
g eeeeeeeeee

ZZ

eVZ
zV γγγγγγγγγγ

γ
222222

0

0

( ) �++++++= −−+−−+−−+ zzzzzz eVeVeVeVeVeVzV γγγγγγ
332211

−−+ Γ= 1
2

2 VeV l
g

γ

+− Γ= 33 VV L

−−+ Γ= 2
2

3 VeV l
g

γ

+
2V

+− Γ= 22 VV L

−
2V

g

l
g

ZZ

eVZ
V

+
=

−
+

0

0
1

γ

+
1V

+− Γ= 11 VV L

−
1V
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Linhas em circuitos 

±gV

gZ

0

LZ

+

−
inV

inI

+

−
LV

LI

zl−

( ) �++++++= −−+−−+−−+ zzzzzz eVeVeVeVeVeVzV γγγγγγ
332211

+
2V

−
2V

+
1V

−
1V

( ) ( ) ( ) zzzz eVeVeVVVeVVVzV γγγγ −−+−−−−+++ +=+++++++= 00321321 ��



OE 0607
Linhas 43

Faculdade de EngenhariaPotência na linha de transmissão – linha sem perdas

( ) ( )( )
( ) ( )( )'2'

0

0

'2'
0

1'

1'

zj
L

zj

zj
L

zj

ee
Z

V
zI

eeVzV

βθβ

βθβ

−
+

−+

Γ

Γ

Γ−=

Γ+=

(linha sem perdas)

( ) ( ) ( ){ }''Re
2

1
' * zIzVzPmed =

( ) ( )( )( ) ( )( )
��

�
�
�

��

�
�
�

Γ−Γ+= −−−
+

−+ ΓΓ '2'

0

*

0'2'
0 11Re

2

1
' zj

L
zjzj

L
zj

med ee
Z

V
eeVzP βθββθβ

( ) ( )( ){ }'2'22

0

2

0
1Re

2
zjzj

LL ee
Z

V
βθβθ −−−

+

ΓΓ −Γ+Γ−=

( ){ }'2sin21Re
2

2

0

2

0
zj

Z

V
LL βθ −Γ+Γ−= Γ

+

( ) ( ) constante1
2

'
2

0

2

0
=Γ−=

+

Lmed Z

V
zP

incidente reflectida

potência fornecida pelo gerador à linha

potência absorvida na carga
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( ) ( )( )
( ) ( )( )'2'2''

0

0

'2'2''
0

1'

1'

zjz
L

zjz

zjz
L

zjz

eeee
Z

V
zI

eeeeVzV

βθαβα

βθαβα

−−
+

−−+

Γ

Γ

Γ−=

Γ+=
( ) ( ) ( ){ }''Re

2

1
' * zIzVzPmed =

( ) ( )( )( ) ( )( )
��

�
�
�

��

�
�
�

Γ−Γ+= −−−−
+

−−+ ΓΓ '2'2''

0

*

0'2'2''
0 11Re

2

1
' zjz

L
zjzzjz

L
zjz

med eeee
Z

V
eeeeVzP βθαβαβθαβα

( ){ }'2sin21Re
2

'2'42'2

0

2

0
zejee

R

V
z

L
z

L
z βθααα −Γ+Γ−= Γ

−−
+

( ) ( )'22'2

0

2

0

2
' z

L
z

med ee
R

V
zP αα −

+

Γ−= ( ) ( )2

0

2

0

, 1
2

0' LmedLmed R

V
zPP Γ−===

+

( ) ( )l
L

l
medinmed ee

R

V
lzPP αα 222

0

2

0

, 2
' −

+

Γ−===

00 RZ =se
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( )

( ) 22

22

22

1

2

1

1

imre

im
L

imre

imre
L

x

r

Γ+Γ−
Γ=

Γ+Γ−
Γ−Γ−

=

Impedância de carga ���� coeficiente de reflexão

1

1

+
−=Γ

L

L
L z

z
onde

0Z

Z
z L

L = (impedância de carga normalizada)

00 RZ

jXRZ LLL

=
+=

(linha sem perdas)

LLL jxrz +=

imre
j

LL je Γ+Γ=Γ=Γ Γθ

L

L
Lz

Γ−
Γ+=

1

1

( )
( ) imre

imre
LL j

j
jxr

Γ−Γ−
Γ+Γ+=+

1

1



OE 0607
Linhas 46

Faculdade de Engenharia

reΓ

imΓ

( )

( ) 22

22

22

1

2

1

1

imre

im
L

imre

imre
L

x

r

Γ+Γ−
Γ=

Γ+Γ−
Γ−Γ−

=

Impedância de carga ���� coeficiente de reflexão

2

2

2

1

1

1 ��
�

�
		



�

+
=Γ+��

�

�
		



�

+
−Γ

L
im

L

L
re rr

r

Lr+1

1

L

L

r

r

+1

( ) ( ) 22
0

2
0 Ryyxx =−+−

( )
0

1

=Γ
+=Γ

im

LLre rrcentrada em

circunferência de raio ( )Lr+11

Os coeficientes de reflexão de todos os ZL
cuja parte real é rL estão nesta circunferência 
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reΓ

imΓ

Impedância de carga ���� coeficiente de reflexão

2

2

2

1

1

1 ��
�

�
		



�

+
=Γ+��

�

�
		



�

+
−Γ

L
im

L

L
re rr

r

Notas:

curva não depende de xL

0=Γim 1
1

1
,, =Γ∨

+
−=Γ dre

L

L
ere r

r

1
1

1

+
−

L

L

r

r

0=Lr 1, −=Γ ere

para qualquer ZL

∞=Lr 1, =Γ ere

1−

circuito aberto
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reΓ

imΓ

( )

( ) 22

22

22

1

2

1

1

imre

im
L

imre

imre
L

x

r

Γ+Γ−
Γ=

Γ+Γ−
Γ−Γ−

=

Impedância de carga ���� coeficiente de reflexão

( )
2

2 11
1 ��

�

�
		



�
=��
�

�
		



�
−Γ+−Γ

LL
imre xx

( ) ( ) 22
0

2
0 Ryyxx =−+−

circunferência de raio Lx1

Lim

re

x1

1

=Γ
=Γcentrado em

Lx

1

Lx

1

1

1≤ΓL

Os coeficientes de reflexão de todos os ZL
cuja parte imaginária é xL estão aqui 
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reΓ

imΓ

Impedância de carga ���� coeficiente de reflexão

Lx

1

Lx

1

1

Notas:

curva não depende de rL

( )
2

2 11
1 ��

�

�
		



�
=��
�

�
		



�
−Γ+−Γ

LL
imre xx

Lx

1−

0=Lx

0=Lx raio infinito

curvas simétricas para  xL < 0
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reΓ

imΓ

1

xL constante

rL constante
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Faculdade de EngenhariaDiagrama de Smith
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Γθ

reΓ

imΓ

Diagrama de Smith

1

LΓ

LZ

•a partir de:

ponto no diagrama ( intersecção de curvas referente s a rL e xL )

ΓθeLΓ

rL e xL

Lx

Lr

LΓ

•a partir de:
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ao longo da linha:

zz −='

'2)'( z
Lez γ−Γ=Γ

linhas sem perdas: βγ j= ( )'2)'( zj
L ez βθ −ΓΓ=Γ

reΓ

imΓ

1

módulo constante

fase diminui com z’

em direcção ao gerador

em direcção à carga

( )
( ) 0

0)(
ZzZ

ZzZ
z

+
−=Γ

Nota:

( )
( )

z
Lz

z
o

inc

ref e
eV

eV

zV

zV
z γ

γ

γ
2

0

)( Γ===Γ −+

−

diagrama de Smith pode 
ser usado para determinar

a partir de   ( )zZ )(zΓ
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No diagrama de Smith as distâncias medem-se em fracç ões de λλλλ

reΓ

imΓ

1

em direcção ao gerador

em direcção à carga

( )'2)'( zj
L ez βθ −ΓΓ=Γ quando  πβ 2'2 =z

22

2
'

λ
β
π ==z

a uma volta completa (360º) 

corresponde distância =  λλλλ/2

posição inicial  
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1. marcar no diagrama ponto correspondente à impedânc ia de carga normalizada, zL ���� ponto P1

2. desenhar circunferência centrada na origem que pa ssa por P1

3. traçar segmento de recta que passa pela origem e por P1

4. traçar segmento de recta que passa na origem e co rresponde a rotação de l em direcção ao 

gerador

5. intersecção da circunferência com este segmento ���� ponto P2

6. , onde z in é directamente obtido de P2

reΓ

imΓ

1

0ZzZ inin ⋅=

P1

P2



OE 0607
Linhas 56

Faculdade de EngenhariaAdmitância

reΓ

imΓ

1

( ) ( )
( )'tan

'tan
'

0

0
0 zjZZ

zjZZ
ZzZ

L

L

β
β

+
+

= ( )
( ) LL

L

Z

Z

jZZ

jZZ
ZzZ

2
0

0

0
0 2tan

2tan

4
' =

+
+

=�
�

�
	



� =
π
πλ

( )
LZ

Z

Z

Z 0

0

4 =λ( ) Lyz =4λ

º3602 ⇔λ

º1804 ⇔λ

1. marcar zL

2. rodar 180º

Ly

Lz
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( ) ( )'2cos21'
2

0

0
z

Z

V
zI LL βθ −Γ−Γ+= Γ

+

( ) ( )'2cos21'
2

0 zVzV LL βθ −Γ+Γ+= Γ
+

( ) 1'2cos =−Γ zβθ ���� máximos de tensão e mínimos de corrente

���� mínimos de tensão e  máximos de corrente( ) 1'2cos −=−Γ zβθ

( ) ( )'2' zj
L ez βθ −ΓΓ=Γ

máximos de tensão quando ( ) πnz 2' =Γ∠

mínimos de tensão quando ( ) ( )π12' +=Γ∠ nz
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reΓ

imΓ

1

máximos de tensão quando ( ) πnz 2' =Γ∠

mínimos de tensão quando ( ) ( )π12' +=Γ∠ nz

máximos de tensão

mínimos de tensão

Notas:

1. máximos e mínimos ocorrem quando 

a impedância da linha é real

2. como seria de esperar, pontos de 

máximos (mínimos) estão separados 

por nλλλλ/2
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0

0

ZZ

ZZ

L

L
L +

−=Γ

adaptação de linhas:

1. entrega de potência máxima à carga

2. evitar distorção dos sinais a transmitir

( )2

0

2

0
1

2 Lmed Z

V
P Γ−=

+

onde

0=ΓL
potência entregue à
carga é máxima

é vantajoso que a linha
esteja adaptada

linha sem perdas:

0ZZL =
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( ) ( )
( )'tan

'tan
'

0

0
0 zjZZ

zjZZ
ZzZ

L

L

β
β

+
+

=
( )
( ) LL

L

Z

Z

jZZ

jZZ
ZzZ

2
0

0

0
0 2tan

2tan

4
' =

+
+

=�
�

�
	



� =
π
πλ

4λ

LZ

linha de quarto de comprimento
pode ser usada para adaptar
impedâncias
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( )
LZ

Z
Z

2

0
/

=

LZ0Z

4λ

/

0Z
LZ0Z

linha desadaptada

00
/ ZZZ L=

0Z=

linha adaptada

0ZZL ≠

Nota: ZL tem de ser real
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( )
1

2

0
/

R

Z
Z =

4λ

/

0Z LZ0Z

010
/ ZRZ =

1d

11 RZ =
0Z=linha adaptada

0Z
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0ZZ =

4λ

010
/ ZRZ = LZ0Z

1d

11 RZ =

0ZL

LSWR
Γ−
Γ+

=
1

1

0

0

ZZ

ZZ

L

L
L +

−=Γ

0≠ΓL0
01

01 ≠
+
−

=Γ
ZR

ZR
L

troços desadaptados

0
00

00 =
+
−=Γ

ZZ

ZZ
L

1≠SWR1≠SWR1=SWR

troço adaptado
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LZ

0ZZ =
4λ

010
/ ZRZ =0Z

1d
11 RZ =

0Z

reΓ

imΓ

1

0Z

Z
z L

L =Lz
1d

1r 011 ZrR =

010
/ ZRZ =
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reΓ

imΓ

1
reΓ

imΓ

1

Adaptação com linhas λλλλ/4  – frequência diferente

LZ

02 ZZ =
42 pd λ=

0Z

1d
11 RZ =

0Z

Lz
1d

1r

projecto: pff =

linha desadaptada

p
p f

v=λ
d

d f

v=λ

010
/ ZRZ =

4/2 dd λ≠

1z
Lz

1d

11 rz ≠

010
/ ZRZ ≠

02 ZZ ≠

pd fff ≠=frequência diferente:
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linha adaptada

a
a jB

jX
1=

Adaptação com elementos reactivos

LZ0Z

Nota:
elementos em paralelo ���� trabalhar com admitâncias

ajBYY += 12

1d

se 1
0

1

1
jB

Z
Y +=

02 ZZ =

0
2

1

Z
Y =

1BBa −=

Dimensionar adaptador ���� determinar        e aX 1d

para que { }
0

1

1
Re

Z
Y =para que { } 0Im 2 =Y

( )
( )10

10

0
1 tan

tan1

djZZ

djZZ

Z
Y

L

L

β
β

+
+=

0>aX
ω

= aX
Lindutância

0<aX
aX

C
ω

= 1capacidade
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a
a jB

jX
1=

Adaptação com elementos reactivos  – diagrama de Smi th

LZ0Z

ajBYY += 12

1d

1
0

1

1
jB

Z
Y +=

admitâncias normalizadas:

0Z

Z
z =

0
01

YZ
Z

Z

z
y ===

11 1 jby +=

aa jby =

ajbyy += 12

condição de adaptação: 02 ZZ = 12 =y

12 =y

11 1 jby +=
ajbyy += 12

1bba −=

1d tal que ( ) 1Re 1 =y
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reΓ

imΓ

1

Ly

1bba −=

1d tal que ( ) 1Re 1 =y

LZ0Z

11 1 jby +=

aa jby =

ajbyy += 12

1d

1=r

/
1P

//
1P

/
1d

//
1d

curva r =1 é intersectada em dois pontos

duas soluções possíveis

/
1P //

1Pe 11 1 jby +=

1jbba −=
a

a b

Z
X 0−=
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l

( ) ( )
( )ljZZ

ljZZ
ZlZ

L

L

β+
β+

=
tan

tan

0

0
0

0=LZ

( )ljZ β= tan0

linha em curto circuito

( ) ( )
( )ljZZ

ljZZ
ZlZ

L

L

β+
β+

=
tan

tan

0

0
0 ( )lj

Z

β
=

tan
0

0Z

impedâncias de entrada
puramente imaginárias

linhas em curto circuito ou circuito aberto podem s er
usadas como elementos reactivos em adaptação

l

∞=LZ

linha em circuito aberto

0Z

STUBs
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l

0=LZ

∞=Ly

linha em curto circuito

0Z

l

∞=LZ

linha em circuito aberto

0Z

iy

reΓ

imΓ

1

ii jby =

∞=Ly

l

0=Ly

reΓ

imΓ

10=Ly

ii jby =l

iy
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projecto de adaptação:

Adaptação com stub simples

LZ0Z

d

l

2y

ss jby =

( ) ( )12 ReRe yy =imagináriosy

linha adaptada 12 =y

( ) 1Re 1 =y

syyy += 12stub em paralelo 1y

( ) ( )1ImIm yys −=

1. determinar d tal que ( ) 1Re 1 =y

2. determinar l tal que ( ) ( )1ImIm yys −=

11 1 jby +=

1bbs −=

ou
 c

irc
ui

to
 a

be
rt

o
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reΓ

imΓ

1

Adaptação com stub simples  – diagrama de Smith

Notas

LZ0Z

d

l

12 =y

1jbys −=

11 1 jby += /d

/
1jb

∞=y

1=r

Ly

1. determinar d tal que 11 1 jby +=

2. determinar l tal que 1jbys −=

curva r = 1 intersectada em dois pontos ���� duas soluções
(apenas uma apresentada na figura)

/l
/
1jb−

para stub em circuito aberto l mede-se a partir de y = 0

projecto de adaptação

/
1y
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reΓ

imΓ

1

/d

/
1jb

Ly

/
ccl

/
1jb−

/
1y /

cal

reΓ

imΓ

1

//d

//
1jb−

//
1y

Ly

//
ccl

//
1jb

//
cal

solução 1 solução 2
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1

/d

/
1jb

Ly

/l
/
1jb−

Adaptação com stub simples  – resumo

LZ0Z

d

l

12 =y

1jbys −=

11 1 jby +=

1. marcar yL

11 1 jby +=

3. determinar l tal que 1jbys −=

projecto de adaptação

2. determinar d tal que

dificuldade: nem sempre é possível colocar o stub na posição desejada
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LZ0Z

d

Bl

3y

sAsA jby =

2y

ou
 c

irc
ui

to
 a

be
rt

o

sBsB jby =

Al

1y

ou
 c

irc
ui

to
 a

be
rt

o

quando a posição para colocar o stub está
pré-definida, é ainda possível adaptar a
linha de transmissão usando o método
do stub duplo

projecto do duplo stub ���� dimensionar lA e lB

se  d é fixo
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LZ0Z

d

Bl

3y

sAsA jby =

2y

ou
 c

irc
ui

to
 a

be
rt

o

ou
 c

irc
ui

to
 a

be
rt

o

sBsB jby =

Al

1y

sAL yyy +=1stubs em paralelo

sByyy += 23

sy ( ) ( )Lyy ReRe 1 =imaginário

( ) ( )23 ReRe yy =

linha adaptada 13 =y

d“deslocando” 2y
1y

dimensionar stub A a partir de y1 

22 1 jby +=

2bbsB −= dimensionar stub B a partir de y2

{ } { }LsAsAL ybbbyb ImIm 11 −=⇔+=
{ } 11 Re jbyy L +=
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Como calcular y1 e y2 ?

sAL yyy +=1

( ) ( )Lyy ReRe 1 =

d“deslocando” 2y
1y

2bbsB −=
22 1 jby +=

y1 na circunferência r = 1, rodada de “ d” em direcção à carga

y1 na circunferência r =Re{ yL }

y2 na circunferência r = 1

LZ0Z

d

Bl

3y

sAsA jby =

2y

sBsB jby =

Al

1y
intersecção destas duas circunferências ���� y1
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r = 1, rodada de “ d” em direcção à cargaintersecção de r =Re{ yL } e 

LZ0Z

d

Bl

3y

sAsA jby =

2y

sBsB jby =

Al

1y

d

Ly

r = 1, rodada de “ d”
em direcção à carga

r =Re{ yL } 

/
1y

//
1y

determinação de  y1

Importante: 

pode não existir y1
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rodar y1 de “ d” em direcção ao gerador

LZ0Z

d

Bl

3y

sAsA jby =

2y

sBsB jby =

Al

1y
/
1y

//
1y

determinação de  y2

//
2y

/
2y

d
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dimensionamento dos stubs

LZ0Z

d

Bl

3y

sAsA jby =

2y

sBsB jby =

Al

1y

a partir de y1 e  y2

22 1 jby +=

2bbsB −=

{ }LsA ybb Im1 −=

{ } 11 Re jbyy L +=

determinação de lA e  lB
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2. determinar y2

LZ0Z

d

Bl

3y

sAsA jby =

2y

sBsB jby =

Al

1y

projecto

3. determinar comprimento dos stubs

/
1y

//
1y

//
2y

/
2y

d

1. determinar y1
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/
1y

//
1y

//
2y

/
2y

d

Adaptação com stub duplo  – resumo

2. desenhar circunferência r=1 rodada d em direcção à carga

LZ0Z

d

Bl

3y

sAsA jby =

2y

sBsB jby =

Al

1y

projecto

1. marcar yL

3. determinar y1 pela intersecção desta circunferência
com { }Lyr Re=

4. determinar y2 rodando y1 uma distância d em direcção
ao gerador

5. determinar lB a partir de 2bbsB −=

6. determinar lA a partir de { }LsA ybb Im1 −=

Notas:

•podem existir duas soluções possíveis para y1, y2, ySA e ySB

•para cada stub pode ser necessário considerar soluçõ es

para terminação em curto-circuito e em circuito-abe rto
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Ly

d

Adaptação com stub duplo – valor da carga vs distância d

r = 1 rodada de “ d” em direcção à cargaintersecção de r =Re{ yL } e determinação de  y1

esta intersecção pode não ser possível
para determinadas cargas e distâncias d

{ }Lyr Re=

rodada,1=r

será possível adaptar a linha nesta
situação usando um stub duplo?

não colocar o stub
junto da carga
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LZ0Z

d

Bl

3y

sAsA jby =

2y

sBsB jby =

Al

1y
Ld4y

Ly

d
rodada,1=r

Adaptação com stub duplo – valor da carga vs distância d

colocando o stub a uma distância dL da carga 

Ld

{ }4Re yr =
4y

/
1y

//
1y
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•a adaptação só é efectiva à frequência de projecto

•só a linha principal está adaptada

•nem sempre um dado método funciona:

linhas λλλλ/4 ���� nem sempre se encontram linhas com       desejado

stub simples ���� pode não ser possível colocar stub na posição deseja da

stub duplo ���� pode não existir solução para y1 e não ser possível colocar

stub a distância dL da carga

/
0Z
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Transitórios em linhas sem perdas terminadas resist ivamente

linha sem perdas ����

LC
v

1=

C

L
RZ == 00

±gV

gR

0

LR

+

−
LV

LI

zl−

0=t

0R

−
1V

reflectida na carga

+
1V

incidente

+
2V

incidente (reflectida 
no gerador)

num dado ponto da linha, a 

tensão (corrente) num dado 

instante é obtida pela soma de 

todos os degraus de tensão 

(corrente) que aí chegaram

é necessário saber a 

amplitude e a posição dos 

diferentes degraus em função 

do tempo
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Amplitude dos degraus de tensão

±gV

gR

0

LR

+

−
LV

LI

zl−

0=t

0R

−
1V

reflectida na carga

+
1V

incidente

+
2V

incidente 
(reflectida no 
gerador)

coeficiente de 
reflexão na carga

0

0

RR

RR

L

L
L +

−=Γ

g
g

V
RR

R
V

0

0
1 +

=+

2º degrau +− Γ= 11 VV L

3º degrau −+ Γ= 12 VV g
+ΓΓ= 1VLg

4º degrau +− Γ= 22 VV L ( ) +2ΓΓ= 1VLg

5º degrau −+ Γ= 23 VV g ( ) +2ΓΓ= 1VLg

coeficiente de 
reflexão no gerador

0

0

RR

RR

g

g
g +

−
=Γ

�

1º degrau

amplitudes:
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Posição dos degraus de tensão

±gV

gR

0

LR

+

−
LV

LI

zl−

0=t

0R

−
1V

reflectida na carga

+
1V

incidente

+
2V

incidente 
(reflectida no 
gerador)

tempo de propagação
ao longo da linha v

l
T =

�

velocidade de 
propagação

v

carga, em Tt =1º degrau

tempos de chegada:

2º degrau gerador, em Tt 2=

3º degrau carga, em Tt 3=

4º degrau gerador, em Tt 4=

5º degrau carga, em Tt 5=
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Diagrama de reflexões de tensão

±gV

gR

0

LR

+

−
LV

LI

zl−

0=t

0R

diagrama de reflexões de tensão ���� permite 
representar graficamente degraus de tensão 

z
0l−

t

T2

T

T3

T5

T4

g
g

V
RR

R
V

0

0
1 +

=+

v

l
T =

+
1V

+− Γ= 11 VV L

−
1V

+ΓΓ= 1VLg
−+ Γ= 12 VV g

+
2V

+− Γ= 22 VV L ( ) +2ΓΓ= 1VLg

−
2V

−+ Γ= 23 VV g ( ) +2ΓΓ= 1VLg

+
3V

�

−
3V
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Tensão ao longo da linha num dado instante

±gV

gR

0

LR

+

−
LV

LI

zl−

0=t

0R

z
0l−

t

T2

T

T3

T5

T4

+
1V

−
1V

+
2V

−
2V

+
3V

−
3V

0tt =

0zz =

−+ + 11 VV

+−+ ++ 211 VVV

0z z0l−

( )zV
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Faculdade de EngenhariaTensão num dado ponto em função do tempo

±gV

gR

0

LR

+

−
LV

LI

zl−

0=t

0R

z
0l−

t

T2

T

T3

T5

T4

+
1V

−
1V

+
2V

−
2V

+
3V

−
3V

1t

0zz =

4t

2t

5t

3t

−+ + 11 VV

+−+ ++ 211 VVV

1t t0

( )0zV

+
1V

2t 3t 5t4t

−+−+ +++ 2211 VVVV

+−+−+ ++++ 32211 VVVVV
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Faculdade de EngenhariaTensão na carga em função do tempo

±gV

gR

0

LR

+

−
LV

LI

zl−

0=t

0R

z
0l−

t

T2

T

T3

T5

T4

+
1V

−
1V

+
2V

−
2V

+
3V

−
3V

−+ + 11 VV

T t0

LV

T3 T5

−+−+ +++ 2211 VVVV

−+−+−+ +++++ 332211 VVVVVV
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Valor final da tensão na linha 

( ) �++++++=∞→ −+−+−+
332211 VVVVVVtV

z
0l−

t

T2

T

T3

T5

T4

+
1V

−
1V

+
2V

−
2V

+
3V

−
3V

±gV

gR

0

LR

+

−
LV

LI

zl−

0=t

0R

g
g

V
RR

R
V

0

0
1 +

=+

+− Γ= 11 VV L

−+ Γ= 12 VV g
+ΓΓ= 1VLg

+− Γ= 22 VV L ( ) +2ΓΓ= 1VLg

−+ Γ= 23 VV g ( ) +2ΓΓ= 1VLg

�

( ) ( ) ( ) ( )[ ]�+ΓΓ+ΓΓ+ΓΓ+Γ+=∞→ + 32
1 11 LgLgLgLVtV
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Valor final da tensão na linha 

z
0l−

t

T2

T

T3

T5

T4

+
1V

−
1V

+
2V

−
2V

+
3V

−
3V

±gV

gR

0

LR

+

−
LV

LI

zl−

0=t

0R
( ) ( ) ( ) ( )[ ]�+ΓΓ+ΓΓ+ΓΓ+Γ+=∞→ + 32

1 11 LgLgLgLVtV

1<ΓΓ Lgse

( )
Lg

LVtV
ΓΓ−

Γ+=∞→ +

1

1
1

( ) g
gL

L V
RR

R
tV

+
=∞→

0

0

0

0

0

0
1

RR

RR

RR

RR

V
RR

R
V

L

L
L

g

g
g

g
g

+
−

=Γ

+
−

=Γ

+
=+

valor final não depende de R0
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Ondas electromagnéticas planas
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Linhas de transmissão  ���� 6 aulas

Ondas electromagnéticas planas  ���� 5 aulas

Guias de onda e cavidades  ���� 7 aulas

Antenas e radiação  ���� 4 aulas

Métodos Numéricos ���� 2 aulas
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• Equações de Maxwell

• formas integral e diferencial

• meios isotrópicos, homogéneos e lineares

• campos  harmónicos

• Equação de onda e equação de Helmholtz

• Ondas planas e uniformes em meios infinitos sem per das

• relação de dispersão

• velocidade de fase

• impedância característica do meio

• propagação numa direcção arbitrária
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Faculdade de EngenhariaEquações de Maxwell –formas integral e diferencial

forma diferencial

lei de Gauss

lei de Ampére

lei de Faraday

forma integral

t

B
E

∂
∂−=×∇
�

�

ρ=⋅∇ D
�

t

D
JH

∂
∂+=×∇
�

��

0=⋅∇ B
�

sd
t

B
ldE

SC

�
�

��
⋅

∂
∂−=⋅ ��

sd
t

D
JldH

SC

�
�

���
⋅��
�

�
�
�
�

�

∂
∂+=⋅ ��

�� =⋅
VS

dvsdD ρ��

0=⋅�
S

sdB
��
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Faculdade de EngenhariaEquações de Maxwell –formas integral e diferencial

forma diferencialforma integral

t

B
E

∂
∂−=×∇
�

�

ρ=⋅∇ D
�

t

D
JH

∂
∂+=×∇
�

��

0=⋅∇ B
�

sd
t

B
ldE

SC

�
�

��
⋅

∂
∂−=⋅ ��

sd
t

D
JldH

SC

�
�

���
⋅��
�

�
�
�
�

�

∂
∂+=⋅ ��

�� =⋅
VS

dvsdD ρ��

0=⋅�
S

sdB
��

� campo eléctrico (V/m)( )trEE ,
���

=

� densidade de fluxo magnético (T)( )trBB ,
���

=

� campo magnético (A/m)( )trHH ,
���

=

� deslocamento eléctrico (C/m2)( )trDD ,
���

=

� densidade de carga eléctrica (C/m3)( )tr ,
�ρρ =

� densidade de corrente eléctrica (A/m2)( )trJJ ,
���

=
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Faculdade de EngenhariaMeios isotrópicos, homogéneos e lineares

meios:

isotrópicos ���� propriedades não dependem da direcção

homogéneos ���� propriedades não dependem da posição 

lineares ���� satisfazem o princípio da sobreposição HBED
����

µε == e

µε e

µε e

constantes

escalares

t

B
E

∂
∂−=×∇
�

�

ρ=⋅∇ D
�

t

D
JH

∂
∂+=×∇
�

��

0=⋅∇ B
�

t

H
E

∂
∂−=×∇
�

�
µ

ερ=⋅∇ E
�

t

E
JH

∂
∂+=×∇
�

��
ε

0=⋅∇ H
� Nota:

em meios condutores EJ
��

σ=

� permitividade eléctrica (F/m)

� permeabilidade magnética (H/m)

ε
µ
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usando notação fasorial

0=⋅∇

=⋅∇

+=×∇

−=×∇

H

E

EjJH

HjE

�

�

���

��

ε
ρ

ωε
ωµ

( ) ( )rXj
t

trX ��
��

ω→
∂

∂ ,

t

H
E

∂
∂−=×∇
�

�
µ

ερ=⋅∇ E
�

t

E
JH

∂
∂+=×∇
�

��
ε

0=⋅∇ H
�

FASORES

funções do espaço

e do tempo

funções do espaço
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meios em cargas ���� 0=ρ

t

H
E

∂
∂−=×∇
�

�
µ

ερ=⋅∇ E
�

t

E
JH

∂
∂+=×∇
�

��
ε

0=⋅∇ H
�

meios em perdas ���� 0=σ 0=J
�

t

H
E

∂
∂−=×∇
�

�
µ

0=⋅∇ E
�

t

E
H

∂
∂=×∇
�

�
ε

0=⋅∇ H
�

( ) �
�
�

�
�
�
�

�

∂
∂×∇−=×∇×∇

t

H
E

�
�

µ ( )H
t

�
×∇

∂
∂−= µ

( )
2

2

t

E
E

∂
∂−=×∇×∇

�
�

µε( ) ( ) XXX
���

2∇−⋅∇∇=×∇×∇
2

2
2

t

E
E

∂
∂=∇

�
�

µε

0=⋅∇ E
�
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Faculdade de EngenhariaEquação de onda – meios sem cargas e sem perdas

t

H
E

∂
∂−=×∇
�

�
µ

t

E
H

∂
∂=×∇
�

�
ε

0=⋅∇ H
�

( ) �
�
�

�
�
�
�

�

∂
∂×∇=×∇×∇

t

E
H

�
�

ε ( )E
t

�
×∇

∂
∂= ε

( )
2

2

t

H
H

∂
∂−=×∇×∇

�
�

µε
( ) ( ) XXX

���
2∇−⋅∇∇=×∇×∇

2

2
2

t

H
H

∂
∂=∇

�
�

µε

0=⋅∇ E
�

0=⋅∇ H
�

2

2
2

t

H
H

∂
∂=∇

�
�

µε

2

2
2

t

E
E

∂
∂=∇

�
�

µε
equações de onda
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2

2
2

t

H
H

∂
∂=∇

�
�

µε

2

2
2

t

E
E

∂
∂=∇

�
�

µε

2

2
2

t

E
E

∂
∂=∇

�
�

µε

em coordenadas cartesianas

2

2

2

2

2

2
2

z

f

y

f

x

f
f

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=∇

2

2

2

2

2

2
2

z

X

y

X

x

X
X

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=∇

���
�

2

2

2

2

2

2

2

2

t

E

z

E

y

E

x

E

∂
∂=

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

����

µε

2

2

2

2

2

2

2

2

t

H

z

H

y

H

x

H

∂
∂=

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

����

µε

2

2
2

t

H
H

∂
∂=∇

�
�

µε
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2

2
2

t

H
H

∂
∂=∇

�
�

µε

2

2
2

t

E
E

∂
∂=∇

�
�

µε

022 =+∇ EE
��

µεω

em notação fasorial ( ) ( ) ( ) ( )rXrXj
t

trX ����
��

22
2

2 , ωω −=→
∂

∂

022 =+∇ HH
��

µεω

022 =+∇ EkE
��

022 =+∇ HkH
��

µεω=k ���� número de onda

equações de Helmholtz
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02
2

2

=+ x
x Ek

dz

Ed

seja ( ) ( ) ( )zzEyzExzE zyx ˆˆˆ ++=

0=⋅∇ E
�

02
2

2

=+ Ek
dz

Ed �
�

solução geral

jkzjkz
x eEeEE −−+ += 00

kjrkr ±=⇔=+ 022

z

µεω=k

( )zEE
��

=

022 =+∇ EkE
��

( ) ( ) ( )
0=

∂
∂+

∂
∂

+
∂

∂
z

zE

y

zE

x

zE zyx ( ) const.=zEz ( ) 0=zEz

zE ˆ⊥
�

por exemplo, seja

( )xzEE x ˆ=
�

( )xzEE x ˆ=
�

onda que se propaga segundo z
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ondas planas uniformes ���� amplitude é constante

nos planos de fase constante

ondas planas ���� fase é constante em planos

perpendiculares à direcção de propagaçãojkzjkz
x eEeEE −−+ += 00

z

fase e amplitude constantes

nos planos z=const.

onda plana uniforme que se propaga segundo z
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µεω=k

jkzjkz
x eEeEE −−+ += 00

( ) { }tjVetv ωRe=

( ) ( ) ( )kztEkztEtzEx ++−= −+ ωω coscos, 00

k
v f

ω=
µε

1=fv
rad/m

m/s

no vazio

H/m104

F/m10
36

1

7
0

9
0

−

−

×==

×≅=

πµµ
π

εε

m/s103
1 8

00

×≅==
µε

cv f

velocidade depende do meio
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( )xzEE ˆ=
�

jkzjkz
x eEeEE −−+ += 00 ?=H

�

0=⋅∇

=⋅∇

+=×∇

−=×∇

H

E

EjJH

HjE

�

�

���

��

ε
ρ

ωε
ωµE

j
H

��
×∇=

ωµ

00

ˆˆˆ

00
jkzjkz eEeE

zyx

zyx
j

H

−−+ +
∂
∂

∂
∂

∂
∂=

ωµ
� ( ) yeEeE

z

j jkzjkz ˆ00 �
	



�
�

 +
∂
∂+= −−+

ωµ yeE
k

eE
k jkzjkz ˆ00 ��

�

�
��
�

� −= −−+

ωµωµ

µεω=k

yeEeEH jkzjkz ˆ
11

00 ��
�

�
��
�

� −= −−+

ηη
�

ε
µη =

z
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( )xeEeEE jkzjkz ˆ00
−−+ +=

�

yeEeEH jkzjkz ˆ
11

00 ��
�

�
��
�

� −= −−+

ηη
�

Ω=
ε
µη é a impedância intrínseca do meio

no vazio

H/m104

F/m10
36

1

7
0

9
0

−

−

×==

×≅=

πµµ
π

εε

Ω≅Ω≅== 377120
0

0
0 π

ε
µηη
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( )xeEeEE jkzjkz ˆ00
−−+ +=

�

yeEeEH jkzjkz ˆ
11

00 ��
�

�
��
�

� −= −−+

ηη
�

direccção de propagação: z

HE
��

e são perpendiculares entre si e ambos são

perpendiculares à direcção de propagação

ondas electromagnéticas transversais

ondas TEM
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( )
e

zkykxkj
peEE zyx ˆ0

++−=
�

versor que indica direcção do vector campo eléctric oseja

εµω=k

022 =+∇ EkE
��

( ) 02222 =+++− EkEkkk zyx

��
εµω 2222 =++ zyx kkk

zkykxkk zyx ˆˆˆ ++=
�

nak ˆ=

� componentes 

de um vector  com valor 

absoluto

zyx kkk e,

εµω=k

e
rkj peEE ˆ0

���
⋅−= onde zzyyxxr ˆˆˆ ++=

�
é o vector de posição 

vector segundo 
direcção de propagação 
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Faculdade de EngenhariaOndas TEM – planos de fase constante

planos de fase constante:

nakk ˆ=
�

e
rkj peEE ˆ0

���
⋅−=

const.=⋅ rk
��

const.ˆ =⋅ ran

� equação de planos 
perpendiculares a  nâ

y

x

z
P

nâ

r
�

projecção de     na 
direcção de  

r
�

nâ

plano de fase constante e 
amplitude uniforme
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e
rkj peEE ˆ0

���
⋅−=

0=⋅∇ E
� ( ) 0ˆ0 =⋅∇ ⋅−

e
rkj peE
�� ( ) 0ˆ0 =⋅∇ ⋅−

e
rkj peE
��

en
rkj paejkE ˆˆ0 ⋅− ⋅− ��

0=0ˆˆ =⋅ en paE
�

é perpendicular à direcção
de propagação!

( ) fXXfXf ∇⋅+⋅∇=⋅∇
���

( ) ( )zkykxkjrkj zyxez
z

y
y

x
x

e
++−⋅−

��
�

�
��
�

�

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=∇ ˆˆˆ

��

( ) rkj
zyx ezkykxkj

��
⋅−++−= ˆˆˆ

rkjekj
���

⋅−−=
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Faculdade de EngenhariaOndas TEM – campo magnético

e
rkj peEE ˆ0

���
⋅−=

H
�

é perpendicular à direcção
de propagação e a      

E
j

H
��

×∇=
ωµ

( )EaH n

��
×= ˆ

1

ηE
�

( ) XfXfXf
���

×∇+⋅∇=×∇
( )e

rkj pe
jE

H ˆ0
���

⋅−×∇=
ωµ ( ) e

rkj pe
jE

H ˆ0 ×∇= ⋅−
���

ωµ

( ) rkjrkj ekje
���� �

⋅−⋅− −=∇

n
rkj ajke ˆ
��

⋅−−=
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para ondas TEM que se propagam segundo +z

E
�

direcção de polarização fixa 

xeEE zjk ˆ0
−=

�
se onda polarizada LINEARMENTE segundo x̂

( ) ( )xzktEtzE ˆcos, 0 −= ω
�

direcção de        ���� indica a POLARIZAÇÃO da onda

zE ˆ⊥
�

CASO GERAL

yExEE yx ˆˆ +=
�

ondeyeExeEE zjk
y

zjk
x ˆˆ 00

−− +=
�

2

1

20

10

φ

φ

j
y

j
x

eAE

eAE

=

=são complexos00, yx EE

( ) ( ) yeAxeAE zkjzkj ˆˆ 21
21

−− += φφ�
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( ) ( ) yeAxeAE zkjzkj ˆˆ 21
21

−− += φφ�

( ) { }tjVetv ωRe=
( ) ( ) ( ) yzktAxzktAtzE ˆcosˆcos, 2211 φωφω +−++−=
�

casos particulares

1. 02 =A ( ) ( )xzktAtzE ˆcos, 11 φω +−=
�

polarização linear segundo x̂

2. 01 =A polarização linear segundo ŷ( ) ( ) yzktAtzE ˆcos, 22 φω +−=
�

3. 

AAA ==
==

21

21 φφφ

polarização linear segundo p̂

( ) ( )( )yxzktAtzE ˆˆcos, ++−= φω
�

( ) pzktA ˆcos0 φω +−=

20 =Aonde
2

ˆˆ
ˆ

yx
p

+=e

p̂

1

1

x

º45

y
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Faculdade de EngenhariaPolarização de ondas planas – polarização linear

( ) ( ) ( ) yzktAxzktAtzE ˆcosˆcos, 2211 φωφω +−++−=
�

casos particulares

4. 

21

21

AA ≠
== φφφ

polarização linear segundo p̂

( ) ( )( )yAxAzkttzE ˆˆcos, 21 ++−= φω
�

( ) pzktA ˆcos0 φω +−=

2
2

2
10 AAA +=onde

2
2

2
1

21 ˆˆ
ˆ

AA

yAxA
p

+

+=

p̂

1A

2A

x

y

1

21tan
A

A−=α
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Faculdade de EngenhariaPolarização de ondas planas – polarização circular d ireita

( ) ( ) ( ) yzktAxzktAtzE ˆcosˆcos, 2211 φωφω +−++−=
�

casos particulares

5. 

AAA ==

−=

=

21

2

1

2

0

πφ

φ

polarização circular

( ) ( ) yzktAxzktAtzE ˆ
2

cosˆcos, �
�

�
�
�

� −−+−= πωω
�

A x

y

( ) ( )yzktAxzktA ˆsinˆcos −+−= ωω

( ) ( ) ( )ytAxtAtE ˆsinˆcos,0 111 ωω +=
�

( ) xAE ˆ0,0 =
�

( ) ( ) ( )ytAxtAtE ˆsinˆcos,0 222 ωω +=
�

( ) ( ) ( )ytAxtAtE ˆsinˆcos,0 ωω +=
�

regra da mão direita ���� polegar aponta no sentido de propagação

dedos indicam direcção de ( )tE ,0
� polarização circular direita
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Faculdade de EngenhariaPolarização de ondas planas – polarização circular e squerda

( ) ( ) ( ) yzktAxzktAtzE ˆcosˆcos, 2211 φωφω +−++−=
�

casos particulares

6. 

AAA ==

+=

=

21

2

1

2

0

πφ

φ

polarização circular

( ) ( ) yzktAxzktAtzE ˆ
2

cosˆcos, �
�

�
�
�

� +−+−= πωω
�

A

x

y

( ) ( )yzktAxzktA ˆsinˆcos −−−= ωω

( ) ( ) ( )ytAxtAtE ˆsinˆcos,0 111 ωω −=
�

( ) xAE ˆ0,0 =
�

( ) ( ) ( )ytAxtAtE ˆsinˆcos,0 222 ωω −=
�

( ) ( ) ( )ytAxtAtE ˆsinˆcos,0 ωω −=
�

regra da mão “esquerda” ���� polegar aponta no sentido de propagação

dedos indicam direcção de ( )tE ,0
�

polarização circular esquerda
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Faculdade de EngenhariaPolarização de ondas planas – polarização elíptica

( ) ( ) ( ) yzktAxzktAtzE ˆcosˆcos, 2211 φωφω +−++−=
�

casos particulares

7. 

21

2

1

2

0

AA ≠

±=

=
πφ

φ

polarização elíptica

( ) ( ) yzktAxzktAtzE ˆ
2

cosˆcos, 21 �
�

�
�
�

� ±−+−= πωω
�

1A x

y

( ) ( )yzktAxzktA ˆsinˆcos 21 −−= ωω �

( ) ( ) ( )ytAxtAtE ˆsinˆcos,0 12111 ωω �
�

=

( ) xAE ˆ0,0 1=
�

( ) ( ) ( )ytAxtAtE ˆsinˆcos,0 21 ωω �
�

=

2A

22

πφ +=

22

πφ −=
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Faculdade de EngenhariaPolarização de ondas planas – resumo

seja

direcção do versor de polarização depende da relação entre

amplitudes das duas ondas

yExEE yx ˆˆ +=
�

se ondas em fase onda resultante tem polarização linear  

se diferença de fase = 90º

onda resultante tem polarização elíptica  

(soma de duas ondas linearmente polarizadas em quadratura no espaço)

circular � amplitudes iguais

elíptica � amplitudes diferentes

se diferença de fase arbitrária 

eixos da elipse não coincidem com x e y

onda resultante tem polarização circular ou elíptica   
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Faculdade de EngenhariaPolarização de ondas planas – aplicações

emitidas em polarização linear, com      orientado perpendicularmente ao solo

antena de recepção deve ser paralela a 

ondas AM

E
�

emitidas em polarização linear, com      orientado paralelamente ao solo

antena de recepção deve ser paralela a 

ondas TV E
�

E
�

E
�

emitidas em polarização circular

antena de recepção deve estar num plano normal à direcção de propagação

ondas FM

antenas nos telhados são horizontais 



OE 0607
Ondas 30

Faculdade de EngenhariaOndas planas em meios com perdas – permitividade comp lexa

Equações de Maxwell para campos harmónicos em meios LHI com perdas e sem cargas:

HB

ED
��

��

µ
ε

=

=

t

H
E

∂
∂−=×∇
�

�
µ

ερ=⋅∇ E
�

t

E
JH

∂
∂+=×∇
�

��
ε

0=⋅∇ H
�

EJ
��

σ= 0=ρ

0

0

=⋅∇

=⋅∇

+=×∇

−=×∇

H

E

EjEH

HjE

�

�

���

��

ωεσ
ωµ

( )EjH
��

ωεσ +=×∇ Ej c

�
ωε=

�
�

�
�
�

� −=
ωε
σεε jc 1

Ejj
�

�
�

�
�
�

� −=
ωε
σωε 1

permitividade complexa
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Faculdade de EngenhariaOndas planas em meios com perdas – tangente de perda s

�
�

�
�
�

� −=
ωε
σεε jc 1

tangente de perdas  ���� ωε
σδ =ctan

bom condutor  ���� ωεσ >>

bom isolador  ���� ωεσ <<
comportamento de um dado material
varia com a frequência

Ex:

água do mar �

072

S/m4

εε
σ

=
=

zf H50=

zf GH1=

7102 −×=ωε σ<< bom condutor

4=ωε σ= condutor
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Faculdade de EngenhariaOndas planas em meios com perdas – constante de prop agação

�
�

�
�
�

� −=
ωε
σεε jc 1

022 =+∇ EkE
��

022 =+∇ HkH
��

εµω=k
cck εµω= ωε

σεµω j−= 1

βαγ j+=
ωε
σεµω jj −= 1constante de propagação

α
��

�
�
�

��

�
�
�

−=
ωε
σεµω jj 1Re

β
��

�
�
�

��

�
�
�

−=
ωε
σεµω jj 1Im

constante de atenuação

constante de fase Nota:
λ
πβ 2=

β
ω=fv

022 =+∇ EkE c

��

022 =+∇ HkH c

��

zz eEeEE γγ −−+ += 00

���
(para propagação segundo z)

cjk=γ
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Faculdade de EngenhariaOndas planas em meios com perdas – impedância comple xa

�
�

�
�
�

� −=
ωε
σεε jc 1

( )EaH n

��
×= ˆ

1

η

Ω=
ε
µη

( )EaH n
c

��
×= ˆ

1

η

Ω=
c

c ε
µη

ωε
σ

ε
µ

ε
µη

jc
c

−
==

1
impedância complexa ����

HE
��

eem meios com perdas,               não estão em fas e
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Faculdade de EngenhariaBons condutores – constante de propagação

βαγ j+=
ωε
σεµω jj −= 1

β
πλ 2=

jjj −=−≅−
ωε
σ

ωε
σ

ωε
σ

1

bom condutor  ���� ωεσ >>

j
j

1

ωε
σεµωγ ≅ ( )j+= 1

2

σωµ

j

1

ωε
σ=

jσωµ= ( )jf += 1σµπ

σµπβα f==

f

v f=

β
ω=fv

σµ
ω2=fv

σµ
πλ

f
2=

( )EjH
��

ωεσ +=×∇
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Faculdade de EngenhariaBons condutores – impedância intrínseca

( )jf
c += 1

σ
µπη

ωε
σ

j−1

ωε
σ

ε
µ

ε
µη

jc
c

−
==

1

bom condutor  ���� ωεσ >>
j

1

ωε
σ≅

º45=∠ cη
( )EaH n

c

��
×= ˆ

1

η

H
�

atrasado 45º em relação a E
�

se º45=∠ cη ωεσ >> bom condutor 

Nota:
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Faculdade de EngenhariaBons condutores – efeito pelicular

bom condutor  ���� ωεσ >> σµπβα f==

zeEE γ−+= 0

��

factor de atenuação:

zjzeeE βα −−+= 0

�
para propagação segundo +z:

ze α−

frequências elevadas α elevado onda sofre atenuação considerável

propagação apenas numa pequena película

profundidade de penetração

efeito pelicular

)m(
11

σµπα
δ

f
==

ze α−
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Faculdade de EngenhariaBons condutores – efeito pelicular

profundidade de penetração

)m(
1

σµπ
δ

f
=

material )Hz(60=f)m/S(σ )MHz(1=f )GHz(1=f

prata

cobre

ouro

alumínio

água do mar

71017.6 ×

7101.4 ×

7108.5 ×

71054.3 ×

4

mm27.8

mm53.8

mm14.10

mm92.10

m32

mm066.0

mm064.0

mm079.0

mm084.0

m25.0

mm002.0

mm0021.0

mm0025.0

mm0027.0

(já não é bom condutor 
a esta frequência)
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Faculdade de EngenhariaBons condutores – efeito pelicular

propagação apenas numa pequena película para altas frequências

profundidade de penetração

efeito pelicular

)m(
11

σµπα
δ

f
==

condutor cilíndrico a altas frequências, a corrente circula numa coroa cilíndrica exterior 

de espessura δ

δ

são usados tubos cilíndricos ocos em condutores par a altas 
frequências (ex. antenas)
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Faculdade de EngenhariaBons condutores – efeito pelicular

circulação de corrente numa pequena película para altas frequências

profundidade de penetração

efeito pelicular

)m(
11

σµπα
δ

f
==

variação da resistência com a frequência

resistência DC  � 2a

l
RDC πσ

=

resistência AC  �
a

l
RAC πδσ 2

= δa

l

δ2

a

R

R

DC

AC =

a altas frequências  � a<<δ DCAC RR >>
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Faculdade de EngenhariaVelocidade de grupo – dispersão

velocidade de fase   ���� velocidade de
propagação da frente de onda de fase
constante

fv

βαγ j+=
ωε
σεµω jj −= 1

��

�
�
�

��

�
�
�

−=
ωε
σεµωβ jj 1Im

meios sem perdas  ���� εµωβ = é constante

meios com perdas  ���� β não é função linear de ω depende da frequência

β
ω=fv

em sinais que consistem numa dada banda de frequências, 

as componentes a diferentes frequências propagam-se a 

velocidades de fase diferentes � distorção do sinal

DISPERSÃO

εµ
1=fv
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Faculdade de EngenhariaVelocidade de grupo – relação de dispersão; meios di spersivos

meios dispersivos � meios para os quais a velocidade de

fase depende da frequência

meios sem perdas são meios não dispersivos

meios com perdas são meios dispersivos

relação de dispersão ���� equação que
relaciona        com β ω Ex: meios sem perdas

εµωβ =
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Faculdade de EngenhariaVelocidade de grupo

no caso geral           ���� relação de dispersão

sinal de largura de banda          centrada numa portadora

( )ωββ =

( )ωff vv =

ω∆2 0ω

ω0ω1ω 2ω

ωωω ∆−= 01

ωωω ∆+= 02

ωω ∆>>0

βββ ∆+= 02

βββ ∆−= 01

(propagação segundo +z)

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]{ }ztztEtzE ββωωββωω ∆−−∆−+∆+−∆+= 00000 coscos,ondas planas correspondentes a ω1 e ω2:

( ) ( )ztztE 000 coscos2 βωβω −∆−∆=
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Faculdade de EngenhariaVelocidade de grupo

( ) ( ) ( )ztztEtzE 000 coscos2, βωβω −∆−∆=

z

( )0,zE

envolvente portadora

portadora � propaga-se à velocidade
0

0

β
ω=fv

envolvente � propaga-se à velocidade
β
ω

∆
∆=gv

0lim →∆ω
( )m/s

1

ωβ dd
vg = velocidade 

de grupo
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Faculdade de EngenhariaVelocidade de grupo – dispersão normal e anómala 

ωβ dd
vg

1= � velocidade de grupo

β
ω=fv

� velocidade de fase

�
�

�

�

�
�

�

�
=

fvd

d

d

d ω
ωω

β
2
f

f
f

v
d

dv
v

ω
ω−

=

ω
ω

d

dv

v

v
v

f

f

f
g

−
=

1

casos particulares

1. 0=
ωd

dv f
fg vv =

2. 0<
ωd

dv f
fg vv <

sem dispersão (       constante)fv

dispersão normal (      diminui com      )fv ω

3. 0>
ωd

dv f
fg vv > dispersão anómala fv ω(      aumenta com      )
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Faculdade de EngenhariaEnergia transportada por uma onda

t

H
E

∂
∂−=×∇
�

�
µ

t

E
JH

∂
∂+=×∇
�

��
ε

EJ
��

σ=

( ) ( ) ( )HEEHHE
������

×∇⋅−×∇⋅=×⋅∇ (igualdade vectorial)

( ) �
�
�

�
�
�
�

�

∂
∂+⋅−��

�

�
�
�
�

�

∂
∂−⋅=×⋅∇

t

E
JE

t

H
HHE

�
��

�
���

εµ

( ) ��� −�
�

�
�
�

� +
∂
∂−=⋅×

VVS

dvEdvEH
t

sdHE
222

22

������
σεµ

( ) ( ) ( ) JEEE
t

HH
t

HE
��������

⋅−⋅
∂
∂−⋅

∂
∂−=×⋅∇

2

1

2

1 εµ

( )AA
tt

A
A

��
�

�
⋅

∂
∂=

∂
∂⋅

2

1

( ) 222

22
EEH

t
HE

�����
σεµ −�

�

�
�
�

� +
∂
∂−=×⋅∇

( )dvAsdA
VS
�� ⋅∇=⋅

���

Nota: expressões instantâneas

2W/m
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Faculdade de EngenhariaTeorema de Poynting

( ) ��� −�
�

�
�
�

� +
∂
∂−=⋅×

VVS

dvEdvEH
t

sdHE
222

22

������
σεµ

potência que
atravessa S

diminuição da energia
armazenada  no campo EM
por unidade de tempo

potência dissipada
por condução

conservação de energia

Nota: expressões instantâneas
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Faculdade de EngenhariaVector de Poynting

( ) ��� −�
�

�
�
�

� +
∂
∂−=⋅×

VVS

dvEdvEH
t

sdHE
222

22

������
σεµ

vector de Poynting ���� ( )2W/mHES
���

×=

representa a densidade de potência 
instantânea transportada pela onda 
electromagnética

( ) ��� −+
∂
∂−=⋅

VV

em

S

dvpdvww
t

sdS σ
��

2
Ep
�

σσ =

2

2

1
Hwm

�
µ=

2

2

1
Ewe

�
ε=

Nota: expressões instantâneas
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Faculdade de EngenhariaVector de Poynting – campos harmónicos

{ }tjerEtrE ω)(Re),(
����

=

{ }tjerHtrH ω)(Re),(
����

=

{ } { }tjtj erHerEtrHtrEtrS ωω )(Re)(Re),(),(),(
����������

×=×=

{ } { }*

2

1
Re XXX

���
+=

{ } { } { } { }**

2

1

2

1
ReRe BBAABA

������
+×+=×

{ }****

4

1
BABABABA
��������

×+×+×+×=

{ }BABA
����

×+×= *Re
2

1

{ }tjerHrErHrEtrS ω2* )()()()(Re
2

1
),(

����������
×+×=

valor instantâneo fasores
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Faculdade de EngenhariaVector de Poynting médio

{ }tjerHrErHrEtrS ω2* )()()()(Re
2

1
),(

����������
×+×=

Ondas TEM

vector de Poynting médio aponta na 
direcção e sentido de propagação da 
onda

�=
T

dttrS
T

rS ),(
1

)(med

����
Densidade de potência média

{ } ( )2*
med W/m)()(Re

2

1
)( rHrErS

������
×=

naHE ˆ⊥⊥
��

{ } naEHES ˆ
1

Re
2

1
Re

2

1
*

2*
med

�
�
�

�
�
�

=×=
η

����

EaH n

��
×= ˆ

1

η ( )∗××=× EaEHE n

����
ˆ

1
*

*

η
( ) ( ){ }nn aEEaEE ˆˆ

1 **
*

⋅−⋅=
����

η
naE ˆ

1 2

*

�

η
=

( ) ( ) ( )BACBCACBA
���������

⋅−⋅=××
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Faculdade de EngenhariaVector de Poynting médio – casos particulares

1. Onda TEM com polarização linear

zeES z ˆcos
2

1 22
0med η

α θ
η

−=
�

yeEH zj ˆ
1 )(

0
βα

η
+−=

�

xeEE zj ˆ)(
0

βα +−=
�

2. Onda TEM com polarização circular

zeES z ˆcos
1 22

0med η
α θ

η
−=

�

( )xjyeEH zj ˆˆ
1 )(

0 −= +− βα

η
�

( )yjxeEE zj ˆˆ)(
0 += +− βα�

{ } naEHES ˆ
1

Re
2

1
Re

2

1
*

2*
med

�
�
�

�
�
�

=×=
η

����

βαγ j+=

ηθηη j
e=

caso geral: meio com perdas

��

�
�
�

��

�
�
�

=
�
�
�

�
�
�

2*
Re

1
Re

η
η

η η
θηcos

=
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Faculdade de EngenhariaIncidência de uma onda TEM numa interface plana

meio 1
( )111 ,, σµε

z

x

meio 2
( )222 ,, σµε

iθ

tθrθ

plano de incidência ���� plano xz

ângulo de incidência ���� iθ

plano formado pela normal à interface
e pela direcção de propagação da
onda incidente

ntâ

transmitida

zxa iini ˆcosˆsinˆ θθ +=

zxa ttnt ˆcosˆsinˆ θθ +=
zxa rrnr ˆcosˆsinˆ θθ −=

direcções de propagação:

niâ

incidente

nrâ
reflectida
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Faculdade de EngenhariaLeis de Snell – lei da reflexão

meio 1
( )111 ,, σµε

z

x

meio 2
( )222 ,, σµε

niâ

nrâ

ntâ

iθ

tθrθ

frente de onda ���� mesma fase

O

/O

B

/A

A

nâondas planas � frentes de onda são planos normais a

ri OOOO θθ sinsin // =

/
1

/
1 OAAO ββ =

pontos e      têm mesma fase O A
/O /Apontos e      têm mesma fase 

fase = dist.⋅β

ri θθ =
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Faculdade de EngenhariaLeis de Snell – lei da refracção

meio 1
( )111 ,, σµε

z

x

meio 2
( )222 ,, σµε

niâ

nrâ

ntâ

iθ

tθrθ

O

/O

B

/A

A
fase = dist.⋅β

ti OOOO θβθβ sinsin /
2

/
1 =

2

1

sin

sin

β
β

θ
θ =

i

t

1

2

f

f

v

v
=

nâondas planas � frentes de onda são planos normais a

pontos e      têm mesma fase O A

B/Opontos e      têm mesma fase 

OBAO 2
/

1 ββ =

fv

ωβ =
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Faculdade de EngenhariaÍndice de refracção

Índice de refracção ���� quociente entre velocidades de
propagação no vazio e no meio

fv

c
n =

2

1

sin

sin

n

n

i

t =
θ
θ

���� lei de Snell da refracção

Ex: meio sem perdas
εµ

1=fv 00 εµ
εµ

=n
rr εµ=

1≥n

n elevado � velocidade baixa

1

2

sin

sin

f

f

i

t

v

v
=

θ
θ
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Faculdade de EngenhariaCondições de fronteira

meio 1

( )111 ,, σµε
nâ

meio 2
( )222 ,, σµε

equações de Maxwell

0=⋅

=⋅

⋅��
�

�
�
�
�

�

∂
∂+=⋅

⋅
∂
∂−=⋅

�

��

��

��

S

VS

SC

SC

sdB

dvsdD

sd
t

D
JldH

sd
t

B
ldE

��

��

�
�

���

�
�

��

ρ

( ) 0ˆ 21 =−× EEan

��

( ) Sn JHHa
���

=−× 21ˆ

seja agora        o versor normal à interface
que aponta  do meio 2 para o meio 1 

nâ

( ) Sn DDa ρ=−⋅ 21ˆ
��

( ) 0ˆ 21 =−⋅ BBan

��

densidade superficial

de corrente (A/m)

densidade superficial

de carga (C/m3)
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Faculdade de EngenhariaCondições de fronteira

meio 1

( )111 ,, σµε
nâ

meio 2
( )222 ,, σµε

( ) 0ˆ 21 =−× EEan

��

( ) Sn JHHa
���

=−× 21ˆ

( ) Sn DDa ρ=−⋅ 21ˆ
��

( ) 0ˆ 21 =−⋅ BBan

��

tan,2tan,1 EE =

contínuonormB

contínuotanE

0secontínuotan =SJH
�

0secontínuonorm =SD ρ

norm,2norm,1 BB =

Nota:

0e0 ≠≠ SSJ ρ
�

apenas em condutores perfeitos
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Faculdade de EngenhariaCondições de fronteira – condutores perfeitos

meio 1

( )111 ,, σµε
nâ

meio 2
( )222 ,, σµε

00

00

condcond

condcond

==

==

BD

HE
��

��

condutores perfeitos  ����

0e0 ≠≠ SSJ ρ
�

σµπα
δ

f

11 ==

∞=σ

0=

Ex: ∞=2σ

( )21ˆ HHaJ nS

���
−×=

( )21ˆ DDanS

��
−⋅=ρ

1ˆ Han

�
×= taH ˆtan,1=

1ˆ Dan

�
⋅= naD ˆnorm,1=
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Faculdade de EngenhariaIncidência normal

incidência normal ���� 0=iθ

2

1

sin

sin

n

n

i

t =
θ
θ

ri θθ =
0== tr θθ

meio 1

z

x
meio 2

nrâ

y
iE
�

iH
�

ntâ

tE
�

tH
�

niâ

rE
�

rH
�

incidente � xeEE z
ii ˆ1
0

γ−=
�

ye
E

H zi
i ˆ1

1

0 γ

η
−=

�

reflectida � xeEE z
rr ˆ1
0

γ+=
�

ye
E

H zr
r ˆ1

1

0 γ

η
+−=

�

transmitida � xeEE z
tt ˆ2
0

γ−=
�

ye
E

H zt
r ˆ2

2

0 γ

η
−=

�

( )xeEeE z
r

z
i ˆ11

00
γγ +− +=

ye
E

e
E zrzi ˆ11

1

0

1

0
��
�

�
��
�

�
−= +− γγ

ηη

ri EEE
���

+=1

ri HHH
���

+=1

meio 1

meio 2
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Faculdade de EngenhariaIncidência normal – coeficientes de reflexão e trans missão

condições fronteira ����

meio 1

z

x

meio 2

yiE
�

ntâ

tE
�

tH
�

iH
�

niâ

nrâ

rE
�

rH
�

contínuotanE

contínuotanH ( )0se =SJ
�

1E
� ( )xeEeE z

r
z

i ˆ11
00

γγ +− +=

1H
�

ye
E

e
E zrzi ˆ11

1

0

1

0
��
�

�
��
�

�
−= +− γγ

ηη

meio 1

meio 2

xeEE z
t ˆ2
02

γ−=
�

ye
E

H zt ˆ2

2

0
2

γ

η
−=

�

2

0

1

0

1

0

000

ηηη
tri

tri

EEE

EEE

=−

=+

em z=0 �
21

21

HH

EE
��

��

=

=

12

2

0

0

12

12

0

0

2

ηη
η

ηη
ηη

+
=

+
−=

i

t

i

r

E

E

E

E
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Faculdade de EngenhariaIncidência normal – coeficientes de reflexão e trans missão

meio 1

z

x

meio 2

nrâ

yiE
�

iH
�

ntâ

tE
�

tH
�

niâ

rE
�

rH
�

( )xeEeEE z
i

z
i ˆ11

001
γγ +− Γ+=

�

1H
�

ye
E

e
E zrzi ˆ11

1

0

1

0
��
�

�
��
�

�
−= +− γγ

ηη

meio 1

meio 2

xeEE z
t ˆ2
02

γ−=
�

ye
E

H zt ˆ2

2

0
2

γ

η
−=

�

12

12

0

0

ηη
ηη

+
−=

i

r

E

E

ηη
ηη

+
−=Γ

2

12

ηη
ητ
+

=
2

22

12

2

0

0 2

ηη
η
+

=
i

t

E

E
coeficiente  de transmissão

coeficiente  de reflexão

τ=Γ+1

Notas

1.

2. 1≤Γ

3. 0≥τ

4.

xeEE z
i ˆ2
02

γτ −=
�

( )xeEeEE z
r

z
i ˆ11

001
γγ +− +=

�
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Faculdade de EngenhariaIncidência normal – onda estacionária

meio 1

z

x

meio 2

nrâ

yiE
�

iH
�

ntâ

tE
�

tH
�

niâ

rE
�

rH
�

( )xeEeEE z
i

z
i ˆ11

001
γγ +− Γ+=

�

ηη
ηη

+
−

=Γ
2

12

ηη
ητ
+

=
2

22

( )[ ]xeeEE zz
i ˆ11
01

γγτ +− Γ+Γ−=
�

τ=Γ+1

( )xeeExeEE zz
i

z
i ˆˆ 111

001
γγγτ −+− −Γ+=

�

( )xzExeEE i
z

i ˆsinh2ˆ 1001
1 γτ γ Γ+= −�

( )
2

sinh
xx ee

x
−−=

(meio 1 sem perdas)11 βγ j=

( )xzEjxeEE i
z

i ˆsin2ˆ 1001
1 βτ β Γ+= −�

onda em propagação onda estacionária
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Faculdade de EngenhariaIncidência normal – máximos e mínimos

meio 1

z

x

meio 2

nrâ

yiE
�

iH
�

ntâ

tE
�

tH
�

niâ

rE
�

rH
�

( )xeEeEE zj
i

zj
i ˆ11

001
ββ +− Γ+=

�

ηη
ηη

+
−

=Γ
2

12

ηη
ητ
+

=
2

22
( )[ ] ( )( )2

1

2

101 2sin2cos1 zzEE i βθβθ +Γ++Γ+= ΓΓ

�

meio 1 sem perdas

( )xzEjxeEE i
zj

i ˆsin2ˆ 1001
1 βτ β Γ+= −�

máximos:

( )xeeE zjzj
i ˆ1 11 2
0

ββ +− Γ+=

( )zEi 1

2

0 2cos21 βθ +Γ+Γ+= Γ

ΓΓ=Γ θje

mínimos:

( ) 12cos 1 +=+Γ zβθ

( ) 12cos 1 −=+Γ zβθ

( )πθ
β

nzMAX 2
2

1

1

+−= Γ

( )[ ]πθ
β

12
2

1

1
min ++−= Γ nz

( )Γ+= 101 iMAX
EE

�

( )Γ−= 10min1 iEE
�
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Faculdade de EngenhariaIncidência normal – incidência num condutor ideal

meio 1

z

x

meio 2

nrâ

yiE
�

iH
�

ntâ

tE
�

tH
�

niâ

rE
�

rH
�

( )xeEeEE zj
i

zj
i ˆ11

001
ββ +− Γ+=

�

ηη
ηη

+
−

=Γ
2

12

ηη
ητ
+

=
2

22

meio 1 sem perdas

máximos:

mínimos:

( )π
β

12
2

1

1

+= nzMAX

1
min β

πn
z =

01 2 iMAX
EE =

�

0
min1 =E

�

meio 2 condutor ideal

( )01 =σ

ωε
σ

ε
µ

η
j−

=
1

02 =η( )∞=2σ
0

1

=
−=Γ

τ

02 =E
�

( )xeeEE zjzj
i ˆ11
01

ββ +− −=
�

( )xzjEi ˆsin2 10 β−=
não há onda móvel, apenas 

onda estacionária

e

e
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Faculdade de EngenhariaIncidência normal – múltiplas interfaces

meio 1

z

x

meio 2

y

meio3

0=z dz =

� � �

meio 1

z

x

meio 2

y

meio3

0=z dz =

( )
ye

E
e

E
H

xeEeEE

zz

zz

ˆ

ˆ

11

11

1

1

1

1
1

111

��
�

�
��
�

�
−=

+=
−

−
+

−−+

γγ

γγ

ηη
�

�

meio 1

( )
ye

E
e

E
H

xeEeEE

zz

zz

ˆ

ˆ

22

22

2

2

2

2
2

222

��
�

�
��
�

�
−=

+=
−

−
+

−−+

γγ

γγ

ηη
�

�

meio 2

ye
E

H

xeEE

z

z

ˆ

ˆ

2

2

2

2
3

23

γ

γ

η
−

+

−+

=

=
�

�

meio 3
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Faculdade de EngenhariaMúltiplas interfaces – condições fronteira

meio 1

z

x

meio 2

y

meio3

0=z dz =

meios dieléctricos ���� 0=SJ
�

contínuotanE

contínuotanH

0=z

2

22

1

11

2211

ηη

−+−+

−+−+

−=−

+=+

EEEE

EEEE

dz =

3

33

2

22

3322

3322

3322

ηη

γγγγ

γγγγ

dddd

dddd

eEeEeEeE

eEeEeEeE

−−+−−+

−−+−−+

−=−

+=+

4 equações
4 incógnitas ( )+−+−

3221 ,,, EEEE

se        conhecido+
1E
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Faculdade de EngenhariaMúltiplas interfaces – analogia com linhas de transm issão

meio 1

z

x

meio 2

y

meio3

0=z dz =

meio 1

meio 2

meio 3
ye

E
H

xeEE

z

z

ˆ

ˆ

2

2

2

2
3

23

γ

γ

η
−

+

−+

=

=
�

�

( )
ye

E
e

E
H

xeEeEE

zz

zz

ˆ

ˆ
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2
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2
2

222

��
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�
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�
−=

+=
−

−
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−−+

γγ
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ηη
�

�

( )
ye

E
e

E
H

xeEeEE

zz

zz

ˆ

ˆ
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1

1

1

1
1

111

��
�

�
��
�

�
−=

+=
−

−
+

−−+

γγ

γγ

ηη
�

�

zz

zz

e
Z

V
e

Z

V
I

eVeVV

11
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1

1

1

1
1

111

γγ

γγ

−
−

+

−−+

−=

+=
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linha  2

linha  3

zz

zz

e
Z

V
e

Z

V
I

eVeVV

22

22

2

2

2

2
2

222

γγ

γγ

−
−

+

−−+

−=

+=

z

z

e
Z

V
I

eVV

3

3

3

3
3
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γ

γ

−
+

−+

=

=
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Faculdade de EngenhariaMúltiplas interfaces – analogia com linhas de transm issão

3)( ZdzZ =≥linha 3 infinita

( )( )
( )( )zdZZ

zdZZ
ZdzZ

−+
−+=≤≤

232

223
2 tanh

tanh
)0(

γ
γ

1

1
eff,12 )0(

)0(

ZzZ

ZzZ

+=
−==Γ

2

2
eff,23 )(

)(

ZdzZ

ZdzZ

+=
−==Γ

23

23

ZZ

ZZ

+
−=

2Z1Z 3Z

0=z dz= z

)(

)(
)(

zI

zV
zZ =Impedância ao longo da linha

linha 2 finita

Coeficientes de reflexão

( ) dd

dd

eVeV

eVeV

23

22

2eff,233

2eff,232

1 γγ

γγ

−+−+

−+−

Γ−=

Γ=

( ) ++

+−

Γ−=

Γ=

1eff,122

1eff,121

1 VV

VV
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Faculdade de EngenhariaMúltiplas interfaces – analogia com linhas de transm issão

meio 1

z

x

meio 2

y

meio3

0=z dz =

)(

)(
)(

zH

zE
zZ

y

x=

( ) dd

dd

eEeE

eEeE

23

22

2eff,233

2eff,232

1 γγ

γγ

−+−+

−+−

Γ−=

Γ=

3)( η=≥ dzZ

( )( )
( )( )zd

zd
dzZ

−+
−+=≤≤

232

223
2 tanh

tanh
)0(

γηη
γηηη

1

1
eff,12 )0(

)0(

η
η

+=
−==Γ

zZ

zZ

2

2
eff,23 )(

)(

η
η

+=
−==Γ

dzZ

dzZ

23

23

ηη
ηη

+
−=

( ) ++

+−

Γ−=

Γ=

1eff,122

1eff,121

1 EE

EE

4 equações

4 incógnitas

( )+−+−
3221 ,,, EEEE

se        conhecido+
1E

meio 3 infinito

Impedância de onda

meio 2 finito

Coeficientes de reflexão
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Faculdade de EngenhariaMúltiplas interfaces – aplicação

meio 1

z

x

meio 2

y

meio3

0=z dz =

Eliminação de reflexões na interface 1 ���� 3 através 
da inserção do meio 2

0eff,12 =Γ
1)0( η==zZ

Aplicações práticas

•eliminação de reflexos em lentes

•atenuação de ecos de radar (aviões invisíveis)

•…

Nota: meio 2 pode ser visto como adaptador de 4/λ



OE 0607
Ondas 70

Faculdade de EngenhariaIncidência oblíqua de uma onda TEM numa interface p lana

onda TEM ���� naHE ˆ⊥⊥
��

ii HE
��

e estão no plano nâ⊥

meio 1
( )111 ,, σµε

z

x

meio 2
( )222 ,, σµε

iθ

tθrθ ntâ

transmitida

niâ

incidente

nrâ

reflectida

2. paralelo ao plano de incidência

iE
�

iE
�

yeEE rajk
ii

ni ˆˆ
0

1
�� ⋅−=

( )zxeEE ii
rajk

ii
ni ˆsinˆcosˆ

0
1 θθ −= ⋅−

��

polarização perpendicular

polarização paralela

( ) yeEzxeEE rajk
iii

rajk
ii

nini ˆˆsinˆcos ˆ
2,0

ˆ
1,0

11
��� ⋅−⋅− +−= θθ

polarização perpendicularpolarização paralela

1. perpendicular ao plano de incidência

Caso geral:
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Faculdade de EngenhariaPolarizações perpendicular e paralela – convenção

polarização perpendicular

meio 1

z

x

meio 2

iθ

tθrθ

iE
�

iH
�

niâ

nrâ

y

rE
�

rH
�

ntâ

tE
�

tH
�

meio 1

z

x

meio 2

iθ

tθrθ

iE
�

iH
�

niâ

nrâ

y

rE
�

rH
�

ntâ

tE
�

tH
�

polarização paralela

componentes de                      tangentes
à interface mantêm o sentido

tri EEE
���

e,
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Faculdade de EngenhariaPolarização perpendicular – campos eléctrico e magné tico

meio 1

z

x

meio 2

iθ

tθrθ

iE
�

iH
�

niâ

nrâ

y

rE
�

rH
�

ntâ

tE
�

tH
�

incidente

zxa iini ˆcosˆsinˆ θθ +=

yeEE ra
ii

ni ˆˆ
0

1
�� ⋅−= γ

inii EaH
��

×= ˆ
1

1η ( )xze
E

ii
rai ni ˆcosˆsinˆ

1

0 1 θθ
η

γ −= ⋅− �

reflectida

zxa rrnr ˆcosˆsinˆ θθ −=

yeEE ra
rr

nr ˆˆ
0

1
�� ⋅−= γ

rnrr EaH
��

×= ˆ
1

1η
( )xze

E
ii

rar nr ˆcosˆsinˆ

1

0 1 θθ
η

γ += ⋅− �

zx ii ˆcosˆsin θθ −=

transmitida

zxa ttnt ˆcosˆsinˆ θθ +=

yeEE ra
tt

nt ˆˆ
0

2
�� ⋅−= γ

tntt EaH
��

×= ˆ
1

2η
( )xze

E
tt

rat nt ˆcosˆsinˆ

2

0 2 θθ
η

γ −= ⋅− �

relações entre                       obtidas

a partir das condições fronteira
000 e, tri EEE
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Faculdade de EngenhariaPolarização perpendicular – campos eléctrico e magné tico

meio 1

z

x

meio 2

iθ

tθrθ

iE
�

iH
�

niâ

nrâ

y

rE
�

rH
�

ntâ

tE
�

tH
�

condições fronteira ����
contínuotanE

contínuotanH ( )0se =SJ
�

em 0=z tri EEE
���

=+

txrxix HHH =+

xj
t

xj
r

xj
i

tii eEeEeE θβθβθβ sin
0

sin
0

sin
0

211 −−− =+

2

sin
0

1

sin
0

sin
0

211 coscoscos

η
θ

η
θθ θβθβθβ xj

tt
xj

ir
xj

ii
tii eEeEeE −−−

−=+−

meios sem perdas ���� 021 == σσ
22

11

βγ
βγ
j

j

=
=

ti θβθβ sinsin 21 =

000 tri EEE =+

( ) t
t

iri

E
EE θ

η
θ

η
coscos

1

2

0
00

1

=−
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Faculdade de EngenhariaPolarização perpendicular – coeficientes de reflexão  e 
transmissão

meio 1

z

x

meio 2

iθ

tθrθ

iE
�

iH
�

niâ

nrâ

y

rE
�

rH
�

ntâ

tE
�

tH
�

000 tri EEE =+

( ) t
t

iri

E
EE θ

η
θ

η
coscos

1

2

0
00

1

=−

ti

ti

i

r

E

E

θηθη
θηθη

coscos

coscos

12

12

0

0

+
−=

ti

i

i

t

E

E

θηθη
θη
coscos

cos2

12

2

0

0

+
=

ti

ti

θηθη
θηθη

coscos

coscos

12

12

+
−=Γ⊥

ti

i

θηθη
θητ
coscos

cos2

12

2

+
=⊥

coeficiente de reflexão

coeficiente de transmissão
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Faculdade de EngenhariaPolarização perpendicular – coeficientes de reflexão  e 
transmissão

meio 1

z

x

meio 2

iθ

tθrθ

iE
�

iH
�

niâ

nrâ

y

rE
�

rH
�

ntâ

tE
�

tH
�

ti

ti

θηθη
θηθη

coscos

coscos

12

12

+
−=Γ⊥

ti

i

θηθη
θητ
coscos

cos2

12

2

+
=⊥

coeficiente de reflexão

coeficiente de transmissão

notas

1. ⊥⊥ =Γ+ τ1 (tal como para incidência normal)

2. é possível que 0=Γ⊥ ti θηθη coscos 12 =

⊥= Bi θθ(ângulo de Brewster) 

ti nn θθ sinsin 21 =

( )2
21

12212

1

1
sin

µµ
εµεµθ

−
−=⊥B

3. se meio 2 for condutor perfeito, 02 =η
0

1

=
−=Γ

⊥

⊥

τ

21 µµ ≠só possível quando 
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Faculdade de EngenhariaPolarização paralela – campos eléctrico e magnético

incidente

zxa iini ˆcosˆsinˆ θθ +=

( )zxeEE ii
ra

ii
ni ˆsinˆcosˆ

0
1 θθγ −= ⋅−

��

ye
E

H rai
i

ni ˆˆ

1

0 1
�� ⋅−= γ

η

reflectida

zxa rrnr ˆcosˆsinˆ θθ −=

ye
E

H rar
r

nr ˆˆ

1

0 1
�� ⋅−−= γ

η

zx ii ˆcosˆsin θθ −=

transmitida

zxa ttnt ˆcosˆsinˆ θθ +=

( )zxeEE tt
ra

tt
nt ˆsinˆcosˆ

0
2 θθγ −= ⋅−

��

ye
E

H rat
t

nt ˆˆ

2

0 2
�� ⋅−= γ

η

relações entre                       obtidas

a partir das condições fronteira
000 e, tri EEE

meio 1

z

x

meio 2

iθ

tθrθ

iE
�

iH
�

niâ

nrâ

y

rE
�

rH
�

ntâ

tE
�

tH
�

( )zxeEE ii
ra

rr
nr ˆsinˆcosˆ

0
1 θθγ += ⋅−

��
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Faculdade de EngenhariaPolarização paralela – campos eléctrico e magnético

meio 1

z

x

meio 2

iθ

tθrθ

iE
�
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notas
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ondas em propagação segundo x,

com amplitudes dependente de z

onda em propagação
segundo niâ
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condutor ideal

Incidência num condutor ideal – polarização paralela
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condutor
ideal

Guias de onda metálicos
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condutor
ideal

Guias de onda metálicos

meio 1

z

x

iθ

rθ

y

para ambas polarizações, um plano condutor paralelo ao plano xy

poderia ser colocado em                     , sem alterar o campo no meio 1
i

n
z

θβ
π

cos1

=

i

n
z

θβ
π

cos1

=

onda electromagnética é guiada

pelas duas superfícies condutoras

princípio de funcionamento dos guias de onda metálicos

será possível guiar uma onda electromagnética

com meios dieléctricos?
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dieléctrico 1

iθ

rθ

caso geral:

em cada incidência parte da onda é transmitida para o dieléctrico 2

ao fim de alguma distância já a onda no dieléctrico

interior se atenuou consideravelmente

a solução seria garantir que não há

energia transmitida para o meio 2

dieléctrico 2dieléctrico 2

no caso geral, materiais dieléctricos não permitem conduzir

ondas electromagnéticas de forma eficiente

será isto possível?
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dependência espacial dos campos no meio 2:

campos evanescentes
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incidente

nrâ
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y

dieléctrico 2

dieléctrico 2

guia metálico
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dieléctrico 1

guia dieléctrico
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estudo dos guias de onda
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x 

y 

z 

podem estar limitados por condutor ideal

propagação segundo + z

( )µε ,

secção transversal não varia com z

guias preenchidos com meio sem perdas

comprimento infinito 
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onda não uniforme 
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∂−

∂
∂−=

��
�

�
��
�

�

∂
∂+

∂
∂−=

��
�

�
��
�

�

∂
∂+

∂
∂−=

��
�

�
��
�

�

∂
∂−

∂
∂−=

x

H
j

y

E

h
E

y

H
j

x

E

h
E

x

E
j

y

H

h
H

y

E
j

x

H

h
H

zz
y

zz
x

zz
y

zz
x

00

2
0

00

2
0

00

2
0

00

2
0

1

1

1

1

ωµγ

ωµγ

ωεγ

ωεγ

componentes transversais à custa
das componentes longitudinais

se 0≠h
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Faculdade de EngenhariaDeterminação dos campos no interior do guia

 

x 

y 

z 

��
�

�
��
�

�

∂
∂−

∂
∂−=

��
�

�
��
�

�

∂
∂+

∂
∂−=

��
�

�
��
�

�

∂
∂+

∂
∂−=

��
�

�
��
�

�

∂
∂−

∂
∂−=

x

H
j

y

E

h
E

y

H
j

x

E

h
E

x

E
j

y

H

h
H

y

E
j

x

H

h
H

zz
y

zz
x

zz
y

zz
x

00

2
0

00

2
0

00

2
0

00

2
0

1

1

1

1

ωµγ

ωµγ

ωεγ

ωεγ

se 0≠h

2.  determinar 

0

0
0202

0202

=+∇

=+∇

zzxy

zzxy

HhH

EhE

µεωγ 222 +=h

1.  resolver 

3.  obter 

( ) ( )
( ) ( ) z

z

eyxHzyxH

eyxEzyxE
γ

γ

−

−

=

=

,,,

,,,
0

0

��

��

aplicação de condições

fronteira 

Nota 

���� ondas TE 

���� ondas TEM 

���� ondas TM 

0e0 00 ≠= zz HE

0e0 00 ≠= zz EH

0e0 00 == zz EH
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Faculdade de EngenhariaFrequência de corte

 

x 

y 

z µεωγ 222 +=h

frequência de corte ����

1
2

2

−=
µεω

µεω hµεωγ 22 −= h

µεπ2

h
fc =

1
2

−��
�

�
��
�

�
=

f

fcµεωγ
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Faculdade de EngenhariaModos em propagação e modos evanescentes

 

x 

y 

z 

1
2

−��
�

�
��
�

�
=

f

fcµεωγ

modo evanescente 

cff < αγ =
( ) ( ) zeyxHzyxH α−= ,,, 0

��

( ) ( ) zeyxEzyxE α−= ,,, 0
��

modo em propagação 

cff > βγ j=
( ) ( ) zjeyxHzyxH β−= ,,, 0

��

( ) ( ) zjeyxEzyxE β−= ,,, 0
��
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Faculdade de EngenhariaCaracterísticas dos modos em propagação

 

x 

y 

z 

( )cff >
βγ j=

1
2

−��
�

�
��
�

�
=

f

fcµεωγ

modo em propagação: 

constante de fase ���� µεωβββ =��
�

�
��
�

�
−= m

c
m f

f
,1

2

comprimento de onda ����

m
m

c

m

f

f β
πλλλ 2

,

1
2

=

��
�

�
��
�

�
−

=

β
πλ 2=

se 0≠cf mλλ >

constante de fase num meio

infinito de parâmetros ( )µε ,
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Faculdade de EngenhariaCaracterísticas dos modos em propagação

 

x 

y 

z 

( )cff >
βγ j=

1
2

−��
�

�
��
�

�
=

f

fcµεωγ

modo em propagação: 

velocidade de fase ����

2

1 ��
�

�
��
�

�
−=

f

fc
mββvelocidade de grupo ����

β
ω=fv

se 0≠cf mf vv >

velocidade de fase num meio

infinito de parâmetros ( )µε ,

µε
1

,

1
2

=

��
�

�
��
�

�
−

= m

c

m
f v

f

f

v
v

se guia preenchido com ar, cvm =

cv f >

2

1 ��
�

�
��
�

�
−=

f

f
vv c

mg

se 0≠cf mg vv <

ωβ dd
vg

1=

2
mgf vvv =
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Faculdade de EngenhariaImpedância de onda

 

x 

y 

z 
ondas TEM propagando-se segundo + z num meio ilimitado com            

( )
( )HzE

EzH

��

��

×−=

×=

ˆ

ˆ
1

η
η

εµη =

ondas propagando-se segundo + z num guia            

( )
( )HzZE

Ez
Z

H
��

��

×−=

×=

ˆ

ˆ
1

:TEouTEMondas

TMouTEMondas �

( )
( )yHxHZzEyExE

yExE
Z

zHyHxH

xyzyx

xyzyx

ˆˆˆˆˆ

ˆˆ
1

ˆˆˆ

+−−=++

+−=++ 0=zH

0=zE

ondas TM ou TEM            

ondas TE ou TEM            

impedância de onda ����

x

y

y

x

H

E

H

E
Z −==
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Faculdade de EngenhariaPotência média propagada

 

x 

y 

z 

potência média ����

x

y

y

x

H

E

H

E
Z −==

� ⋅=
A

medmed AdS
��

P

zdAAd ˆ=
�

{ }*
2

1
HESmed

���
×= Re

{ }� −=
A

xyyxmed dAHEHE **
2

1
ReP

� �
�
��

�
� +
�
	



�
�
=

A

yxmed dAEE
Z

221

2

1P Re { }� �
�
��

�
� +=

A

yx dAHHZ
22

2

1
Re



OE 0607
Guias 13

Faculdade de EngenhariaEnergia média armazenada e velocidade de transporte  de energia

 

x 

y 

z 

energia média armazenada  ����

por unidade de comprimento
( )� +=

A

medmmedemed dAwwW ,,'

( )222

, 4
*

4
zyxmede EEEEEw ++=⋅= εε ��

( )222

, 4
*

4
zyxmedm HHHHHw ++=⋅= µµ ��

med

med
en W

v
'

P
=velocidade de transporte de energia  ����
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Faculdade de EngenhariaOndas TEM

 

x 

y 

z 

ondas TEM  ���� 0== zz HE

��
�

�
��
�

�

∂
∂−

∂
∂−=

��
�

�
��
�

�

∂
∂+

∂
∂−=

��
�

�
��
�

�

∂
∂+

∂
∂−=

��
�

�
��
�

�

∂
∂−

∂
∂−=

x

H
j

y

E

h
E

y

H
j

x

E

h
E

x

E
j

y

H

h
H

y

E
j

x

H

h
H

zz
y

zz
x

zz
y

zz
x

00

2
0

00

2
0

00

2
0

00

2
0

1

1

1

1

ωµγ

ωµγ

ωεγ

ωεγ

02 =h
µεπ2

h
fc =

mgf

m

m

vvv

j

==
=
=
=

λλ
ββ
βγ

1
2

−��
�

�
��
�

�
=

f

fcµεωγ

2

1 ��
�

�
��
�

�
−=

f

fc
mββ

usar equações     
de Maxwell

εµωγ j=

µεωβ =m

0=
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Faculdade de EngenhariaOndas TEM

 

x 

y 

z 

ondas TEM: 0== zz HE

equações de Maxwell:

0
00

00

00

=
∂

∂
−

∂
∂

−=−

−=

y

E

x

E

HjE

HjE

xy

yx

xy

ωµγ

ωµγ

0
00

00

00

=
∂

∂
−

∂
∂

=−

=

y

H

x

H

EjH

EjH

xy

yx

xy

ωεγ

ωεγ

HjE
��

ωµ−=×∇

EjH
��

ωε=×∇

γ
ωµj

ZTEM =

x

y

y

x

H

E

H

E
Z −==

ωε
γ

j
=

ε
µ= η=

εµωγ j=
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Faculdade de EngenhariaOndas TM

 

x 

y 

z 

ondas TM  ���� 0e0 00 ≠= zz EH 00202 =+∇ zzxy EhE

y

E

h
E

x

E

h
E

x

E

h

j
H

y

E

h

j
H

z
y

z
x

z
y

z
x

∂
∂−=

∂
∂−=

∂
∂−=

∂
∂=

0

2
0

0

2
0

0

2
0

0

2
0

γ

γ

ωε

ωε

x

y

y

x

H

E

H

E
Z −==

ωε
γ

j
ZTM =

ωε

µεω

j

f

fc 1
2

−��
�

�
��
�

�

= 1
2

−��
�

�
��
�

�
−=

f

f
j cη

1
2

−��
�

�
��
�

�
=

f

fcµεωγ
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Faculdade de EngenhariaOndas TM

 

x 

y 

z 

ondas TM  ���� 0e0 00 ≠= zz EH

1
2

−��
�

�
��
�

�
−=

f

f
jZ c

TM η

1
2

−��
�

�
��
�

�
=

f

fcµεωγ

� �
�
��

�
� +
�
	



�
�
=

A

yxmed dAEE
Z

221

2

1P Re

modos evanescentes  ���� cff <

cff >modos em propagação  ����

TMZ é imaginário

0P =med

( )21 ffZ cTM −=η

(real e inferior a    )η
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Faculdade de EngenhariaOndas TE

 

x 

y 

z 

ondas TE  ���� 0e0 00 ≠= zz HE

x

y

y

x

H

E

H

E
Z −==

1
2

−��
�

�
��
�

�
=

f

fcµεωγ

00202 =+∇ zzxy HhH

x

H

h

j
E

y

H

h

j
E

y

H

h
H

x

H

h
H

z
y

z
x

z
y

z
x

∂
∂=

∂
∂−=

∂
∂−=

∂
∂−=

0

2
0

0

2
0

0

2
0

0

2
0

ωµ

ωµ

γ

γ

γ
ωµj

ZTE =

1
2

−��
�

�
��
�

�
=

f

f

j

c

η
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Faculdade de EngenhariaOndas TE

 

x 

y 

z 

ondas TE  ���� 0e0 00 ≠= zz HE

1
2

−��
�

�
��
�

�
=

f

fcµεωγ

� �
�
��

�
� +
�
	



�
�
=

A

yxmed dAEE
Z

221

2

1P Re

modos evanescentes  ���� cff <

cff >modos em propagação  ����

TEZ é imaginário

0P =med

(real e superior a     )η

1
2

−��
�

�
��
�

�
=

f

f

j
Z

c

TE

η

( )21 ffZ cTE −= η
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Faculdade de EngenhariaImpedância de onda vs frequência

 

x 

y 

z 

 

1 

 
η
Z

 

região 
evanescente 

 
cf

f
 

2 1 

 ( )21 ffZ cTE −= η  

 ( )21 ffZ cTM −= η  

   
η=TEMZ  
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Faculdade de EngenhariaGuias de placas paralelas

guia preenchido com material sem perdas

 

b 

y 

z 

x 

W 

( )µε ,

placas condutoras ideais ( )∞=σ

comprimento infinito ���� propagação segundo + z

bW >> 0=
∂
∂
x

variação dos campos com x é desprezável
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Faculdade de EngenhariaGuias metálicos – condições fronteira

guias metálicos ���� limitados por condutores ideais

0condcond == BE

contínuotanE contínuonormBe

condições fronteira

HB µ=

0normtan == HE junto aos condutores

 

b 

y 

z 

x 

W 

0== zx EE

0=yH
byy == e0em
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Faculdade de EngenhariaGuias de placas paralelas – determinação dos campos

 

b 

y 

z 

x 

W 

��
�

�
��
�

�

∂
∂−

∂
∂−=

��
�

�
��
�

�

∂
∂+

∂
∂−=

��
�

�
��
�

�

∂
∂+

∂
∂−=

��
�

�
��
�

�

∂
∂−

∂
∂−=

x

H
j

y

E

h
E

y

H
j

x

E

h
E

x

E
j

y

H

h
H

y

E
j

x

H

h
H

zz
y

zz
x

zz
y

zz
x

00

2
0

00

2
0

00

2
0

00

2
0

1

1

1

1

ωµγ

ωµγ

ωεγ

ωεγ

(se          )0≠h2.  determinar 

0

0
0202

0202

=+∇

=+∇

zzxy

zzxy

HhH

EhE

µεωγ 222 +=h

1.  resolver 

0=
∂
∂
x

0

0

02
2

02

02
2

02

=+

=+

z
z

z
z

Hh
dy

Hd

Eh
dy

Ed

y

E

h
E

y

H

h

j
E

y

H

h
H

y

E

h

j
H

z
y

z
x

z
y

z
x

∂
∂−=

∂
∂−=

∂
∂−=

∂
∂=

0

2
0

0

2
0

0

2
0

0

2
0

γ

ωµ

γ

ωε

���� ondas TE 

���� ondas TEM 

���� ondas TM 

0e0 00 ≠= zz HE

0e0 00 ≠= zz EH

0e0 00 == zz EH

( ) ( )
( ) ( ) z

z

eyxHzyxH

eyxEzyxE
γ

γ

−

−

=

=

,,,

,,,
0

0

��

��

0=
∂
∂
x

Nota: ondas TEM   ���� h=0
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Faculdade de EngenhariaOndas TEM

 

b 

y 

z 

x 

W 

ondas TEM ���� 0e0 00 == zz EH

equações de Maxwell:

0
00

00

00

=
∂

∂
−

∂
∂

−=−

−=

y

E

x

E

HjE

HjE

xy

yx

xy

ωµγ

ωµγ

0
00

00

00

=
∂

∂
−

∂
∂

=−

=

y

H

x

H

EjH

EjH

xy

yx

xy

ωεγ

ωεγ

HjE
��

ωµ−=×∇ EjH
��

ωε=×∇

e 0=h
método anterior

não funciona

0=∂∂ x

0
00

==
dy

dH

dy

dE xx 0
xE 0

xHe são constantes
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Faculdade de EngenhariaOndas TEM

 

b 

y 

z 

x 

W 

0
xE 0

xHe são constantes
0)()0( 00 == bEE xx

00
yx HZE =

00 =yH

00
xy HZE −=

=0
yE

η=TEMZ

constante

00 =xE

yEE ˆ0
0 =

�

condições fronteira

0== zx EE

0=yH
byy == e0em

impedância de onda

x

y

y

x

H

E

H

E
Z −==

x
E

H ˆ00

η
−=

�

Z

E
H y

x

0
0 −=
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Faculdade de EngenhariaOndas TEM – densidade de carga nas placas

 

b 

y 

z 

x 

W 

x
E

H

yEE

ˆ

ˆ

00

0
0

η
−=

=
�

�

βγ j= xe
E

H

yeEE

zj

zj

ˆ

ˆ

0

0

β

β

η
−

−

−=

=
�

�

( )21ˆ DDans

��
−⋅=ρ

1

2

nâ

02 =D
�

yeED zj ˆ01
βε −=

�

densidade de carga nas placas:

placa superior:

yan ˆˆ −=

interior do guia:

( ) zj
s eEby βερ −−== 0

02 =D
�

yeED zj ˆ01
βε −=

�

placa inferior:

yan ˆˆ =

( ) zj
s eEy βερ −== 00

1

2

nâ
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Faculdade de EngenhariaOndas TEM – densidade de corrente nas placas

 

b 

y 

z 

x 

W 

xe
E

H

yeEE

zj

zj

ˆ

ˆ

0

0

β

β

η
−

−

−=

=
�

�

1

2

nâ

densidade de corrente nas placas:

placa superior:

yan ˆˆ −=

interior do guia:

placa inferior:

yan ˆˆ = 1

2

nâ

( )21ˆ HHaJ ns

���
−×=

02 =H
�

xe
E

H zj ˆ0
1

β

η
−−=

�
( ) ze

E
byJ zj

s ˆ0 β

η
−−==

�

02 =H
�

xe
E

H zj ˆ0
1

β

η
−−=

�
( ) ze

E
yJ zj

s ˆ0 0 β

η
−==

�
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Faculdade de EngenhariaOndas TEM – tensão e corrente nas placas

 

b 

y 

z 

x 

W 

tensão entre as placas: zjebE β−−= 0

� ⋅−=−
2

1

12

P

P

ldEVV
��

corrente na placa superior:

� ⋅=
A

sdJI
��

zje
E

W β

η
−−= 0

xe
E

H

yeEE

zj

zj

ˆ

ˆ

0

0

β

β

η
−

−

−=

=
�

�

interior do guia:
( ) ze

E
byJ zj

s ˆ0 β

η
−−==

�

zj
y eEE β−= 0

( ) �−=
b

ydyEzV
0

corrente ����

tensão ����

( ) � ⋅=
W

s zdxJzI ˆ
�
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Faculdade de EngenhariaOndas TEM – equações das linha de transmissão

 

b 

y 

z 

x 

W 

( ) zjebEzV β−−= 0

( ) zje
E

WzI β

η
−−= 0 zj

zj

e
E

Wj
dz

dI

ebEj
dz

dV

β

β

η
β

β

−

−

=

=

0

0

εµη

εµωβ

=

=

V
b

W
j

dz

dI

I
W

b
j

dz

dV

εω

µω

−=

−= ( )H/m
W

b
L

µ=

( )C/m
b

W
C

ε= VCj
dz

dI

ILj
dz

dV

ω

ω

−=

−=

0

0

2
2

2

2
2

2

=+

=+

LCI
dz

Id

LCV
dz

Vd

ω

ω

eqs. para V e I numa linha
de transmissão sem perdas
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Faculdade de EngenhariaOndas TM – componente longitudinal 

 

b 

y 

z 

x 

W 

solução geral:

0e0 00 ≠= zz EH 002
2

02

=+ z
z Eh

dy

Ed

( ) ( ) ( )hyBhyAyE z cossin0 +=

( ) 000 =zE

0=B

�,3,2,1, == n
b

n
h

π

( ) 0sin =bhA

�
�

�
�
�

�=

==

b

yn
AE

n
b

n
h

nz

π

π

sin

,2,1,

0

�

ondas TM ����

condições fronteira

0== zx EE

0=yH
byy == e0em

( ) 00 =bEz

( ) ( )hyAyEz sin0 =
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Faculdade de EngenhariaOndas TM – componentes transversais
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W 

�
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�
�
�

�=

==

b
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n
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�
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∂
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2
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2
0
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2
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2
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γ
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ωε
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�
�
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�
�
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A

n

b
E
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Faculdade de EngenhariaOndas TM – modo TM n
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modo TM n para n=0
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Faculdade de EngenhariaOndas TE – componente longitudinal 
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nota: não existe condição fronteira para 0
zH

é necessário determinar as componentes transversais
para poder aplicar as condições fronteira

condições fronteira

0== zx EE

0=yH
byy == e0em

solução geral:
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Faculdade de EngenhariaOndas TE – componente longitudinal 

 

b 

y 

z 

x 

W 

( ) ( ) ( )hyBhyAyH z cossin0 +=

y

E

h
E

y

H

h

j
E

y

H

h
H

y

E

h

j
H

z
y

z
x

z
y

z
x

∂
∂−=

∂
∂−=

∂
∂−=

∂
∂=

0

2
0

0

2
0

0

2
0

0

2
0

γ

ωµ

γ

ωε
0=

0=

( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]hyBhyA
h

j
E

hyBhyA
h

H

x

y

sincos

sincos

0

0

−−=

−−=

ωµ

γ

condições fronteira

0== zx EE

0=yH
byy == e0em

( ) ( ) 000 00 == yx HE

( ) 0sin =hb�,3,2,1, == n
b

n
h

π

0=A

( )
( )

( )hyB
h

j
E

hyB
h

H

hyBH

x

y

z

sin

sin

cos

0

0

0

ωµ

γ

=

=

=

( ) ( ) 000 == bHbE yx



OE 0607
Guias 35

Faculdade de EngenhariaOndas TE – modo TE n
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Nota:
Não existe modo TE 0

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

y/b

E
z0 /A

n

n=1

n=2n=3



OE 0607
Guias 36

Faculdade de EngenhariaGuias de placas paralelas – frequência de corte
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µεπ2
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0TEM =h

�,3,2,1,TETM, == n
b

n
h

π

( ) 0TEM =cf

( )
µεb

n
fc

2TETM, =

modo dominante ���� modo com menor frequência de corte

guias de placas paralelas ���� modo dominante é o modo TEM

para uma dada frequência  f ���� só se propagam os modos com ffc <

como                  , modo TEM está sempre presente( ) 0TEM =cf

aumento de  f ���� mais modos se podem propagar 
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Faculdade de EngenhariaPropagação guiada – interferência de ondas

guia metálico

A

B

C

frentes de onda

C � mesmo após a reflexão

A e C estão na mesma frente de onda π2demúltiplo=∠−∠ AC

Γ∠++Γ∠++∠=∠ BCAB lklkAC

propagação ao longo de distância l � onda adquire fase

em cada reflexão � onda adquire fase Γ∠ π=

1−=Γ

( )BCAB llkA +++∠= π2

( ) πnllk BCAB 2=+

lk lεµω=
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Faculdade de EngenhariaPropagação guiada – ângulos permitidos

guia metálico

A

B

C

( )θcosBClb =

b

( ) πnllk BCAB 2=+

θ

( )θcos

b
lBC =

( )θ2cosBCAB ll = ( ) ( )θ
θ

2cos
cos

b=

( ) ( )( )12cos
cos

+=+ θ
θ

b
ll BCAB ( )θcos2b=

( ) πθ nbk 2cos2 =

( )
bk

nπθ =cos
εµω

π
b

n=

apenas são permitidos alguns ângulos
para que haja propagação da onda ao
longo do guia
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Faculdade de EngenhariaPropagação guiada – frequência de corte
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bθ

( )
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nπθ =cos
εµω

π
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n=

inteiron

( ) 1cos ≤θ

à medida que aumenta a frequência, mais ângulos são permitidos

à medida que aumenta a frequência, mais modos se pod em propagar

corte ���� ( ) 1cos corte =θ 1
c
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εµω

π
b

n

εµ
πω

b

n=c εµπ
π
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n
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Faculdade de EngenhariaGuias rectangulares

guia preenchido com material sem perdas ( )µε ,

placas condutoras ideais ( )∞=σ

comprimento infinito ���� propagação segundo + z
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y z 
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Faculdade de EngenhariaGuias rectangulares – condições fronteira

0condcond == BE

contínuotanE contínuonormBe

condições fronteira

HB µ=

0normtan == HE junto aos condutores
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Faculdade de EngenhariaGuias rectangulares – determinação dos campos
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Faculdade de EngenhariaOndas TEM

ondas TEM ����
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e estão no plano xy

�� ⋅
∂
∂+=⋅
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E
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��
εint

0=⋅∇ H
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H
�

linhas de      formam percursos fechados na

secção transversal do guia

0cond =H

linhas de      são fechadasH
�

corrente no
interior do guia

superfície 

limitada por P0int =I
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Faculdade de EngenhariaOndas TEM

não existem ondas TEM 
em guias rectangulares

 

b 

y z 

x 

a 

HE
��

e no plano xy

�� ⋅
∂
∂+=⋅

SP

Sd
t

E
IldH

�
�

��
εint

superfície 

limitada por P
0int =I

fluxo de    através de S é nuloE
�

0=⋅
∂
∂
�
S

Sd
t

E �
�

ε 0=⋅�
P

ldH
��

0=H
�

0=E
�

não existem ondas TEM em guias com
apenas um condutor metálico
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Faculdade de EngenhariaOndas TM e TE – determinação das componentes longitu dinais 
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Faculdade de EngenhariaMétodo da separação das variáveis 
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Faculdade de EngenhariaMétodo da separação das variáveis 
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solução geral de é
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Faculdade de EngenhariaOndas TM – componente longitudinal
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( )xX ( )yY

condições fronteira

byy

axxEz

==
===

e0

e0em00( ) 0,00 =yEz

( ) 0,0 =bxEz( ) 0,0 =yaEz

0=B

( ) ( )xkAxX xsin=

inteiro, m
a

m
kx

π= inteiro, n
b

n
k y

π=

( ) 00,0 =xEz

0=D

( ) ( )ykCyY ysin=

�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�=
b

yn

a

xm
EE mnz

ππ
sinsin,0

0



OE 0607
Guias 49

Faculdade de EngenhariaOndas TM – componentes transversais
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Faculdade de EngenhariaModo TM mn
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Faculdade de EngenhariaOndas TE – componente longitudinal
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não existem condições fronteira para aplicar a 0
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é necessário determinar as componentes transversais
para se poderem aplicar as condições fronteira
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Faculdade de EngenhariaOndas TE – componentes transversais
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Faculdade de EngenhariaOndas TE – condições fronteira
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Faculdade de EngenhariaModo TE mn
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Faculdade de EngenhariaGuias rectangulares – frequência de corte

µεπ2
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fc =

guias rectangulares ���� modo dominante é o modo TE 10
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modos TE mn ���� se            modo TE mn dominante é o modo TE 1000 ≠≠ nm ou ba >
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1110 TMcTEc ff <
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Faculdade de EngenhariaCavidades rectangulares
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nas extremidades
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( ) ( ) ( ) zjzj eyxEeyxEzyxE ββ ,,,, ,0,0 −−+ +=
���
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���
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Faculdade de EngenhariaCavidades rectangulares
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Faculdade de EngenhariaOndas TM
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Faculdade de EngenhariaModo TM mnp
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Faculdade de EngenhariaOndas TM – frequência de ressonância
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Faculdade de EngenhariaOndas TE
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Faculdade de EngenhariaModo TE mnp
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Faculdade de EngenhariaOndas TE – frequência de ressonância

222

2

1
�
�

�
�
�

�+�
�

�
�
�

�+�
�

�
�
�

�=
d

p

b

n

a

m
f mnp µε

a

b d

x

z
y

modo dominante

1≥p

0≠+ nm

modo TE 101

ba >

22101
11

2

1

da
f +=

µε



OE 0607
Guias 64

Faculdade de EngenhariaOndas TE – frequência de ressonância
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Faculdade de EngenhariaGuias circulares

guia preenchido com material sem perdas ( )µε ,

superfície condutora ideal ( )∞=σ

comprimento infinito ���� propagação segundo + z
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Faculdade de EngenhariaGuias circulares – condições fronteira
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Faculdade de EngenhariaGuias circulares – determinação dos campos
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Faculdade de EngenhariaOndas TM e TE – determinação das componentes longitu dinais 
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Faculdade de EngenhariaMétodo da separação das variáveis 

função de r função de φφφφ
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Faculdade de EngenhariaMétodo da separação das variáveis 
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Faculdade de EngenhariaEquação diferencial de Bessel

 
z 

φ 

a 

inteiro, nnk =φ

( )
( )

( )
( ) 222

2

22

φkrh
dr

rdR

rR

r

dr

rRd

rR

r =++

( )
( )

( )
( ) 222

2

22

nrh
dr

rdR

rR

r

dr

rRd

rR

r =++

equação diferencial de Bessel
( ) ( ) ( ) ( ) 0222

2

2
2 =−++ rRnrh

dr

rdR
r

dr

rRd
r

( ) ( ) ( )hrNDhrJCrR nn +=soluçao geral:

funções de Bessel
de 1ª espécie

funções de Bessel
de 2ª espécie



OE 0607
Guias 72

Faculdade de EngenhariaFunções de Bessel de 1ª espécie 
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Faculdade de EngenhariaZeros das funções de Bessel de 1ª espécie 
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Faculdade de EngenhariaDerivadas das funções de Bessel de 1ª espécie 
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Faculdade de EngenhariaZeros das derivadas das funções de Bessel de 1ª espéc ie 
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Faculdade de EngenhariaFunções de Bessel de 2ª espécie 
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Faculdade de EngenhariaGuias circulares – solução da equação de onda 
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Faculdade de EngenhariaModo TM np – componente longitudinal

ondas TM ���� 00 =zH

condições fronteira
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Faculdade de EngenhariaModos TM np – componentes transversais

condições fronteira
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Faculdade de EngenhariaModos TM np – frequência de corte
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Faculdade de EngenhariaModo TE np

ondas TE ���� 00 =zE

condições fronteira
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Faculdade de EngenhariaModos TE np – frequência de corte
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Faculdade de EngenhariaCavidades circulares

guias circulares

z0
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Faculdade de EngenhariaCavidades circulares
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Faculdade de EngenhariaOndas TM

em z=0 e z=d
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Faculdade de EngenhariaModo TM npq
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Faculdade de EngenhariaOndas TE

em z=0 e z=d
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Faculdade de EngenhariaModo TE npq
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Faculdade de EngenhariaCavidades circulares – frequência de ressonância
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Faculdade de EngenhariaGuias dieléctricos planares

materiais sem perdas ( )0=σ

comprimento infinito ���� propagação segundo + z
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Faculdade de EngenhariaGuias dieléctricos planares – condições fronteira

condições fronteira:
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Faculdade de EngenhariaGuias dieléctricos planares – determinação dos campo s
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Faculdade de EngenhariaOndas TM e TE – determinação das componentes longitu dinais
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Faculdade de EngenhariaValores limites da constante de fase
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Faculdade de EngenhariaDeterminação das componentes longitudinais
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Faculdade de EngenhariaDeterminação das componentes longitudinais
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Faculdade de EngenhariaModos pares e ímpares
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Faculdade de EngenhariaModos TM pares
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Faculdade de EngenhariaModos TM pares – relação característica
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Faculdade de EngenhariaModos TM pares – soluções da equação característica
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Faculdade de EngenhariaModos TM pares – exemplo
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Modo TM 1 par – exemplo
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Faculdade de EngenhariaModos pares TM 1, TM2 e TM3 – exemplo
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Faculdade de EngenhariaVariação do modos TM 1 par com a frequência– exemplo
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Faculdade de EngenhariaModos TM par – frequência de corte
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Faculdade de EngenhariaModos TM par – modo dominante
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Faculdade de EngenhariaFrequência de corte dos modos TM par – exemplo
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Faculdade de EngenhariaPotência média propagada – modos TM par
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Faculdade de EngenhariaPotência média nos meios 1 e 2 – modos TM par
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Faculdade de EngenhariaPercentagem de potência média no meio 2 – modos TM pa r
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Faculdade de EngenhariaModos TM ímpares
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Faculdade de EngenhariaModos TM ímpares – relação característica
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Faculdade de EngenhariaVariação do modo TM 1 ímpar com a frequência– exemplo
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Faculdade de EngenhariaModos TM ímpar – frequência de corte
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Faculdade de EngenhariaModos TM ímpar – modo dominante
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Faculdade de EngenhariaModos TE pares
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Faculdade de EngenhariaModos TE pares – relação característica e frequência  de corte
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Faculdade de EngenhariaModos TE ímpares
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Faculdade de EngenhariaModos TE ímpares – relação característica e frequênc ia de corte
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Faculdade de EngenhariaGuias dieléctricos planares – modos dominantes
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Faculdade de EngenhariaGuias dieléctricos planares – reflexão interna total
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Faculdade de EngenhariaReflexão interna total – campos no meio 2
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Faculdade de EngenhariaReflexão interna total – modos permitidos
 

W 

z 

y 

x 

b 

  

2n  

 1n  

 2n  

A

B

C

1n

2n

( )φcosBClb = ( )φcos

b
lBC =

( )φ2cosBCAB ll = ( ) ( )φ
φ

2cos
cos

b=
( ) ( )( )12cos

cos
+=+ φ

φ
b

ll BCAB ( )φcos2b=

bφ

( ) πω
nlln

c BCAB 221 =Γ∠++− ( ) πφω
nbn

c
=Γ∠+− cos1



OE 0607
Guias 127

Faculdade de EngenhariaReflexão interna total – fase do coeficiente de refl exão
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Faculdade de EngenhariaReflexão interna total – equação para os modos permi tidos
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Faculdade de EngenhariaReflexão interna total – equações características
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Reflexão interna total – equivalência entre as duas abordagens
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Faculdade de EngenhariaReflexão interna total – equivalência entre as duas abordagens
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Faculdade de EngenhariaGuias dieléctricos circulares – condições fronteira
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Faculdade de EngenhariaGuias dieléctricos circulares – equação de onda
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1. frequência de corte do modo HE11 =0
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Faculdade de EngenhariaMeios LHI com fontes

equações de Maxwell para meios LHI com fontes
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=
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π
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sin
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nota:

é conveniente utilizar coordenadas esféricas
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Faculdade de EngenhariaO dipolo eléctrico elementar – campo magnético
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−

=
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∂
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Faculdade de EngenhariaO dipolo eléctrico elementar – campo eléctrico

1. ( ) ( )
�
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=
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'
'

4
V

Rj

dv
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erJ
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β

π
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��

×∇=
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×∇=
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Faculdade de EngenhariaO dipolo eléctrico elementar – campo próximo

z

r
�

P

+q

-q

dl i

campo próximo: 

( )
rje

rjrj

Idl
H β

φ ββ
θβ

π
−

�
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2 11
sin

4

( ) ( )
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−
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�
	



�
�


+−=
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2

32
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111
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4

11
cos2

4

1<<rβ π
λ
2

<<r
λπβ 2=

( ) ( ) �+−+−+−=− 321 rjrjrje rj ββββ 1≅

rjrj ββ −
≅

−
+ 11

1

θ
πφ sin

4 2r

Idl
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θ
πωε

θ
πωε

θ sin
4

cos2
4

3
0

3
0

rj

Idl
E

rj

Idl
Er

=

=

nota 

θ
πε

θ
πε

θ sin
4

cos2
4

3
0

3
0

r

p
E

r

p
Er

=

=
para um dipolo: Qdlp = dl

j

I

ω
=

mesmas expressões que para o caso estático
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Faculdade de EngenhariaO dipolo eléctrico elementar – campo distante
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campo distante: 
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−
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−
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−

=

=
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4
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22
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θθβ
π
η β

ˆsin
4

0

r

eIdl
jE

rj−

=
�

φθβ
π

β
ˆsin

4 r

eIdl
jH
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=
�

notas 

1.               estão em quadratura no espaço e em fase no tempoHE
��

e

2. 0η
φ

θ =
H

E

campo distante tem propriedades de onda plana 
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Faculdade de EngenhariaO dipolo magnético elementar
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Faculdade de EngenhariaO dipolo magnético elementar – potencial magnético
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−= ( ) ( ) 222 'sin'cos zbyb +−+= φφ 'sin222 φbybr −+= 'sinsin22 φθbrr −≅

(por razões de simetria,                         ) ( ) 0=∂∂ φrA
�

considerando P no plano yz

zzyyr ˆˆ +=�

br >>
θsinry =

'sinsin φθbr −≅
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Faculdade de EngenhariaO dipolo magnético elementar – potencial magnético
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�
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para P no plano yz

para ponto genérico
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Faculdade de EngenhariaO dipolo magnético elementar – campo magnético
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Faculdade de EngenhariaO dipolo magnético elementar – campo eléctrico
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Faculdade de EngenhariaO dipolo eléctrico e magnético elementares

x

y

z

'r
�

'rr
�� −

r
�

P

( )ti

b
'ld
�

( )
φ

ββ
θβωµ β ˆ11

sin
4 2

2
2

0 rj
m e

rjrj

Ibj
E −

�
	



�
�


+=

�

( ) ( )

( ) ( )
rj

m

e
rjrjrj

r
rjrj

Ibj
H

βθ
βββ

θ

ββ
θβ

η
ωµ

−

��

�
�
�

�
	



�
�


+++

��

�
�
�

�
	



�
�


+−=

ˆ111
sin

ˆ
11

cos2
4

32

32
2

0

2
0

�

z

r
�

P

+q

-q

dl i

( ) ( )

( ) ( )
rj

e

e
rjrjrj

r
rjrj

Idl
E

βθ
βββ

θ

ββ
θ

π
ηβ

−

��

�
�
�

�
	



�
�


+++

��

�
�
�

�
	



�
�


+−=

ˆ111
sin

ˆ
11

cos2
4

32

32
0

2�

( )
φ

ββ
θβ

π
β ˆ11

sin
4 2

2 rj
e e

rjrj

Idl
H −

�
	



�
�


+−=

�

dipolo eléctrico dipolo magnético

0η
m

e

E
H

�
�

−=me HE
��

0η=se 2bjdl βπ= e
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Faculdade de EngenhariaPotência média radiada

� ⋅=
A

medr adSP
��

onde { }*Re
2

1
HESmed

���

×=

A � superfície fechada

campos em coordenadas esféricas � considerar superfície de uma esfera

rddrad ˆsin2 φθθ=
�

( )� � ⋅=
π π

φθθ
2

0 0

2 sinˆ ddrrSP medr

�

� �=
π π

φθθ
2

0 0

2 sin ddrSP medr

rSS medmed ˆ=
�
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Faculdade de EngenhariaIntensidade de radiação

� �=
π π

φθθ
2

0 0

2 sin ddrSP medr

� �=
π π

φθθ
2

0 0

sin ddUPr

medSrU 2=

φθθ ddd sin=Ω

� Ω= dUPr

2r

dS
d =Ω

Ωd
r

φθθ ddrdS sin2≅

ângulo sólido infinitesimal

exemplo:
ângulo sólido de uma esfera �

2

24

r

rπ=Ω π4=

medSrU 2=

representa a potência média por unidade de ângulo sólido

intensidade de radiação

φθθ ddsin=

nota:
unidade de      � sr (estereo-radiano)Ω

unidade de U � W/sr



OE 0607
Antenas 23

Faculdade de EngenhariaResistência de radiação

resistência de radiação ( Rr) ����

2

2

1
IRP rr =

2

2

I

adS

R A

med

r

� ⋅
=

��

onde I é a corrente máxima
na antena

nota:

elevada para potências radiadas elevadas e correntes baixasrR

resistência que dissipa potência igual à potência radiada 

quando é atravessada pela corrente máxima na antena:
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Faculdade de EngenhariaPotência radiada – dipolo eléctrico elementar
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η Idl
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2

2

I

P
R r
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Faculdade de EngenhariaDiagramas de radiação

diagrama (ou padrão) de radiação ���� descreve a variação da amplitude do campo

distante com a direcção (para um r fixo)

variação com     e comθ φ

normalmente apresenta-se esta variação em 2 gráficos separados

diagrama de plano – E  ����

diagrama de plano – H  ����

amplitude normalizada do campo (face ao seu valor de pico)

em função de      para um constanteφθ

amplitude normalizada do campo em função de      para
2

πθ =φ

variação no plano xy
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Faculdade de EngenhariaDiagramas de radiação – dipolo eléctrico

dipolo eléctrico (campo distante) ����
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β
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4 r

eIdl
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�

para r fixo:

θsin=
MAX

E

E
�

�

MAXMAX r

Idl
E θ

π
βη

sin
4

0=
�

r

Idl

π
βη

4
0=

MAX
H

H
�

�

= diagramas de radiação dependem de θsin
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Faculdade de EngenhariaDiagrama de plano – E para o dipolo eléctrico

z

r
�

P

+q

-q

dl i

θsin=
MAX

E

E
�

�

MAX
H

H
�

�

=

dipolo eléctrico:

diagrama de plano – E:

amplitude normalizada do campo

em função de      para const.=φθ

diagrama de plano – E:

0

1

π-π

θsin

θ

gráfico cartesiano : variável independente no eixo dos xx
variável dependente no eixo dos yy

é habitual apresentar diagramas de radiação em gráficos polares: variável independente em ângulo
variável dependente em distância à origem
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Faculdade de Engenharia

0 1

0

1

Diagrama de plano – E para o dipolo eléctrico

z

r
�

P

+q

-q

dl i

θsin=
MAX

E

E
�

�

MAX
H

H
�

�

=

dipolo eléctrico:

diagrama de plano – E:

amplitude normalizada do campo

em função de      para const.=φθ

diagrama de plano – E:

θsin

θ

gráfico polar

z

0

1

π-π

θsin

θ
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Faculdade de EngenhariaDiagrama de plano – H para o dipolo eléctrico

z

r
�

P

+q

-q

dl i

θsin=
MAX

E

E
�

�

MAX
H

H
�

�

=

dipolo eléctrico:

diagrama de plano – H:

amplitude normalizada do campo

em função de      para 

diagrama de plano – H:

1sin =θ

gráfico cartesiano gráfico polar

2

πθ =φ

2

πθ =

0 1

0

1

x

y

φ

1

-π π φ
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Faculdade de EngenhariaDiagrama de radiação típico

diagrama de plano – E:

amplitude normalizada do campo

em função de      para const.=φθ

diagrama de plano – H:

diagrama de plano – H:

amplitude normalizada do campo

em função de      para 
2

πθ =φ

0

1

π/2 3π/2 2ππ φ

feixe 
principal

direcção do feixe principal

largura do feixe principal

nível dos lóbulos laterais

gráfico cartesiano
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Faculdade de Engenharia

0 0.2

0

1

Diagrama de radiação típico

diagrama de plano – E:

amplitude normalizada do campo

em função de      para const.=φθ

diagrama de plano – H:

diagrama de plano – H:

amplitude normalizada do campo

em função de      para 
2

πθ =φ

x
feixe 
principal

lóbulos laterais

gráfico polar

y

φ
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Faculdade de EngenhariaParâmetros característicos de antenas

parâmetros característicos

1. largura do feixe principal

2. nível dos lóbulos laterais

3. directividade

- normalmente é a largura entre os pontos de metade da potência máxima

- pode ser a largura entre os primeiros zeros

- amplitude dos lóbulos laterais

- habitualmente interessa apenas a amplitude do lóbulo mais próximo do feixe principal 

- mede a capacidade global da antena radiar potência numa dada direcção

- pode ser calculado a partir do ganho direccional , o qual depende da intensidade de radiação
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Faculdade de EngenhariaGanho direccional e directividade

ganho direccional

( ) ( )
r

D P

U
G

φθπφθ ,4
, =

nota:

( ) ( )
( )� Ω

=
dU

U
GD

φθ
π

φθφθ
,

4
1

,
, o ganho direccional é a razão entre a

intensidade de radiação numa dada direcção
e a intensidade de radiação média

directividade

( )MAXDGD =
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Faculdade de EngenhariaGanho direccional e directividade do dipolo eléctrico

ganho direccional: ( ) ( )
r

D P

U
G

φθπφθ ,4
, =

directividade ( )MAXDGD =

π
ηβ

12
0

222dlI
Pr =

2
0 sin

42
�
�

�
�
�

�= θβ
π

η Idl
U

dipolo eléctrico

θ2sin
2

3=

2

πθ =
= DG

2

3=
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Faculdade de EngenhariaAntenas finas lineares

x

y

z

r
�

P

z
r
�

P

+q

-q

dl i

2
280 �

�

�
�
�

�=
λ

π dl
Rr

dipolo eléctrico:

( ) ( )[ ]'sin' zhIzI m −= β

dipolo eléctrico ���� baixa resistência de radiação

baixa directividade
não é radiador eficiente!

antena fina linear: comprimento comparável ao comprimento de onda

h

h

necessário considerar distribuição de corrente na antena

- distribuição exacta não tem solução analítica 

- corrente nas extremidades tem que ser zero 

admitir: 

( )[ ]
( )[ ]�

�
�

<+
>−

=
0','sin

0','sin

zzhI

zzhI

m

m

β
β

mI

2

3=D
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Faculdade de EngenhariaAntenas finas lineares – campo eléctrico elementar

x

y

z

'r
�

'rr
��

−

r
�

P

z
r
�

P

+q

-q

dl i

dipolo eléctrico:

h

h

'dz

princípio da sobreposição:

θθβη
π

β
ˆsin

4 0�
�
�

�
�
�
�

�
=

−

r

eIdl
jE

rj�

φθβ
π

β
ˆsin

4 �
�
�

�
�
�
�

�
=

−

r

eIdl
jH

rj�

campo distante:

θθ
ˆdEEd =

�

e �= HdH
��

admitir:

�= EdE
��

φφ
ˆdHHd =

�

0η
φ

θ =
dH

dE

e
( ) θβη

π

β

θ sin
4

''
0�

�
�

�
�
�
�

�
=

−

R

edzzI
jdE

Rj

'rrR
��

−=onde

( )222 'zzyxR −++=

rrr ˆ=� zzyyxx ˆˆˆ ++=
zzr ˆ''=�

( ) '2' 22 zzzr −+= θcos'zr −≅

'zr >>
θcosrz =
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Faculdade de EngenhariaAntenas finas lineares – campo eléctrico

antena fina linear:

x

y

z

'r
�

'rr
��

−

r
�

P

h

h

'dz

0η
φ

θ =
dH

dE

( ) θβη
π

β

θ sin
4

''
0�

�
�

�
�
�
�

�
=

−

R

edzzI
jdE

Rj

θcos'zrR −≅ θβββ cos'zjrjRj eee −− ≅

rR

11 ≅

( ) θβη
π

θβ
β

θ sin
4

''
0

cos'zj
rj

e
r

edzzI
jdE �

�
�

�
�
�
�

�
=

−

�
−

=
h

h

dEE θθ

( )�
−

−

�
�
�

�
�
�
�

�
=

h

h

zj
rj

dzezI
r

e
jE ''sin
4

cos'0 θβ
β

θ θβ
π

η

comprimento efectivo ( )θel

�
−

=
h

h

dHH φφ �
−

=
h

h

dEθη0

1

0η
θE=

notas

1.

2. ( )θβ
π

η β

θ e

rj

l
r

e
jE �

�
�

�
�
�
�

�
=

−

4
0
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Faculdade de EngenhariaAntenas finas lineares – campo eléctrico

antena fina linear:

x

y

z

'r
�

'rr
��

−

r
�

P

h

h

'dz

( )�
−

−

�
�
�

�
�
�
�

�
=

h

h

zj
rj

dzezI
r

e
jE ''sin
4

cos'0 θβ
β

θ θβ
π

η

( ) ( )[ ]
( )[ ]�

�
�

<+
>−

=
0','sin

0','sin
'

zzhI

zzhI
zI

m

m

β
β

( ) ( )θβθβθβ cos'sincos'coscos' zjze zj +=

função par

função par função ímpar

( ) ( )��
�
�

�
�
�
�

�
=

− hrj

dzzzI
r

e
jE

0

0 'cos'cos'2sin
4

θβθβ
π

η β

θ ( )[ ] ( )� −�
�
�

�
�
�
�

�
=

− hrj
m dzzzh

r

eI
j

0

0 'cos'cos'sinsin
2

θββθβ
π

η β

( ) ( )
θ

βθβ
π

η β

θ sin

coscoscos

2
0 hh

r

eI
jE

rj
m −

�
�
�

�
�
�
�

�
=

− ( )θ
β

θ F
r

e
IjE

rj

m �
�
�

�
�
�
�

�
=

−

60

( )θF

Ω= πη 1200

( )θ
π

β

φ F
r

eI
jH

rj
m

�
�
�

�
�
�
�

�
=

−

2
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Faculdade de EngenhariaAntenas finas lineares – diagramas de radiação

antena fina linear:

x

y

z

'r
�

'rr
��

−

r
�

P

h

h

'dz

( ) ( ) ( )
θ

βθβθ
sin

coscoscos hh
F

−=

( )θ
β

θ F
r

e
IjE

rj

m �
�
�

�
�
�
�

�
=

−

60

( )θ
π

β

φ F
r

eI
jH

rj
m

�
�
�

�
�
�
�

�
=

−

2

campos distantes:

campo normalizado:

MAX
E

E
�

�

MAX
H

H
�

�

= ( )θF=

( )θF define os diagramas de radiação

diagrama de plano – H  ���� �
�

�
�
�

� =
2

πθF ( )hβcos1−= const.=

gráfico polar é circunferência , 
tal como para o dipolo eléctrico elementar
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Faculdade de EngenhariaAntenas finas lineares – diagramas de radiação

antena fina linear:

x

y

z

'r
�

'rr
��

−

r
�

P

h

h

'dz

( ) ( ) ( )
θ

βθβθ
sin

coscoscos hh
F

−=

( )θ
β

θ F
r

e
IjE

rj

m �
�
�

�
�
�
�

�
=

−

60

( )θ
π

β

φ F
r

eI
jH

rj
m

�
�
�

�
�
�
�

�
=

−

2

campos distantes:

diagrama de plano – E  ���� ( ) ( ) ( )
θ

βθβθ
sin

coscoscos hh
F

−=

exemplos

1.
2

2
λ=h

4

2 λ
λ
πβ =h

2

π=

2. λ=h2 πβ =h

3.
2

3
2

λ=h
2

3πβ =h

0 1

0

1

0

0

0

0
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Faculdade de EngenhariaAntena de meio comprimento de onda – potência radiad a

antena fina linear:

x

y

z

'r
�

'rr
��

−

r
�

P

h

h

'dz

( ) ( ) ( )
θ

βθβθ
sin

coscoscos hh
F

−=

( )θ
β

θ F
r

e
IjE

rj

m �
�
�

�
�
�
�

�
=

−

60

( )θ
π

β

φ F
r

eI
jH

rj
m

�
�
�

�
�
�
�

�
=

−

2

campos distantes:

2
2

λ=h ( )
θ

θπ

θ
sin

cos
2

cos �
�

�
�
�

�

=F

potência média radiada

� ⋅=
A

medr adSP
��

� �=
π π

φθθ
2

0 0

2 sin ddrSmed

{ }*Re
2

1
HESmed

���

×= ( )θ
π

2
2

2

2

60

2

1
F

r

I
S m

med =

( )�=
π

θθθ
0

22 sin30 dFIP mr

( )θ
π

2
2

215
F

r

Im=

�
�
�

�
�
�

�

=
π

θ
θ

θπ

0

2

2

sin

cos
2

cos
30 dIm W54.36 2

mI=

integral calculado por métodos numéricos
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Faculdade de EngenhariaAntena de meio comprimento de onda – características  

dipolo eléctrico elementarresistência de radiação

W54.36 2
mr IP =

2

2

1
mrr IRP =

2

2

m

r
r

I

P
R = Ω= 1.73

intensidade de radiação

medSrU 2=

( )θ
π

2
2

215
F

r

I
S m

med =

( )
θ

θπ

θ
sin

cos
2

cos �
�

�
�
�

�

=F

2

2

sin

cos
2

cos
15

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

�
�
�

�
�
�

�

=
θ

θπ

π
mI

U

ganho direccional

( ) ( )
r

D P

U
G

φθπφθ ,4
, = ( )

θ

θπ

φθ
2

2

sin

cos
2

cos
64.1,

�
�

�
�
�

�

=DG

directividade

( )MAXDGD = �
�

�
�
�

� ==
2

πθDGD 64.1=

θ2sin
2

3=DG

5.1=D

2
280 �

�

�
�
�

�=
λ

π dl
Rr

Rr pequeno porque

λ01.0=dlse Ω= 08.0rR

λ<<dl
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Faculdade de EngenhariaAgregados de antenas

- a largura e a direcção do feixe principal, os níveis dos lóbulos laterais e a directividade são

as características normalmente consideradas importantes

- grupos de antenas semelhantes, dispostas em diversas configurações, e com amplitudes

e diferenças de fase apropriados para radiação com determinadas características

- a radiação originada por um agrupamento de antenas é obtida aplicando

o princípio da sobreposição
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Faculdade de EngenhariaAgrupamentos de duas antenas

campo distante de antena fina:

( )θθ
β

ˆ60 F
R

e
IjE

Rj

m �
�
�

�
�
�
�

�
=

−�

'rrR
��

−=onde

( )θφθ
β

ˆ,F
R

e
EE

Rj

m �
�
�

�
�
�
�

�
=

−�- para uma antena ����
(caso geral)

- agrupamento de duas antenas iguais, separadas de d e esfasadas de ξξξξ

x

y

z

x
d

ar ˆ
2

'0 �
�

�
�
�

� −=�

r
�

P

d

a
(0)

(1)

antena (0): ( )θφθ
β

ˆ,0
0

00

0

F
R

e
EE

Rj

m �
�
�

�
�
�
�

�
=

−�

'00 rrR
�� −=

x
d

ar ˆ
2

'1 �
�

�
�
�

� +=�

antena (1): ( ) θφθ ξ
β

ˆ,1
1

11

1
j

Rj

m eF
R

e
EE �

�
�

�
�
�
�

�
=

−�

'11 rrR
�� −=

rr ˆ= zzyyxx ˆˆˆ ++=

antenas iguais: mmmo EEE == 1

( ) ( ) ( )φθφθφθ ,,, 10 FFF ==



OE 0607
Antenas 45

Faculdade de EngenhariaAgrupamentos de duas antenas

x

y

z
P

d

a
(0)

(1)

antena (0): ( )θφθ
β

ˆ,
0

0

0

F
R

e
EE

Rj

m �
�
�

�
�
�
�

�
=

−�

'00 rrR
�� −=

antena (1): '11 rrR
��

−=

22
2

2
zy

d
ax ++�

�

�
�
�

� +−= �
�

�
�
�

� −−�
�

�
�
�

� −+=
2

2
2

2
2 d

ax
d

ar

�
�

�
�
�

� −−≅
2

22 d
axr φθ cossin

2
�
�

�
�
�

� −−≅ d
ar

2
,

d
ar >> φθ cossinrx =

rR

11

0

≅ ( )θφθ
φθββ

ˆ,
cossin

2
0 Fe

r

e
EE

d
ajrj

m

�
�

�
�
�

� −−

�
�
�

�
�
�
�

�
=

�

φθ cossin
2
�
�

�
�
�

� +−≅ d
ar

( )θφθξ
φθββ

ˆ,
cossin

2
1 Fee

r

e
EE j

d
ajrj

m

�
�

�
�
�

� +−

�
�
�

�
�
�
�

�
=

�
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Faculdade de EngenhariaAgrupamentos de duas antenas – campo eléctrico

x

y

z
P

d

a
(0)

(1)

antena (0):

antena (1):

( )θφθ
φθββ

ˆ,
cossin

2
0 Fe

r

e
EE

d
ajrj

m

�
�

�
�
�

� −−

�
�
�

�
�
�
�

�
=

�

( )θφθξ
φθββ

ˆ,
cossin

2
1 Fee

r

e
EE j

d
ajrj

m

�
�

�
�
�

� +−

�
�
�

�
�
�
�

�
=

�

princípio da sobreposição

( )θφθξ
φθβφθββ

ˆ,
cossin

2
cossin

2 Feee
r

e
E j

d
aj

d
ajrj

m �
�

�

�

�
�

�

�
+�

�
�

�
�
�
�

�
=

�
�

�
�
�

� +�
�

�
�
�

� −−

10 EEE
���

+=

( )θφθ
ξφθβξφθβξ

φθβ
β

ˆ,2
cossin
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cossin

22cossin Feeeeee
r

e
E

j
d
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d

jj
aj

rj

m �
�

�

�

�
�

�

�
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�
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�
�
�
�

�
=

−−−

( )θφθ
ψψξ

φθβ
β

ˆ,222cossin Feeee
r

e
E

jjj
aj

rj

m �
�

�

�

�
�

�

�
+�

�
�

�
�
�
�

�
=

−−

ξφθβψ += cossind

( )θφθψξ
φθβ

β
ˆ,

2
cos2 2cossin Fee

r

e
E

jaj
rj

m �
�

�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
=

−

( ) �
�

�
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2 ψφθF
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E
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Faculdade de EngenhariaFactor de elemento e factor de grupo

x

y

z
P

d

a
(0)

(1)

ξφθβψ += cossind

( ) �
�

�
�
�

�⋅⋅=
2

cos,
2 ψφθF

r

E
E m
�

depende de cada antena

factor de elemento

depende da geometria do agregado
e das fases relativas de cada antena

factor de grupo normalizado

seja ( )ψA o factor de grupo normalizado

E
�

é proporcional ao produto de                por( )φθ ,F ( )ψA
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Faculdade de EngenhariaAgregado de duas antenas de λλλλ/2

x

y

z
P

d

a
(0)

(1)

ξφθβψ += cossind

( ) ( )ψφθ AF
r

E
E m ⋅⋅= ,

2�

( ) �
�

�
�
�

�=
2

cos
ψψA

( ) ( )
θ

θπ

θφθ
sin

cos
2

cos
,

�
�

�
�
�

�

== FFagregado de duas antenas de λλλλ/2  ����

�
�

�
�
�

�⋅
�
�

�
�
�

�

⋅=
2

cos
sin

cos
2

cos
2 ψ

θ

θπ

r

E
E m
�

notas

1. ξφθβψ += cossind diagrama de plano – E depende de

e de   

( )θF
( )ψA

2. 2πφ ±= diagrama de plano – E igual ao de um elemento   ξψ =

3. 2πθ =
ξφβψ += cosd

diagrama de plano – H definido pelo factor de grupo   1,
2

=�
�

�
�
�

� = φπθF
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Faculdade de EngenhariaAgregado de duas antenas de λλλλ/2 – exemplos 

x

y

z
P

d

a
(0)

(1)

ξφθβψ += cossind

( ) ( )ψφθ AF
r

E
E m ⋅⋅= ,

2�

( ) �
�

�
�
�

�=
2

cos
ψψA

caso 1

2

λ=d 0=ξe

φπψ cos=

( ) �
�

�
�
�

�= φπψ cos
2

cosA
0 1

0

1

diagrama de plano – H   

caso 2

4

λ=d
2

πξ −=e

( )1cos
2

−= φπψ

diagrama de plano – H   

( ) ( )�
	



�
�

 −= 1cos
4

cos φπψA 0 1

0

1
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Faculdade de EngenhariaAgrupamentos lineares uniformes

x

y

z
P

d

a
(0)

(1)

ξφθβψ += cossind

( ) ( )ψφθ AF
r

E
E m ⋅⋅= ,

2�

( ) �
�

�
�
�

�=
2

cos
ψψA

• antenas idênticas, igualmente espaçadas ao longo de uma direcção

• antenas alimentadas por correntes de igual amplitude e com iguais 

diferenças de fase entre antenas consecutivas

x
(0) (1) (3) (N-2) (N-1)

agregado de N antenas

d
0 ξ ξ2 ( )ξ2−N ( )ξ1−Nfases:

antenas iguais diagramas de radiação proporcionais a ( ) ( )ψφθ AF ⋅,

onde ξφθβψ += cossind
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Faculdade de EngenhariaAgrupamentos lineares uniformes – factor de grupo

agregado de N antenas

x

(0) (1) (3) (N-2) (N-1)

d
0 ξ ξ2 ( )ξ2−N ( )ξ1−Nfases:

diagramas de radiação proporcionais a ( ) ( )ψφθ AF ⋅,
ξφθβψ += cossind

( ) ( )ψψψψ 121
1 −++++= Njjj eee
N

A �

( ) ψ

ψ
ψ

j

jN

e

e

N
A

−
−=

1

11

progressão geométrica

( )
�
�

�
�
�

�

�
�

�
�
�

�

=

2
sin

2
sin

1
ψ

ψ

ψ

N

N
A

0

1

π 2π

8=N
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Faculdade de EngenhariaAgrupamentos lineares uniformes – diagrama de plano – H 

agregado de N antenas

x

(0) (1) (3) (N-2) (N-1)

d
0 ξ ξ2 ( )ξ2−N ( )ξ1−Nfases:

diagramas de radiação proporcionais a ( ) ( )ψφθ AF ⋅,
ξφθβψ += cossind

antenas finas lineares � 1
2

=�
�

�
�
�

�π
F

diagrama de plano – H �
�

�
�
�

� =
2

πθ

agrupamento de 8 antenas lineares finas

2

λ=d 0=ξe

φπψ cos=

0

1

2πππ/2 3π/2 0 1

0

1
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Faculdade de EngenhariaAgrupamentos lineares uniformes – diagrama de plano – H 

agregado de N antenas

x

(0) (1) (3) (N-2) (N-1)

d
0 ξ ξ2 ( )ξ2−N ( )ξ1−Nfases:

diagramas de radiação proporcionais a ( ) ( )ψφθ AF ⋅,
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Numéricos 2

Faculdade de EngenhariaMétodos Numéricos

Diferenças finitas

Elementos finitos
aplicação à determinação de potenciais electrostátic os
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Faculdade de EngenhariaEquação de Poisson

ε
ρ−=∇ V2 descreve o potencial eléctrico em situação estacionária

fronteira com potencial conhecido

densidade de carga ρ

(ou restrições sobre campo eléctrico
normal ou tangencial)
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Faculdade de EngenhariaEquação de Poisson

ε
ρ−=∇ V2 equação diferencial parcial
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solução da equação
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Faculdade de EngenhariaMétodo das diferenças finitas

equação diferencial parcial                                          é transformada

numa equação às diferenças através de uma discretização do espaço
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Faculdade de EngenhariaMétodo das diferenças finitas

xi+1xi xi+2xi -1xi -2

yj

yj+2

yj -1

yj -2

yj+1

∆x

∆y

),(, jiji yxVV =

valores a determinar
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Faculdade de EngenhariaAproximações às derivadas
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Faculdade de EngenhariaAproximações às derivadas
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Faculdade de EngenhariaEquação às diferenças
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equação (linear) às diferenças

uma equação para cada ponto ( )ji yx ,
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Faculdade de EngenhariaDiferenças finitas – Exemplo 1

Considere a região da figura onde  ρ ρ ρ ρ = 0

V4V1 V2 V3

5 V

10 V

30 V

–5 V

045305 12 =−+++− VV

ε
ρ ji

jijijijiji

h
VVVVV ,

2

,1,1,,1,1 4 −=−+++ −+−+

para cada ponto ( )ji yx ,
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0451030 43 =−+++ VV

04530 231 =−+++ VVV

04530 342 =−+++ VVV
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Faculdade de EngenhariaDiferenças finitas – Exemplo 2

0 V

10 V

20 V

15 V

20154 521 −−=++− VVVnó 1  ����

ε
ρ ji
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para cada ponto ( )ji yx ,
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04 107652 =++−+ VVVVVnó 6  ����
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Considere a região da figura onde  ρ ρ ρ ρ = 0
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Faculdade de EngenhariaDiferenças finitas – Exemplo 2
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Sistema de equações a resolver para 4x4 pontos
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Faculdade de EngenhariaDiferenças finitas – Exemplo 2

Solução do sistema de equações
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Faculdade de EngenhariaDiferenças finitas – Sistema de equações

equação de Poisson: ( )
ε

ρ yx

y

V

x

V ,
2

2

2

2

−=
∂
∂+

∂
∂

ε
ρ ji

jijijijiji

h
VVVVV ,

2

,1,1,,1,1 4 −=−+++ −+−+

hyx =∆=∆

sistema de equações:

( )ji yx ,uma incógnita           e uma equação para cada ponto jiV ,

a solução do sistema de equações é uma
aproximação da solução da equação de Poisson

( )jiji yxVV ,, ≅

a aproximação será tanto melhor quanto menor
for o espaçamento entre os pontos da grelha

sistemas de elevada dimensão

Xi+2xi+1xixi -1xi -2

yj

yj+2

yj -1

yj -2

yj+1

∆x
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Faculdade de EngenhariaDiferenças finitas – Sistema de equações

CVM =Sistema de equações:

matriz de 

coeficientes
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incógnitas 

(tensões)

termos 

independentes

matriz esparsa (grande parte dos elementos são nulos)

Métodos de resolução

Eliminação gaussiana Não tira partido da esparsidade da matriz

Pouco eficiente para elevados números de pontos

Método iterativo

Obtém solução num número definido de passos

Tira partido da esparsidade da matriz

Solução é obtida por aproximações sucessivas

Eficiente para elevados números de pontos
(Jacobi)
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Faculdade de EngenhariaDiferenças finitas – Exemplo 2

Solução do problema para grelhas de diferentes espa çamentos
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Faculdade de EngenhariaDiferenças finitas – Método Iterativo

ε
ρ−=−+++ −+−+

2

,1,1,,1,1 4
h

VVVVV jijijijiji

4

2

1,1,,1,1

,
ε
ρ++++

←
−+−+

h
VVVV

V
jijijiji

ji

Equação para o nó i, j ����

4

2

1,1,,1,1

,
ε
ρh

VVVV
V

jijijiji

ji

++++
=

−+−+

Método iterativo

1.  Inicializar valores das tensões jiV ,

2.  Repetir em cada iteração

2.1.  Actualizar valores das tensões:

2.2.  Verificar critério de paragem

novo 

valor

valores 

antigos

Número máximo de iterações

Pequenas variações das tensões
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Faculdade de EngenhariaDiferenças finitas – Exemplo 1 – método iterativo

V4V1 V2 V3

5 V

10 V

30 V

–5 V

�
�

�

�
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=−+++
=−+++
=−+++
=−+++−

0451030

04530
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43

342

231

12

VV

VVV

VVV

VV

Sistema de equações

4

302
1

+= V
V

4

3531
2

++= VV
V

4

3542
3

++= VV
V

4

453
4

+= V
V

Relações para o método iterativo



OE 0607
Numéricos 19

Faculdade de EngenhariaDiferenças finitas – Exemplo 1 – Método iterativo

V4V3V2V1Iteração

15.38316.53115.74111.43513

0.0000.0000.0000.0000

11.2508.7508.7507.5001

13.43813.75012.8139.6882

14.68815.31314.60910.7033

15.07816.07415.25411.1524

15.26916.33315.55711.3135

15.33316.45615.66211.3896

15.36416.49915.71111.4157

15.37516.51915.72911.4288

15.38016.52615.73711.4329

15.38116.52915.73911.43410

15.38216.53015.74111.43511

15.38316.53115.74111.43512

4

302
1

+= V
V

4

3531
2

++= VV
V

4

3542
3

++= VV
V

4

453
4

+= V
V
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Faculdade de EngenhariaMétodo dos elementos finitos

• Divisão da região D em elementos (pequenas áreas de 

geometria bem definida)

• Cada função base tem uma expressão simples em cada 

elemento

• A resolução da equação diferencial

é substituída por um problema de minimização

equivalente

ε
ρ−=∇ V2

• Solução do problema V(x,y) é obtida como combinação linear

de funções base

• Coeficientes da combinação linear obtidos por resolução 

do problema de minimização
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Faculdade de EngenhariaDivisão da região D

Divisão da região D em triângulos
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Faculdade de EngenhariaFunções base – exemplo unidimensional

φ1 φ2 φ3 φ4

0.5φ1+1.5φ2+φ3+φ4

11 22 33 44

Cada função base

• Toma o valor 1 num ponto

• Toma o valor 0 em todos os outros

• É da forma a+bx em cada segmento

Combinação linear de funções base ���� função rectilínea por segmentos
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Faculdade de EngenhariaElementos finitos – funções base

Cada função base

• Toma o valor 1 num dos vértices

• Toma o valor 0 em todos os outros

• É da forma a+bx+cy em cada triângulo

�
=

=
m

j
jj yxyxV

1

),(),( φγ

),( yxjφ

Solução do problema
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Faculdade de EngenhariaNumeração de vértices e triângulos

N1

T2

P2,3

P2,1

P2,2

T3

P3,1

P3,2
P3,3

N2

N4

N3
N5

P1,1

P1,2P1,3

T1

Numeração global de vértices:   N1, N2, N3, …

Numeração local de vértices no triângulo Ti :   Pi,1, Pi,2, Pi,3
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Faculdade de EngenhariaFunções base no triângulo T i
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1

1

3,2,1,

3,2,1,

3,2,1,

3,3,

2,2,

1,1,

iii

iii

iii

ii

ii

ii

ccc

bbb

aaa

yx

yx

yx

Pi,1

Pi,2Pi,3

Ti

Np

Nr Nq

ycxbayx

ycxbayx

ycxbayx

iiir

iiiq

iiip

3,3,3,

2,2,2,

1,1,1,

),(

),(

),(

++=φ

++=φ

++=φ

Em cada triângulo apenas as 3 funções base correspondentes aos 

seus vértices são não nulas

triângulo Ti de vértices

),(

),(

),(

3,3,3,

2,2,2,

1,1,1,

iiir

iiiq

iiip

yxPN

yxPN

yxPN

==

==

==

αββα δφ =)(N

Expressões das funções base 

no triângulo Ti

Funções base no
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Faculdade de EngenhariaProblema de minimização equivalente

�� �
�

�

�

�
�

�

�
−

�

�
��
�

�

∂
∂+

�

�
�
�

�

∂
∂=

D

dxdyV
y

V

x

V
I

ε
ρ

2

2
1

2

2
1minimizar

DyxgyxV ∂= em),(),(asujeito

ε
ρ−=∇ V2

Equação diferencial 
com condição fronteira

),(),( yxgyxV =

no interior de D

em  ∂D

Problema de optimização 
com restrições

D
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Faculdade de EngenhariaSistema de equações
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�
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�
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2

1

21

22221

11211

�
=

φγ=
m

j
jj yxyxV

1

),(),(

Parâmetros a determinar de forma a resolver o problema de minimizar

Solução aproximada
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∂
∂=

D

dxdyV
y

V

x

V
I

ε
ρ

2

2
1

2

2
1

DyxgyxV ∂= em),(),(asujeito

nγγγ ,...,, 21 utilizados para minimizar I � pontos interiores

mnn γγγ ,...,, 21 ++ utilizados para satisfazer condições fronteira � pontos da fronteira

0=
∂
∂

j

I

γ
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Faculdade de EngenhariaElementos finitos – cálculo de ααααij e ββββi

�� 

�

�
�
�
�

�

∂
φ∂

∂
φ∂

+
∂
φ∂

∂
φ∂

=α
D

jiji
ij dxdy

yyxx

∂/∂x e ∂/∂y são constantes em cada triângulo!

αij=0 se Ni e Nj não pertencem a nenhum triângulo simultaneamente � matriz esparsa!

Integração nos triângulos onde φi e φj são simultaneamente não nulas ⇔ triângulos a que 
Ni e Nj pertencem em simultâneo

���
+=

−=
m

nj
jij

D

ii dxdy
1

γαφ
ε
ρβ
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Faculdade de EngenhariaElementos finitos – Procedimento

1. Divisão da região em elementos

2. Numeração de nós

3. Determinação das funções base

4. Determinação de γγγγn+1, …γγγγm a partir das cond. fronteira

5. Obtenção do sistema de equações ( ααααij e ββββi)

6. Resolução do sistema de equações para obter γγγγ1, …γγγγn

• Método directo ou

• Método iterativo
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Faculdade de EngenhariaElementos finitos – Exemplo 2

• Considere a região da figura onde  ρ ρ ρ ρ = 0.

0 V

10 V

20 V

15 V
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Faculdade de EngenhariaElementos finitos – Exemplo 2
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Faculdade de EngenhariaElementos finitos – Exemplo 2
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Faculdade de EngenhariaDiferenças finitas vs. elementos finitos

Diferenças finitas Elementos finitos


