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Endomorfiomoo e ovbenpacoo invarianten
: j

1. Recapitvlagao do conceilo de endomor,'[iomo

Definigao : Seja E um enpago vectorial de dimenndo n aobre o

corpo k.  Chamei-ne endomorfinmo de £ a toda o aplicaga
linear ¢ : E »E .

Representacao matricial

E, ¢ ~ delinicloo como acima

B = (e,.,6 6y) ~> bave ordenada de E

Matriz de p na bwwe B ~ [plpg = A= LAl 1Al

onde  Aj= (ypte)lg i=4.,n

R

Notagéo
L. ]B denota a makriz do endomoc}iomo . na o B

(o )B denota a matriz (clas coordenadan) do elemento b

ma bane B.




Exemplo 1 : Sejam E = R* ¢ B=(e,€) uma baoe de E.
Connideremon o endomo,r,}/‘omo p: R RE dejinido por :

’ P(eq): -Ze4+362,

l

p(ez) e4+€_z'

Neote camo temon gue : (We,,))B

]
| aamma |
W &
PRS—

(pielg

L}
————
- -
———!

¢ prtanto  Lplp = [; ‘i]u

Oboervagio :  Sejam V = (U)g , P=(pwlg ,e A=[pl,.
En{’éo :

®=Av| )

(Veri{i que enta igualdacle para o exemplo anterior | )

Mudanca de bawe

E ~ eapago vectoriol de dimenodo n  aobre o corpo 4 .

B =(e..,en) e B’z (e),..., en) ~ baveo de E

Dado ve E | delinamoo  V:z (U)g e V'is (v)g: .
Gual a relagao entre V' e V ?

Suponhamoo que. V = [q; Lde, Uz vpe ttUnen (2).

Un
Kntao, e exprimirmoo o0 elementws ey, ..., en (da baae B)
em termo da bace B’ | obtemon o elemento o  em tormos

)
de B Z




n :
De }acto, ogja e, = Jé’ avj e, ,d=1,..,n.

Subntituindo em (2) uvem que :

m y m
vz Uy 2 xey o+t U, 2 ox) e
gz 4 Y jea 4 Y

1 m 1 n
= (Ut 4oy ) € et (Uy o+t Uy o) e

ou og}'a-.
) - " 1 ’
V= (U')B) = |4 O{,;' o4 Uy A - oy dq; vV .
. .‘
U,,O’;,+~"+U'no(7f;) X m d:l
(@) -+ (Enlg?

Concluimen poio  que :

Ve [ ey |- 1(egpl V. (3).

l; maftriz de mudanga de

bane (cle B parci B')

EXemEIOZ,:
5§/‘a B= (e, €;,€3) uma bave de E=/7&3J e delinamoo
)
D'- (e, ¢, e3) com €h= €i+€ , €)= 26485 € €3z giete

(Veripque que oo elementos e, ey, €3 odo linearmente independentos

e que, polanto, B’ ¢ de jacto uma tome de R3).
A mabrie de mudanca de bave (de B para B’')

é dada an :
P [.(94)8' ' (92)5' ' (33)6’] =: 5

Como caleuler estar matria ?




Notemen que (eilg = S (e;)g , 44,23, o que

implica que :
10 o0 ,
o1 © = 5 [(6’4)5,(82),3'(63)[3]
O o 1
ow, equivalentemente . 4
S5 = [teyg [ (ez)gl(e)g]
J i {
IHEG
1 2
[o [1 ] 1
-4 4 /2 -1
:[11211‘] =F_4/—/22 i o]
o 1 1 L d/2 -4/2 4 a
Obnervacao
Decorre dente exemplo que
4

[(61)6’ ‘ (e.z)B' I (33)5'] = [(e:;)B l (e:z)B | (8,3)6:]

v A
matriz de mudanga e matriz de mudanga de bave
baee (de B para B') (de B’ para B)

O mesmo reaudtado ¢ também vilide no cawo geral . ( Demonotre-o!)

Eleito de uma mudlanga de bame na reprenentacéo matricial

de um endomorlinmo
7

E S e v de dimemodio n nobre 14
B’ (€4,--., € )~nbacen de £

—

B:(e"...,en) e

50 €~ E wendomor%lomo




A= [y, Az [ply

J

Sz [ e)gs |- 1len)gl ~ matia de mudanga de base do 8 pary 8’
S C€g 11 (€T o matriz de mudanca do bave ole 8'para 8
Sabemon que :
Az DT o [lpeng |- [ (pien))p ]
(j) 5 [ Cpcenlg |- | (piey))g ]

(:4) 5 [ A(e)q)B!...IAfeln)B]

= SA Lcehgl. Itepp]l = sas?

.6

A) = 5A5-4 (4)

D_e,}im‘gc“zo: Quan matrizen quadradan e cla meoma dimemdo
A e A’ clizem-ne nsemelhantes quando  exinte uma matriz

regulor S  tal que (4) ope verifica. A f‘mm}ormagc'fo

* > S % 57 (delinicla cobre o matrise quadradas cle uma

dacle dimemdo ) chama -ne o  framjormagao ce oemelhanga
anoociada a matriz S

Com esta nova momenclatura , temar entio gue



’P_ro_pooi@“o

(1)

Sjom A= [plg e A'=[ylg duao reprenentagceo
matriciaio clo encomorfiomo p nao bomso B e B’ reopec-
tivamente .

Kntéo A e A’ ndo oemelhanter | com

) -1

A'z 5AS

onde S € a matriz de mudanga de bave de B parci 8’

(2)  Reciprocomente | e A= Lelg e A € uma matriz
vemelhante a A | entdo exinte uma bane B’
tal qule E?JB, = A Meiin  concretamente :
&uponhamoo gue A'= 5aAs1 . Entao a matria
de mudanga de bawe de 8 para B8’ ¢ dada pn 3.
Demonwtragao

(1) DRemorwhrado na peigina anterior .

(2) Exercicio ! N




Exemelo 3

S¢om E, B e p come no Exemplo 1, e connideremoo uma

mova boe B's (e%, ;) de E= R* definicla por :

[ e .

(€1)p = [

(e3) g

] (ie, €7z ej+e)

1
—

1 ] (l:-e./ B:Z« = 81) .
(0]

A matriz S de
por :

muclanga cle tove de B para B € dada

- -4
S= Ltegp (e ] o [ (g | (ey)g] = H ;]".

Portento S= [f -': ] e S ﬁ ;_J :

Qoote moclo

R A A R

e Nep. Eremplo 4

(Vcrijﬁic]ue que  dle }ado (We’”)B' - [f‘{l] e (;o(e’z))B.:[i] | ) o




Oboervaéo

Dem’g'ne'moo por LEg e EB’ 0 enpago vectorial € munido
doao baoes B e B’ reopectivamente.

5eja p E — F
A=
A

um endomorlinmo , e aejam

1 §
l\,h
< s

|
o o

¢

S ~ matriz de mudanca de boawe oo B para B’

A igualdade A'z SAS’

= m’gm}rca gue o oeguin(‘e
c\iagramcl € comvulativo .

A)

EB’ > EB’
S T TS
A




<. Ouvbenpagoo imvariamtes

S¢jam £ um espago vectorial de dimerwdo n oobre Ik
p:E >E um endomorliomo
D=le,. en) uma bave ordenada de E

F um aubmpago de £ de dimenodo p

Dgim’g&fo : F € um ouvbeopaco yp-invariante (ou

invariante com reapeito a ) oe

p(F) ¢ F

Cawon mokcivein de nuvbenpagon  -imvarianten :

) F={qi p (1af) = jat = jqf
2 F=E p(E) c E
3) F = ker p" Ce=12,..)) p* (p(F1) = p (p*(F)
o= po...op :quef):’Qi
n veseo ) . p(F) & kerp® = F
4) F= Im p"  (k=12.) p(Imp*) = p( p“lE))
= P (p(E))

c PR (E) = Imip .




Proposigaio  ( interceccdo e ooma de oubsopacas invariantes ) :

Sejom ¥ e F, doin ovbenpager - invariantes. Entco
W) FinFy € um auvbeopago - invarionte

) Fyr+F, € um nubeopago  p -invariante .

Demono(:ra_gcffd: ) YFRaF) € p(F) ¢ F e

pFHnFR) ¢ p(FR) ¢ B

P(F,;ﬂFé)Q 7:4/)":3

(i) p(R+FR) = p(F)+ p(F) < Fi+F

(gﬁ Gng ]

Representagao matricial de endomorliomon com ouvbenpage invarianteo

E e.v. oobre 14 dim € = n

4

E E - E enclomor,}iomo

(4)  Seja F um wubsopago p-invariante ; dim F= p.

Se\ja B:: (6’4,...' eP: ePH peee e,,) bcne cle E
—
bal que bace de F . Entéo o matriz e v na bace B

€ da forma

[P]B = [A“ E Au, ]s P Unhan

O | Ay 1} n-p Llinhao
p columap m-p colunao

in




Demonotracao -

[yl = [ Cprenlg | 1ptep))g | (prepni)g | [ (pten)s ]

Uma vez que, pela invariancia ce F, ple;) e F
(para i={,..., p) , an ultiman m-p comPonenfeo de yt(e)) na

bCIDe B 0A0 nulan 5 (:.e.} [((P(€4))B f-- I(Lf{ep))B] = A{»{
o linr
para uma determinacler matriz Ay (pxplam

(2)  Sejom F,,..., F, K aubespagoo (mvarianteo de E |

com dim F = p. Ciz4.. k), tais que

[

E- F o--oF,

5@}& ainda B=-2(e;,., e;% e ef:,..., e:”) uma  bowe
de £ tal gue (e, .., e, ) € uma bawe de F; (i=d,. k).
Entao a repreventagdo matricial de p na bowe B €
dacla  por - -
Clp]B = FQ,M O O —~ matriz dl‘agomal
O - O por blocen
O o qu

onde Rii € uma matfriza quadrada de dimenoao p; (i=1.., k)

Demonotracao :  KExercicio ’

(5iﬁa um raciocinio and/ogo ao da

demonntragcio de  (4) ) -

44



Critério de invariéncia

Fropawigdo
Sejam £ um eopago vectorial oobre b e . E~E
Um endomorfinmo . Seja ainda  F = L ({uy,..,Upt)

O aubenpago ce E geraclo  pelo elementos Uy, ..., up de E.

’

F € p-inarionte &> wiv;)e F  Wie 4., pl

Demonotragio - (i) “=>" € imediata , pela delinigdo de
Qubenpago - invariante.

i) "=t Seja ve F ; entoo exintem
aoeﬁciehteo Xy,..o, Xp € 1K t@in que U = ZLPH o Uy
Uma ve2 que ¢ € Ulnear : p(u) = Z;’; X piu) o
gue (tendo em conto a hipdtene de que ptui)e F) Implica

qu pw)e F. Patanto  p(F) e F | reja F €

/

(- invariante g

.Exemplo 4q . 5ejam E um eopago vecterial de dimemao 3

nobre. R, B= (¢, &, €3) uma bore ordenada cle € | e
w:E-E o endomor&wmo definido  por :

pee)= deg+t € 5 pie) s € € ; plE3)= €+26 +Y4eg

Definamen

U’,{ = >e¢+ €, , U:l = 3‘24}63 2 Lf3 1= e|1-ez+€3

/

pPOr) = pre + pie,)= 2e¢ "'f'} + @ -2€ = 2€+6-63= 2V-5




Plo,) = Vi) +yplegl= € -Leg + e t+2e + “Hey = Qi +2(Gve )= U v2U,

PO = Pl rpcer pees)= o = Bletgtcy) = 3U, .

fortanto . L (4ur, 1) ¢

um aubeorage p-invaricnte ce dimenoco 2

LCJust) € um aubsopago ¢ - invauiant de dimenso 4 .

Exerdcio :  Prove que (04,05, U3)=: B’ ¢ un bowe de E
Qual a matriz de ¢ na boge B ?

3. Valoreo prd prico e veckoren proprico

Sejam E um espago vectorial de climensio n  wobre I e

p: E—>E um enc/omor7li/amo.

Definigco - Ae 15 € um valor proprio de p  oe

Jue ENfof .+ pw) = Au

Meote cavo cliz -pe gue U € wm vector proprio

cle p amnociado ao walor préprio ).

Oboervagiod: Mot que todo o wector proprio o de y

gera um  eubeopago (invariante (L)) de ¢ com
dimemdao 1. FRor outro laclo, todo o gerador de um

Quiopago pinvariante  unidimenpional € wum vec ter proprio de ¢ .

13




Oboervagdo 2 :  Daclo um valor préprio 2 de ¢, o conjunto

E) jormaclo  pele vector nedo Junfamenfe com tode co vectoreo
proprin ce p  ampodacls o A € um  aubsopaso vectorial do E.

Verilicacao u,ove £y , o pelin

(/(au+/w) =op(U) +Bllo) = xlu+t X Av

= A(autpu) .

Notagao : £, ¢ dmi‘gnac/o por  aubsopago prprio

annociaclo a ).

Dgfim‘gao : Oeja A uma matriz mxm com entradao em IW.
Ae W € um vabr préprio de A e

I Ve Ik \fof . AV = 2V

Neoke cawo diz -pe que V& um vector prprio deA.

Aema. :  Com a notacdo anterior

Aelh € um valor proprio de A «=> old'(/\oI—A):O

Notagao : O polindmio em A
det (A\I-A) & chamado o )ootindmio
cavacteriotico de A . A equag&o

det (AT -A) =0 € a equagclo
carccterinhca de A .

tanto 0} valow prdprim de A nco av rodieo do euca eg. caracterintica
14




Demonntracao do dema

Ao valor proprio de A > I Ve |K 40t + (A, I-A)V =0
&> dim ECM(AOI —A)] = hn > 1
< car (AHI-A)= m-k < m
<> dek AI-A) =0 n
Oboervagio . Decorre imediatamente da comparagdo dan delinigceo

de valor prcprio de um endomertiomo e oo uma  matria gue,

Re R=Lplg (para uma certa bewe B do E) .

Ao € valor proprio de A «=> Ao € valor proprio ce .

D?ob, modo :

Cn valoren proprico de wm endomoqlwmo podem cer
cadewdacks  atraves da equagdo caracterinheca

asnociacla o qualguer repreventaciio matricial
cdoole - endomorfiome .

-

Notagao :
0 conjunfo de locer e valores proprico cle um endomm}iomo
p € chamado o apectro ce p _ T () _.

Ana109amehhe ae define o eppectro  T(A) de _uma matriz
quadrada A .

15




O que acabame de ver permite-nco conclecir © aoguinf'e.
Sejam B e B duw buwen de E |, p: E2E um endomor%iomoj
A= Lplp e A=Cylg . 6ntdo

T(A) = o (A") .

Uma vex que cobemeo que reprecentzigser matriciau do mapmo
endommﬁomo oco matrizeo cemelhanten a concluoao anterior

tambdm poderia oer obtida a ponhr da o%ufn‘k? Propooi;cfo.

Progo_oi%"'o: Sejom A e A’ duan matriseo oemelhantes , com

dimenodo nmxn. Entdo T(A) = T(A).

Pomonohragao . Uma vex que A e A’ odo aenvlhantes , exwt uma

mahriz rt:gula/s S tl gue A= sas™!. Entdo -

deF(AI-A') = det (AI-5As") = dot (ASS - 5AS) =

det [ S(AT-4)5s!'] = detS.detANI-A). detS

Portanto ao raizes dao eq(,agcfeo caracteriohcan de A e A’
coindidem g

Exemplo 5 . Conoideremoo o endomoermmo p do Exemplo 1
cuja relorcoenf‘agéfo matricial ma hane B €

A=Lplg =2 17 .
e =5 ]
Tomendo a baoe B’ introduzida no Exemplo 3, lemeo que:

A= [PJB) _-.[—‘;I ~3{] .

4

16



En+5o:

PCA) := det (AT -A) = det l/\—z -1 ] = (A-2)(A-1) -3

-3 A-1

i€

1

PAY= A*-3 ) -4

Pi(A):= dek (21 -A") = dek [ A-4 -3 ] = (A-4)(A+1) +3

1 At

i.€.

J

pl(A) = A*-3X -1 = p(A).

Dot modo  T(A)=a(A)iz= J AeR | AZ-3x,-1=0].

/\;2—3/\0‘1 =0 &S Ao: + t+ :_3-:\_/1_31.
2 2

Anoim -

T(A') = T(A) - { %-f_fj‘i
p

Analinemon agora o que A0 pasna com o vectoren proprico.

Oboervagco
Sejo Ve M jof. Entdo , cecorre da dg/lm‘g&o cde wector
proprio  que :

V€ um vector préprio de A ., Ve A (DI -A)
ancocicdo a Ao

1t



Com,varando an de%/'niga?o de vector préprio  de um endomorfiomo
¢ de uma matriz , mo ¢ dificil conchecr que se A= Lplg
entao :

U € um vector préprio de ¢ amociado o Ao

&>

(v)g € um veclor pro’pn‘o de A anacciado a Ao

dema = Sejam A e A duao matrizeo quadradas pemelhanfes
do € T(A)= T(A') , e S uma mahriz negu/ar tal que
SAs = A'. Entio:

)
V & um vector Prdpn'o de A’ => V=SV e V ¢
annociado a o um vector prcprio

de A ancociado a Ao.

DeMOmh'aqéfo :

U =) AV AV & sas'V = AV & Asy' = A5V
Seja V= 57V éntdo: V=SV e AV pV .

() @) AVz JoV &> SAS'SV = Ay SV . Amwim, definindo Vi=sV

temeo qbl.O: A

A'viZ )V

18




Obrervagdo : Em particdar, oe A e A’ o reprecentageto
matriciaio de um endomorlinmo  nao  baveo B e B, reopx&'va—
mente , Ve V' oemdo ao reprefaenfago?’o matriciain de umn meomo
vector prdprio U de p maquelan banen . For oew lado a

matria S € a matriz de mudanga de bewe de B pami B'g

Exemplo 5 (continuagao) :

Determinacao doo vectoreo préprioo de A= [.2, { ]
' 3

O‘(A)zizi-@ §+€i“§

2 /

Vectoreo prdprion aneociadr ao vale préprio 3 - AEY

(G- [P35 4])

SOEE Le])

A Al

.

il

)]




3 /12 ;. exercicio!

Vectoreo préprio> avwociader ao valo preprio 3 /1

Vectares  proprioo de A'= [Lf 31 = 5SAS
-1 -
com 5:[0 f]

Vectoren pdprio annociadon ao valen préprio 2~
Ve g-a ][0 0]
< o | -1 -y

Atendendo a que co vectowo prdprioo de A’ cvwociades ao

valor proprio 3 - éﬁ‘ ndo obtides o ponkir deo vectoreo prdpries

de A (amodadeo cao meomo valo pra’pr/'o) através de uma

Muckinga de bome de B pwa B’ temeo gue :
V. S(V) - ,c( >
4“/43

L0 LR

Ver.‘_}«ique eote recultaclo calcwlando  directamente 7’

Exerdicio :
a pwhr da modo como eoke aubespago ot
c(eﬁnlolo acimet .
Vectoreo proprico  amociade o 2 4 Mg‘i‘ . Exercicio !
u)

20




Oboervacao -

Note que oo valoren préprion de uma matriz com entradas
num  corpo [lA dependem de |14 .
Ente }aci’o ¢ Uuotrado no exemplo gue we pegue.

Exemglo 6
56%)0 A= [O -1 ] . Connideremon primeiro que o corpo
{1 o

&ub\)acenfe é 4, = IR. Entao , oo valoren prépries de A

ndo an raiseo reain ca equagdo caracterinkica :

det (11 -4) =0 = Mird1=o0

Uma ves que  A°+4 0 VAeR , conduimor que T(Al=g.
6uponhamm agora  que A € uma matriz com entradao

no corpo 1K, = € . Neote cavo ow rodseo da equagao
carawtnstica  (em €) ndo . A=F4 , de, TCA) =S4 -if

J

i-*“ O //4 e sares

Analineme agorel clgumao propriedadeo cdon valowo proprico e

do vectoreo proprico .

Teomma : SeJ'Q A uma matria mMxm = com entradas

no corpo lh ; e oejam Af,---, Ax 00 valoren prdprico
dmtm’roo de A, (kgn).

oEnrdo :

21




(1) Se wuvy,..., Ux #ndo vectoreo proprioo  reopechvamente
aspociadoo  a  Ag,-.., Ak | Uy,..., Uk ©do  linearmente

tndeperdentes.

/

(2) Se k= mn  designando por 16& o eubeppago péprio

anpoddado ao wector préprio A (i=f..,n) , tmo que:
dlm _V’A(‘, = ‘f l:-'f,... n

/

Dermonntragéo

(1) (for indugdo)
k=1 - Uy Unearmente inclependente &> vy +0 . Toto € sempre

————

valido pela o(e,}inigc’io de vector proprio .

=L - duponhames que co vectors preprioo Uy,..., Vp Gmoociadeo

————

aocs valowo proprioo Ay,..., Ap sdo linearmente independentes.

k=ltl - Vomoo ver que a hipdtene de indugao implica que

Uj,-ces Up, Upyy (com Up,, um wvector prdprio amnpgociado
a dpyy) odo ltambém Unearmente inclependentes.
Inbo € ne -
oy Ugyt--- + o(tu‘e + 0(e+4 uﬂﬁ'{:O 066“4
_ L:l,...,efl
entdio X = O t=1,.. C+d1.
W U+ e X Up b Xy Up,, =0 = A (XUt 4 xp Ut Xpy Uy, )0

(:’7 %A{U“*"- 'f'“e At U'[ + “e_‘_‘ Ae*‘ U-CH =0 (5)

Por outro lado . KyUgt -+ xguyp +Xpoy Upyy =0

= 0y Apy Uyt + X Appg Up t gy )‘QHU'CH_‘O (6)

22




Subtraindo membro a membro ao igualdadleo (5) e (6) ,0btemoo
Oy (Ag=Ap, Uy +-- + Xp (Ap - Apy,) Up =0

Uma ves que | pela hipstese de indwco, uy,.., vt odo linearmenk

’anlepencleni'eo , tobo equivale a dizer que @ oy LA -Ap, )= =0y Uf "‘e+)=°

Tendo em conta que oo valoreo préprioo  Ay,.., by , Ap., e dictints,

teremeo que ter: oy =.. = ap =0

Svbntituindo na CXPIODOAO  OyUyte +0p Up + U,y Up, =0 (Qua

inicialmente conmideramon ) obtemes
XP4q4 Vpry =© -

lomo vp,, € um wector prdprioc , vp,, +0 e portanto terd
que qer Xp,,= 0.
Conclimon cmoim que  ay= ... = op= &y, =0 , ol meja

Uy, ..., Up , Upyy wocio linearmente inclepenclenten. o

(2) Suponhamon que exiote vm valor préprio Aj , j€ 44,
com pelo meno  doio  vectoreo proprico  anmoci cides Uy e u';- que
ndo Linearmente inclependenten.  Sejem vy, ..., Uj-q) Yjeq ooy Un
vectores préprico cwsociadad  am  valowo  prdprics Ay,..., "3'-4,’\3'+4v""An'
Vamoo ver que  ui,..., uj_,, Uj | Uj ,Ujyys- On 0G0 (oob ectno
condigow) linearmente independentss.  Supmhamos  entéio que :
0(40’4. +... + 00'_4 U:)-_‘ + 00()") + O(J. u'j + O(J'I-l U:j*n 4---+ o(nu'n -0

Analogamenhe ao que vimes em (1), into implica que :

()\J—/\', )“4 U4+... + (/\J -/\J'-')O(J'wl L{'}__1 + (AJ' ‘/\J‘*‘)Q:j.“ U:)f»f +

+ o0 4 ()J—/\n) Xp Up =20.

Una vez que Aj20; (i) b que Rer 0= = K T T =dp= 0.

Conaequentemente D XjUjt xjUs =0, e, pela inclependéncic linear
. ! - [ ’

deujev;, o=a)=0. Jortonto v, ., U, U, 0 Ujer,e- On




Nao M+l veckoren Llinearmente indeperdentps . Koo into & abourdo

Jja que eotes vectoreo portencem a m" ( gue tem dimemsdo 7).
Pmtanb, todo o vale prdprio Aj (j=4,...,n) de A pooour um
¢ apenaw  um vector proprio  lineamenke inclependente, cu ssja:

Diagonalizacce de  matrizen

Proposigao  ( condigao auficiente para cliagonalizagdo) :

Seja A uma matriz nxn com nvalores proprioo Ay, ..., An

distinton. Entdo  exinte uma matriz mzrjular S tal que :

5&5-‘ = [ )4. o J =: diag (/\4'...' /\1—,) .
O A,

Demonotracao

Como A temnvaloren preprics dintintos | reeulta de (2) no Toroma
anferior que uy,..., U,  ( vectores preprico amociacleo a Aq,...,An)

ado  linearmente inclependentzo . Fartanto S:= [yl lun e

uma mgtriz regular. Alem- diono SAS™ = dia% (Ag,-e, An) .

fra provar eote jacto , depinames D := dia9 (AN,.., n). Entao:

5As™ = D &> AS'= S0 5 A [Uy 10T = [A0p0. 1 An0R)
€nta ultima igualdade € whlida uma ves que AUy = Jy Uy, AUpzAnd,.

Into prova a propooicto g

Dg,ilnl@’o . Uma matriz A de dimemsdo hin iz -ao diagonalizdvel

Re (& wemelhante o uma matriz diacgenal .

L4




Note que o condigao ouficiente para diagonalizagad dadea  pelo
reaullado cnterior mdo € necemnciric. Hd matrizesr com volores
proprion nao diotinton que 0d0 d;‘qgonqu,gdwe[o. Um exemPlO Erivial
€ a matriza idenhidade nxn, que tem fodew @ valoreo propries Igueo
a 1 (patombo ndo dichntro) e € uma rmatriz diagoral  ( partanto

cbvicimente diagwn&adwel).

Teoremes  ( condicao meceonciria e aujiciende para diagonalizagio)
évd'o A umg matriz mixn .,
A é diagona lUadvel &> A tem n vectoren préprico Linearmente

independenten. N _
Notagao : A € mao dete_c,’riva.

Deh‘\OI’)D)‘YCJ;ElO :

(L) &= Ver demonntragac da  concligéio nuficiente  parc diagomb;ia;&'o.

(L) "= Su,wnhamoo que A ¢ dlaymaUAde. Entaeo exinte wma
maftriz regular S tal que
s5as™ = diag (dy,..., dn)

Equivalentement : 1
Ast_ g clia% (dy,...,dyp) .

Aooim , designande por vy a i- deima coluna de 7' (i=1,.., )
temoy  que :
Auv; = di U; c=1,..,n.
Como v; o0 (C=t,...,n) oia’ que U; € uma coluna de uma
motus regulan , concluimes que U € um vectr proprio de A
anvociado co wvalor pdprio di. Uma vez qlee s Cuyl---10n1]
¢ re%wlar) Ug,..., Un nao Unearmente indzpenc(en(’-'oo.

A tem m vectoreo proprico linearmenbe imdependontes g




falando agora em termeo de endomorlismos , diz-ae  que

o endomorliemo p ¢ diagonalisduel —ae an euoo reprecentagess

maftriciaio odo  diagonalizgero .
0 teorema que e eeque ¢ uma conaequéneia imecliata da

¢c.m.n. pwma a diagonalizacdo de matrizes.

Tecrema :  Seja  yp: E > E  um endomorfiomo do espago

m- dimerwional E . Enkdio :
p € cliagcxnau.eduel > E tem uma bove B=(4,..., »n)

de vectoreo préprioo de © -

Hatriza de ¢ na boee B -

[elg = L[ (ponlg |1 (piva))p ]
= [ (Aql%,)e I"'l (An))n)B] com AL Valor
préprio ao qual o
vector préprio v;
enta amoociado
ﬁ{\o O = cliag C)l{l..., An ).
o O ™3

e



Teoremo, :  Sejom @:E - & um endomorlismo ,edim E=n

Sejam ainda  Ay,..., A o valoren proprico dintintes de p. Entdo :
(“) EA{ +- 4+ EAK. = E/\4 @ (23] EAK
(2) E admite uma bane de vectoreo préprico e ¢

& E= &), &6 -0 Ex, -

Demonotracao

() Epg+- E/\k = £, & @ Ex, < Todo o elemento de
ve Ey+v Ey,  tem uma decomponigao wunica como umea poma
V= ¥+ +p, de elmentr ¥ e E,, (li= 1,..., k).

Eota  gegunda afirmagi® pocle mer demonotrada tendo em conta que
vectorep proprics cunceciacko a. valowo prdprico dijeuntes odo  Linearmente

Lndependentm . (Faga a demonotragéo como exerciciol ).

(2)
‘=" Seja Bi uma bare de Ex, ti=t,., k) . Uma vez que
E= E) 6L, B= ByU... UB, € uma boae de E.

2

Além dicoo B €& cenotituicla por elementro de £y, i=f1,.., k),

oL seja, por vectoreo prdprico de ¢ .

‘=% Seja  Ba= w,,‘,.-..,y;,‘,..-., uf,..., p‘;,“) uma bave ol
E comtituicla por wectores proprio de . Sem peca de genstaliolacle
podemon eupdr gue oo elementco de B eotdo ordenade de tad
modo  que Ex, = .C’(jyf,,..,w,‘,,‘.t) (i=t.. k).

Uma vex que B ¢ uma boge de E temeo quee :




J [ ]
"

Ex L(v) @ @.C(viu) @ - & L) oo Luy,)

Loy, .., op{) Lol o, One )

E,\,‘ E/\k,
Portanto -

E = E/\"@"'@ E/\x n

Coroldrio . Com a notagdo cdo Tecrema anterior
p € ciagonalizdvel &> dim E = dim Ep+ - +dimE, .

Demonotracéo -

Notemon que : dim E = dim Er; +--- tdim Ey, ® E= E,\fe---eE,\K

> E admite umea brwe cle veckogo proprico cle
(pelo Teorema
antericr )

&> p diagenalizdvel

(pelo  Terema
doy pdgina R6) ]

Lxemplo 3 .

Se:ja A = [3 -{ A ] . On valoren proprioo de A
1 1 4
1 ~{ 3

ndo av rafzer da equagio - deb [A-3 4 -4 =0 &
-1 A-{ -1
- { 1 A-3
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C(A) = 32,3?.
Rehinameo
"V’.2 - {/uecf‘om/.) préprico de A anscciade a A=2f
—V,B = ‘L ”» > 2 3, > 25 /\=3§.
Enifb'.

{1 -4
Uy
U =

uz]

Us
Sy

& Y= Uity & Uz [U'.+U'3]

Us

VeV & [0 {4 -1ju =0 & p-uUz=o0
-4 2 -4 -U t2u0; ~U3 =0
-4 1 o l

@ 1Y e s [fﬁg] s> w/{,,:u[ﬁ]).

Rrionto A em 3 vectores preprie linearmente incle pendentes .

. . 4
SeJa S= ’. j 3 {4] , Veri ique  que :
o 1 1

SAS-":-.JOO
lo.zo] 0
0O o 3
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4, Teorema de &(44%— Hamilbon

O ‘eorema cl Ccujx&xj— Hamiton alirma gue todo

o enclomorfiomo (toda a matrria Cfuaclracl'a) nahntas
a ana ec]uagc?é caracterintica.  Para demonptrar
ente teorema vamon introclusir alguman nogek

aclicdonain nobre /au/;wapa;m invancntes.

4.4. Rentricgo de um endomorfinmo a uvm

Auben paco invancnte

SQJ\am £ ~ enpago vectonal cle dimenoad 1
(hobre um capo k)

Y ~ enclommlrr/omo oepyniclo em E

F~ aubgopago y-invanante
com dim F=p.

—

Wma ves que ¢ y%invan"cm/’e (into € pP(F)cF)
guandlo re/)-hf/'r)y/‘mw v a F obtemeo  em enc/omm%mmo
de. F A ventncco ole w a +F  chamcimeo Yr
‘?‘

Portanio P F — F

w — ;ﬁ(w)

30




Eww»PIO8
3
S‘e\ja p R — R’ tal Gre v (f,00) = (1,1,0)
W[O/%O) = (ﬂ?//"{,O)

p©,01) = (1 3,1)

O aubenpago  F = < (1,00, (0, 1,007 € claramenle
Y- invancnte.  ( Veriligue ')
Aonim, a restncad e v a F € um endomajomo

dQF 1o P/:
’ pr F — F

Noke - e Gue AL F nco fonmo Sﬂ-im/cm‘cmb/ haveiua
eomento w de F baw que p(w) ¢ F e portanto
a reoWigdo de v a F ndo pena um endomorfiomo
ce F.

)

A matria de  pp na bane B = )(4,0,0), (01,01}

/

Cpele = [lpeti00)y (peic1,00y) ]
= LU0y ((a-1,0)8)

4 <
¢ ]
Obnervacad . Note que apencir ode on elemente cb F

ANem {?%'”a), apencn AAd Meworod N
duas comndenadas | relahivamente & bace 3,
para oo icentilicar . For inpo & que o
DU reprenentticoes na bowe B ocid colunas 34
eom doin elementes .

]




kema  Gejam . € — E um endomortismo e
F um ovbespcigo - invanant .
ejam p(A) o polindmio caraclerinhco de o e
Jam p P ¥
Pe (L) o polkncmio caracterinhco de Ve -

Entco Pr (1) divide P(/\)
coto €, exinte um polindmio  d(A) tal que -

pA) = oP(/UPF (L)

Demonotracad

Suponhamm que dimE=m e dimf=p.
Tomemoo umeé bC{/Q_Q Ob para E (’al (Zu.e ON LetLd p
primeirco elementeo nejam vmea bage (B') para F

G):{Q{,-..,QP,QP_*_{/...Ian - bCMJ—PPCI/)()/E

L 65,:{?1,---, QP? — bcm PC(/I(/I = .

Como 40/’ vinto anteriormente -

A. - C&f]&) = —AH :' ,A{_Z-. jpu"nhao
o) j'h-P lnhan

pcownao n-p colonan
Aldm diooo, Ay = [ VF]OV ( Uer{};‘que.’)_
Han P(A) = det (AL-A) = et (ATp-Asg). WMJWP’AZZ):

= deb(WIn - Ay ). deb (AT, -Agy) = dn) Py
Tomcncdo di) =7 &= p_(a)
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E)Lem,plo 9

Connicleremon uma wse mag o© exemplo § .
Verifica -ne gue, mendo @ a bawe cancnica ob /2?

Vimo, no €xemplo &, quu [7,:[{ 2]

' Pes g A PR
omce 0 - {1,0,0), (0, 1,0} & abaae Jormada pelos
doin pnmeircs elementoo de & ¢ comtitoi uma baar

pna o aubeopago  p-invavant F .
Ag’%a:
P(M:dﬂ'(/llg_/}): A-4 -2 -4 = (deaenvolrendo

-1 A+ -3 o determimante
C 0 N-4 a parhr da 39'&)7/7@)

= (A"’) /\‘* -2 = ()\"f) P- (/L)
'.—
-1 A+4

kq,_____/
PeA)




4,2 Wbewpago invanante comtendo um vector dado

SeJ'am E om epago vecterial de dimenodd oo i

e Y E »& um endomorjll‘/)mo.

Dado um wector ndd nudo ve E | pretende - e

naber qual ¢ o “menor" pubeopago p-invancnte

Gue contdm U que denignaremeo por Inuv (p,U) .

'(ot /a,ub,o/)pac;oj poit. Aeft gﬂ-l‘n\/ar)‘cmizl tera cle

conter on vectores U, @iv) plo), .., Contem também
tocdlas an combinagees bneareo denten vectores Jd Gue € um
Aubeopago vectonal .

Teorema  Com « notagao anterion .

Inu—((p,u) = < U, ), Sﬂ?{(f)/---- V4
Demonntrac,do -
1) <0, ), YUo), ... > € um wvbenpago

p-invariante . De Jacto, ne w Jor vm elemenko

da Jorma w = PrO), entdd p(w)= plEki))
=Pt e <o, pio, plto), ... > e, pelo
ulno cle invandncra entuctaclo no Rececio 2,
poclemeo conclen Qe <U, @U), Yoy, > ¢
w-invanante .

94




2) <U @), piw) .. 7 € 0 menor aubeopago
gﬂ—:‘nvan‘cmte Guie contEm O, mo memticdo de giw
<U, po), YUY), LY entc contido em gualguer

outro apvheopcago w-invancnte | T tal que Ue F

Do A‘GC"O : _
Ue F = pioreF = piorie F

= =D ¥UIeF | ke,

pelo gue U wiu), @oU), .. pdo necenpcricimente
elementeo de F. Uma vez gue F & uvm awubegpaco
vectoral | Eamladm ao combinage®s Uneares cle o,

po), ¢o), .. pertenem a F | ou 0] C

<U, @), ¢to), .. > < F o n

Teorema  Com a notacao antenor, e Inuv(yp, )
tem dimennéd m | enhid
=

J

) O, wie), ., ;ﬁm-'(u) —,lormam uma
borae o Inu(gp, U’)

.. m M-t
) Y (U) = g, v —ay pIU) - —-o(m_f (U)

<> o Poli'no'mn‘o carccter(nhco de

(L) , ¢ dado poi
}olmr()o,&f) ’ P.Inu((f/()’)/ P

()= A xm_' L
_ = + -+ +O¢, .
PJnu(P,u) O v ¥ 1 7= 7o
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Demonntracad

(L) Proue COMO EXALLLIO, gue Az y‘e(u) for
Lcnearmenttz dependente de 0, .-, 7o) entd
também tfectf) é Lmearmgntv dﬁfz@nd@nt@dﬁ
U, -, @y Conclua o panhr deote facto,
que ne U, ploy, .., M 7(o) nco Honrem
Lrnearmente inclependentes, entud o dimenoad
de Inu(puv) nao nera wm (kenainferia).
Poteinto © , WMoy ado m elementon

. —_—

lrearmente independenteo cle um eppago de
cimenocio m , pelo que comotituem uma berae
deote  nubeopaco -

() = 5€Ja B = %U, o), .-, gﬁmﬂ(u‘)?. Encrevendo

a matria de ‘flnwcsﬂu) na bace @ obtemo

L%m,@,w]@ = Llw)y "oy (") T
_ [ © O -dy | Verrbiaoe!
- 1 @) -O(C,)’ ( W}/’({u@)
Q\Q -,
o O' ’f;(m-z
v O 1 —ap.,
A
Aomim., P = (I, ~A) . Veri}ique

mr((,a,g)

m -l
COMO CXRACLCAO q\/{ﬂ M()\/Im—A):/\ fo(m__')\ ‘f‘--"f'd,t/\fé‘(o i
J6




& Spj‘a ® como anrericvments .
-
wponhcoma gue (0 = pout P v+ By P10

Entcio

- O O £
[ (ﬁ'nu(ga/w) ]05: { \Q 1 )
0 O
o 1 fr
doncle oo W= Atp N
o corre gue = A-p A=A N
1 PImf{ga,u) /5/)7-' A" 7o
Ny m '
H%;Pm h'POtm/ PIY\U‘(Q”U’)(/\): Z +0{Y)’H/\m1”+0(4/\ o -
]

I/J*'O fwrm:b condun q&w /:50:—0(0 P /jm_I: -Q’m_i

e potanto m -
P Y () = —Xo U —axqptu) — - — Ny, ‘/V?ui) :

Coroldno Nao concligewo do teorema cintenor .

(PIW(W) (p)) (0) = O (wector nuic deE)

Demonntracao e iclon hclad
(P (S”))@)')" ( m - 44 .%i\éé)(u)
Inuly,o) = LY oy, P+ Y
= gﬂm(cf) t Ay Pm(l'r)+~+vgsﬂw)+a’ou‘
¢ o -
:/-O(m-; Ym(b')"‘ - U oy -I(F(U’) o Ao U

-

= 0. ) 37




EX@mplo 10

Se_J‘a Yy R //Z3 Cal que | w44, 1) = (44,0
(1, 4,0) = (55 2)
V(1,00 = (2,0,1)

Delerminemas o menor M%/oczgo o~ invanante de
R que contdm v:(4, 1, 1),

4

Sctbemen que enne Quleopago , Invlp, (4,4,1)) €
gerado polw vectown U, pro), o),

po) = pf £ f)= (1 10)
Woo) = Yt 1, 1) = pid, f0) = 5 5,2) = 3.(0r 20 11)

Porttinto todo o vectes (o) com k2w
Lenecrmente clependentes cle J e @), pelo gue

enteny vectven (qw por pua vee nao Unearmente inclepen -
denteo um do outre) Jormam uma bage pona  Inuv-le,o).

Conniderema a restiicad ol ¢ a Inu(p,o) .

v T — Inuly U)
(Iﬂ_]jnv(%u—) L dnute, o) Y

A matug deoke endomertinmo na bcrae 05:514, 4’,4’)/(/}{;0)(/'
v (o)
{

A= .
O po\mdmio canacterinhco do % (e do B ) € poin.

A -2 A2a-2 6
-1 A-3 - =
38
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Portante, o coepcienten do polindmio carcicte rinhico

Plnm(gou)()”) nGO  on pimétncon do ceelicrentes
da combinagao lineen cle ptor=4,40) e =441

que reawlte no vectnr o) (comparar @ e® ).

2 N
PInv(%U)(Sp) = v BV -2
/
= (-3 -2id) (4,1,1)

P40 =31, 4,1) =204, ,1)

= (552)=3(41,0)-2(4414)

= (95,52) - (3,3,0) -(2,2,2)
= (G,00)
Y4

J

Lecton nedc
cle .3,

= ('S/S/Z)~ (5,5/2/)
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43 Teorema de Cwéﬁax? - Hamilton

knunciado ﬁaJ‘c« E um eopago vectorial ncbre um copo 14,

com dimenpad nm .

i@ja cinda . E—>E wm endomorfiomo
com polinemio carcicter(ohco

pCr) = At ap, A"+ v o a0

Entao . pip) . E »E € o
enclomor_,lmmo nulc, ocu
e Ci |

Demonatra cad

Para provar que ply) & o endomarjinmo nedo, temon
ce meotrar e P(gp)[u) -0 (vector nwdo cle &)
panci todo U € £

w U= 5)) clarcments p(gp)cu): p/$0)15>) -0o.

20 U#:CS)) pelon resvitacdco clao Recgceo 1ed, temeo
que P(A) = dn) Plnv“ﬂ(u/)\)} para um ceako pchinemio
dM, e pertanto.
pUp) (V) = () Pznucgaw(w)“”
/

= A (Prg i)y (F) (mj)

=&

Lo




Formulagao matricial do Tecvema de Caegloy - Hemilton .

Sejam A uma matria nxm com entradas newm copo W,

e P(/\) = 2"+ Clyy_, ANy Gy +0o © Rew polindmic
cavac teunlhico.

Enkeid
l P(F}) = O,nm ~~> matiiz nudg Mxm,
\ 7 n-4 —
ow KU : A +a%_,/‘)+~--+a’,,A+CfoJ-:Ofm%.
Remonohragdd -

A mautric A pocle wen encarcicla como a matuz

=

de um endomorfiamo (o : 14" — 15™ rumy bace B Gualguen
de 10"

Umci vez que  p(p) ¢ o encdomorfinmo nulo, o
matnz ce plp) na bace em Guestid ¢ a matuz
wda Opyp - Hao

Lptprle = pla),

doncle we eonclui gque PA)= Oy - ]

Exemplo 11 5€J‘C€ A= [4 ’l] . O Polmdmn‘o
' 2
cavrdackerinhco de A € P(,\) - AN2_aAr-4 (vewu hque!)_

p(A)= A*-2R-I,- AA-2A -1,
G R 6,
41




