E/Jpac;oo vectoriaio com ?roduto interno

4. Produto interno - definigdo e propriedadesn

Seola E um eopago vectoriol aobre o corpo .

Dg,[migd'o . Chama -ve Jorma linear a foda a aplicagao

Unear p: E = Ih (onde In € vioto como um espago

vectorial nobre 11A4).

Kxemplo8: E - R* 14 = R
p . fRZ - /R

X2 (k) 15 Pp(X)= 4+X,

€ uma ,}orma linear . ( Verij(ique'.).

Dgr,liniqa’o-. Uma aplicagdo  y: ExE — I diz -ne uma

forma_ bilinear , ne verilica an meguinter propriedades:

(1) dLinearidode relativamente ao 1% argumento | i.e.-
o pix, Yt B pcxn, y) \/)t,,)d,yeE
Vo pelia

1

plox+px’, y)

(2) Ainearidade relakivamente _ao 29 amgumento | i.e. :

tp()c,oudﬁstaf’) = cx;o(x,td)+/3;acx,b¢’) V”'%’:?'G‘E
\7’0(‘(%&!!6
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Exemplo9: E=R* | Ih=R , ¢ :ExE—IA (i=42),
Vo (2,01 = RrXatly vl [ x=0u, )
P, LYl = Qi) (Y +y,) Y = (Yy, ¥2)

py ndo € uma jorma bilinear ; p, & uma jorma bilinecr.

(Veri]tiqun 1),

Dgiiniqdo: Se k=R ou IKb=C | diz -ve que @ EXE A

¢ uma forma nenquilénear cano satiefaga ao oeguintes

propriedadea :

(1) Ainearidade relativamente ao 12 argumento.

(2) Semi - linearidade relativeimente co 42 crgumento | i.e. .

px, ay+py’)= o pooy) + p e y) YV y y'ek
Va,pseln .

Obrervagcio :  Uma vex que para o, e /R =a e p=p3,
ne o corpo Ik for igual a R a propriedacle (2) da
definigao anterior € equivalente & Llinearidcde relativamente

0o 22 argumento. Awnim :
S¢ K=/R : ¢ € uma forma bilinear

&
i e uma forMcL /JeoquLLnear
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Exemplodo E = ( %= C
p: CxC —C

()c,g) ~> gn

€ uma ,Formo oeoc,uiunear.

Uma Jorma pequilinear p € hermitica oe  pw,y)= py,x)

Vx,(de E . Diz-0e que uma 7(’or'ma veoquilinear hermltica
p € definida__ positiva ne pn,x) e R*
¥re £E\V{Q].

Deiim'c,él'o - Jeja £ um empago vectorial real ow complexo
(ie, h=R ou IK=C); p:EXxE 1A € um produto
imferno ne p € uma Jorma nesquilinear herm(tica  definida

pooi tiva.

Oboervagio :  No cano de E ner um enpago veclorial real |
Como jd Joi mencionado, a penquilinearidade ¢ equivatenl'e
a bilinearidade .  Além dinwo |, dado que iy, x) e R,
temo que  pany) = g e Py = iy, x) e
a hermihcidade € equivalente a osimetria . Dia-ve que
uma jorma € siméfrica me pix, y) = peyx) Yr,yec .
Portanto, um produto interno num enpago vectorial real

¢ uma Jorma bilinear siméltrica delinida pooitiva a
Nofagao . Se y € um produbo interno denotamo < x, y>

em vex de pcx,,%).



Exemplao de prodvloe internoo

(4d) E=RR lA = R .

V)

<-,»7 : RxR =R com <x,y>= x.y

(2) E=C h=C.

2

<:,>: Cx€ »C€ com <x,y»= yYx

(3) E= € "= C .

<, B EY 6 am <y U

onde V* .= VT

H) E={[:I->R lfe’conl:énuof
A = IR .

; I=La,bl com ac<hb,

b

-

<,;> i ExE 2R com <fg>=( ftigadt.
a

nginiq&o : Um  e.v. unitdrio é um eopago vectorial de
dimenado }inita sobre € munido de um produto Internc.

Um e.v. euclidiano € um enpago vectorial de dimennco

}inito nobre R municlo de um procwilo interno .

Notagao : O enpago vectorial £ munido com o preduto
interno < , > € demotudo por (E,<, 7).

Dg{inigb’o . Doin vectoreo w,uv de (E,<,>) dizem-ne
ortogonain e <u,ur =0. MNotagao: uLu |
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Pfopriedadeo de um produto interno -

Seja (E, <, >) um enpago vecorial com produto interno , com h=¢a
ou R .
P4 . O vector nulo € ortogonal a todoo o vectoren de E .
Dem. : Vue E CQUY = <0 W U7 2 O suy = 0,
P2 . <u,uy =0 &> u=o0g
Dem.: "&" € uma connequéncia imeclicta de P4.
By, CUUR =0 D < us g Rt =5 u=0g
(uma vez que <, > € delinida poitiva) .
P3 . Deoigualdade de CGauchy - Schuarsz
R
| <9 1™ ¢ < 4> <o vy VuuveE
Demonntragdo :  Sejo A e 114 ; entdo:
O < <)tu+0‘llu+0'>:>\.):<u,uv +A<u, U> +X<U',u,> +<U, U7 =
2 %
IAl<u u> +A<U,U> +A<cu,U> + <U,U> 2
2 i ey
= <uuy (IMNFlcuuv> AZUoy + <uu? ) pe UEO
<uu>  <uu> <u,u”
0 < l/\lz'+ A<u,u> 1_A<u,w> + <ULV L) poin <u,u> ¢ RY
<u,u> <u,u> <u,u>
s e <JJ,_\ZZ)(A+<U_'Q_)+ > Quur<u U
<u,uy < uuy <u,us <uu>?
TR
(i + <uuvu?
Zu,u>
Tomands A = - <uu> , @ deoi%ualdade anterior /zca
<uw,uy
O <UuU> - <cwuy<uu> &> LUUUUY ¢ < UUSGUY
<u,u> <u u>? R piimis?
2
[ <u,o>] .
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A. Norma euclidiana

De{iniqb'o . Sejo E um enpago vectorial mobre k=@ ov R

munido com produto interno <, >. Dado ue E deline-oe

J

a morma euclhidiana de W como:

e = \/<w,u>
ﬂ’o_priedadeo:
(4) Hulle 20 VY ueE ; NUlle =0 &> U= 0Og .
(2)  Naulle = 1Al llulle VueE , VAaelh
(3) lu+ulle < llulle + IIUllg Vuuve E
Dem.

(1) A primeira parte & Jdbria .

IHUlleg = 0 &> VA, u? =z 0 <«=> <UuU> =0 &> u=0¢

(2) 1Aulle = V<AU AU> = VAX <uus> = ViIdlRcu,u>
= 1Al Yeuwas = 1al lulle
2
(3) Hu+vlle = <UHU, U+UY = <WUY + <LUY + <O U + <O, 0

2 2
= HUllg +1Ullg + <UU?> +< U U>
——

\ L, <u v

2
/

L’ 2 Re (<u,u>)

2 Re (cu,u>) < ,2|/Re_(<u,u>)2+_[m (<u,(7>)z\

= R I<u,o> < R lulleg hullg

Jé6



&S

POI’ECIY)"O g

2 ] 2 2
Hu+uvlle s Wl + 1IVIeg + 2 liWle NUIle = (uuueulmle)

Hu+uille € NuUlle + IIVlle =

Num enpago vectorial real (E < ,>) munido de um produvto interno

podemoo  definir a nogao de anqulo entre oo vectoren w,ueE,
[y

que denotaremoo por 4 (w,vU).

¥ o) € tal gque oo L) =

<Ww Uz

Hwile Ulle

Note que ne Ez R o= R o é‘ngulo entre doin vecloren

de E de}inido acima coincide com a  nogdo geoméfrica

de dnguﬁo .

Exemplo44 E - i polinémico cle coe}icienl’eo reais com grau

%CIO MPWUL a L‘j j “ﬂ:‘. /R,

i 4 3 2
E={a,x'+azn’+a,x + ayx +a, | aq,a3,a,_,a,,,aoe/kf.

<)>:EXE — R

<ay x+ a5 x4 aozn"+a4x+ao, qu“+b3n3+!22>cz+b,,n +hy 7
Yy
= 2 agb;
=0
2
Haqx“+a3x3+az)c2+a4x+aolle: 2. q

. ¢
1=0
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Conoid@remoo oo elementos us= )c'z+4 e U'-_-Z)Lq-f 3n3+ 52—2-1 +4
6)’)\’50:
T
bt = Vit o g
HU‘He = \/,324-321- 52+(—4)2+H:\: v 55
<UI,U'>:: 0.2 + 0.3+ 4.5+ 0.(-4)+ 1.4 - 5+4 =9
cor g (u,v) = _9 @ 9
V2 /55 Vi10
J(wv) = arccoo _9 0
Vi10

Exercicio 12 -

Moatre que, mo exemplo anterior, E & tmomorfo a R

Qual € o Prodvi'o interno em R’ correopandenfe ao
produfo interno definico em E ?

Jé




3. Enpagoo veckoriaio mormados

Conjorme mencionamon mo §2 ( pg. 36) , Q introdugdo de
um’ produto interno num enpago vectorial Permife definir
uma norma | a norma eudideana annociacla co  procwto

imterno conniderado -
Convém mo entanmto motar que © conceito de morma € inde-

pendente do de produto Inferno , mo wenticlo de gue nem
todan a mormao  entdo ameociadan a um produto interno.

563)0 E um eopago vecloriol wobre 114 = R ov C .

DeJL_mrQaJo . Uma norma ¢ uma fungdo .1l E — Ro
que verifica an daggumfeo condligcéo .

(i) Powitividade Hull>o0 VueE\V,0e
hull=o e u=0g

(Li)  Homogeneiclade HAwl = X Hul VAellhA VueE
(i) Denmigualdade triangular

Hu+vil < null +1lui Vu oek
Exercicio :
Sejam <-,-> um produto interno deliniclo em E , e

il-lle a norma euvcliclianc anoociacla a <y
Hontre que - lle € uma norma no nentido da cw}/n/‘gcﬁ

anterior.
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Exemploo de norman

(1) Em R" . i, R - Ry

—N 2

nNwin, = vz, U Uy

(!
=

L=
Uy

Knta € uma norma euclicliana anpociada co produto
n

interno uoval em R” . <w, 0y = Z;Z, uu;.
(2) Em R" - Hedly s R — RS

hwiy = Zo_, 1u;l
(3) Em R -ty R = R,

NUlly, = max § iugl,.., 1Unl(

An norman inclicaclan em () e (3) ndo ndo evclidianaso

Deémigc’ro . Um enpago vectorial mormado € um enpago
vectorial & munido de uma norma -1l .
Notagao : (&, I.11).

No que ne oegue concentraremon a momwma atengdo mo
eotudo de eopagoo vectoriaio munidon de um procluto interno
e da norma euclidiana correspondente.
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Lj Enpagoo vectoriain euclidianos e unitdrion

4.1. /Pro'priedodeo

(E, <,%)s enpago vectorial wobre 1A =/R ou € ; Il 1l 5 norma euclidiana

P4 dlu+ons twun-nonl  VuoveE

P2 VieE Vue £NMOf 3 Aelk: o= du+rw

com w 1w

3;3_ W e v oo Llinearmente olepenclenf'en =>
[<uw,v> = nuwiiull
Demonotragao :
(P1) Hwill = Hu+u -Ull £ Nw+vll + I1-vll = Hw+oll + 1ol
o = Hu+v -wll € ny+oll + g-wll = Hu+roll + 0w
tu+oril > tun -noi | & lWuscsll 5 [ Hlun-non|
Nu+uil > ol -nwll = - (1wl -lltfu) ]
a

(£2)  IInterprebacac : v pocle ner decomposto ccmo a romea de um

vector colénear com w e de um vector on‘a?onal a .

T_—- U=-4u+w
3

Vo=

w =

(WIS
g
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<o, u> (nofe que A eotd bem definido ,umci

nun?

Dem. : Seja A=

nun®*z o), e oga ainda w= U-AW.

vexr que Uu%0g e potanto

Vameo ver qu wlw ,ie qu <w,u>=0.

<U,uY -A<cu,u>

LW, Uy s SU-Al ,u¥P =
2 S Uu> = P UY CUUP =2 <UUP - Uu> =50
nun?

L; poio <u, u> = nun?

Temeo entéio que
Uz AU + w com w luwu

(P3) "> Se u=o, ou uvU=o,,temoo que <u,U>=z0 e Hul. llvizo

e )mrtanf-o a zgualclade

wponhame agera que u# 0, € U# O .
exinkéncici do A+o ftal que w=Au.

<u, U= Hdituoll verilico-ne .

Entdo a dependéncia linear de

wev € equivaleni'e a

oote modo I<u,v>l = l<cav,u>l = Al l<co,o>] = (Al (Hon®
= Allvin ol = nwn ol
o
Huwlt
Portant . u,o  linearmente dependlenter =, I<u,u>l = Hwniull

‘" S u=og , ueu ndo Llinearmente dependenter .

Svponhames qQue u xog, e que | <wUu>| = lluiivll. Vameco ver que
bz Aw com A= <V, Uz | ow ,eguinalenemente que <U-Au, U-Au>=o.
hun?
<U-Au, U-duy 2 U Uy A <uuy - Ay o> +IAB<U,U>
= <Uur-2Re A< yu> + A% uwn® = ton® - 2 Re <V u> :V?“> J,l/\wiuuuZ
huin

N - zig o uslkous] « M nun’
nui?

worl+ PRnwi? - 2palCion® = PRaan® - non?
Lrt®

"

N

2 2
= kowliuwn®—nou? < pan®non?t - wou® = o
il

y
Haiu [ (*) P
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2
", 2 2
) ja que KU, ud = k u, oof e I<u,o>1" = (luwn ioll) = nuntnou’®

\ por hipétene 4

Concluimon enkio  que <U-AU, U-Au> =0 . U-Au=o0

Uzilu e Poof‘anf‘o U e wuw oao lnearmente cleponcenteo  a

Motivadoo pela propriecicicle P2 introdluzimes a oedqu,m}e

-

inigdo - Sejam ue EVjogf e veE . A projeggao ortogonal

de U oobre u ¢é dada

Prooi (U)= <sUuu> U
o Ihun?

4.2 Baoer ortomormadan (ou ortonormaio) e o método de ortogonalizngao
de Gram- Schmidt

4.2.1. Seja (E, < ,>) um enpago vectorial unitdrioc ou euvelidiano

com dimensdo n .

De[im‘g&o: Diz-ve que B= (e, ..., en) & wmec bave ortonermada

de € (ou bane ortonormal de E) ne : <@, , 87> di; Cd,j=d..,m)
onde o nimbolo de Wronecker oﬁj € cdefinido clo oeguinte
moolo : [ 4 ne L:J
5U' =
1. o) e Lij

Portanto . tadoo oo elementoo cde uma  bowe otoncrmada tém

norma euclidiona Wnitdria e nao ori'o?oncu'o cow a doin.
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Sera que todo o enpago unitdrio /euclidiano  poooui  uma bace
ortonormada ?

Dada uma bane qualquer de E ,B = (e..., en) , ndo € di}icit
tr‘aho,}ormar enta bowe de modo a que fodon o elementoo tenham
horma euclidiona unitdria. Bmwta para tal dividir cada e,
pla aua norma  leil( j=1,..., n), obtendo-ne amoim uma nova
berae B’ = (Ug,..., up) , com Wy = I-l%-_/l— (j=1,-,n) , t@l que
Nujii=4 (js4,...,n). :

Serd pomnivel conmtruir a partirde B wma bace de elementes
Orliogcmaio doin a dow ?

A renpoote a  enta queokdo ¢ Ongmah‘va . Tal bane pode aer
obtida atraww do segumte procenno .

4.2.2. Método de ortogonalizagdo de Gram- schmidt

(E, <, >) enpago vectorial com produto interno ; liA=/R ov C ;
dim E=m .
B= C(e,...., ¢,) bave de E .

(~4
dejina-oe Wi := e; - 2. proj (g)
¢=1 .

S——

dema: M - (fg,.-.. fiy) € uma bave de E conntituida
por vectowo orl‘ogomwb dotn a doin.

Yy



Demonotracao .

Vamoo primeiro ver que os vectores py,.., pHp odo ndo nule e ortogonouo
doio a doin. Main tarde provaremoo que ieto implicci a independdncia

Uinear clo /4'/) (e potanto o jacto dle M ner uma bane).

Uma e que H, =€ e & € um elemento de vma baae | M4+ Og -

= e, - proj, €, = € - proj e, = € - <6 €42 e ¥ O, poio
/’.2 Sl - 2 ~ P 2 2z i TR A €
2 Je, el

€ e e, odo elementw da mama bowe e potanto linecirmente
independlentes . Aldm disoo M, L My (veriigue que <Ay, /4,,>_—.-o).

Svponhameo agora que My, .-, My A0 nco nwde e ortogonaud

doin a doin. Vameo ver que © rmeomo € valico  para s Mies Miea

K
/{k+l = €Eky — J-Z=:'1 <€ !2!'!> /{J

N2
\ i /

L S (124,...,6“}) pelo modo
omo o H; (fedi-. o, 1) ,foram cefinideo

CVeifique ' )

oo fky =0, & ekyy e L (Jeq ., ecf) 0 que € abourclo poio

&..., &, s 000 Llineersmente independenten .

}{Kﬂ + Oe '

Uma ves que aupuoemon que My, .-, Mi oo o'ﬂ'ogmou'o cloio a doun,

&Iﬂb Ctgor‘a ver C/bu"- :
/’K‘fl -J._/{z “:{l"'lk'
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K
CHeei ) Ao 7 = < €y - ; < Curd, gzp Ao, A >
- WA I

K
= (ek*,‘ I/L> - J2:::4 < i+ £l> </J//{‘>

"nu-1? Seesmasas ?
/{’l G=o0 oeJ.:):L

<

= <@y MV~ <ewid, T < H M
/:/{‘-//2

= <€y ,/{L'>— Ceks , Mc > =0

fortanto  concluimes que
Hii--y o 0G0 vecloreo ndo nuler e ortogonaio dbin a doie.

Finalmente vame meotrar que esteo n vectoreo mao Limearmente
independentzo .

Suponhame que Oy Hy+--- + O My = O &y, ..., Ky €UA
énttio

[a]
O= <apflyt--- t0n fn , Hg > = 0y <Hy g2 *‘J:Zz RS P
—

o
0 = oy IH, i ( pela mi’ogonalfdadz)

-—

Inoto equivale a dizer que a0 ov H =o0c . Ccmo/u € oo

'nulo/ (VY Ye] que nmer o =0.

Analogamente ae prova que fodo oo ovtroo coeficienteo o (j=2,...,n)
da combinagco linear acdima Indicada tambdm nao neceovariamenke
ey, Inko ozyni/xfca que My, ooy Mn oco linecirmente incle pen -
donter o

Oboervagao Como jei joi mencicnado , N = ( ”A:_“ o I/yi{ﬂ_“)

¢ uma bace cujor elementon tém norma euclideana Unitdria

(i.e., eotio mormalizadem). Tol como o elementes de M, o5  elementro

de N odo orlogonaus doio o doin. Prtanto M ¢ uma bane ortonormada .
46



Exemplo13

Sejom E = R <
uma bane ce /R3

ez = (0,1,2).

’

com

€ =

td

> o produto interno ueual , e B = (g, e,,63)

6-33(0,“‘0) e

Para conotrvir uma bave orforormada N a parﬁr‘ de B tomeme :

M=e = (4,2, 1)

){‘z‘.: 9.2 e P’Odtﬂqez - e.z — <eg'e4> 81 =
e,

—
-

(0,4,0) = _R___ (4,2,4)
{1+4+4

(o to) - L (4 2,1) = (-4 4 ,-1) .
3 3

3= €5 - Pro)m e - )oro(}'ﬂz e =

k. 3

(0,4,2) = <(04,2), (124)> (1,2, 1)

A+u+4

~ <o), (Y3, 13, -43) 7 (-4, A3,-4)

4/9 +

4/9 € 4/9

= 04,2) - 2 U, 2,4 + -4, d3,-113)

= (-4 0  41).

4 /

Definimop M := (/!4,/42,/13) = (24, <L L, -L), (-4, o,1)) .

Oo ekmenton da baee M o0 orf'ogonajo doio a doin | mas nao

iy norma  unitdria .

fara obter uma booe ortorermacia N baota

dividir cada elemento de M pela eua nevma .

No= (M &

W

Iy :

Az
Iy

)

= (4214) V3 (-4 4 -4) i.(-l,a,l))
( ) 3 S J \fi\ L

Y3



4,2.3. Interpretagao matricial do método de Gram - Schmidk

Recordando o algorifmo da pdg. 42 bem como a defini¢do de
proj (v), @ regac,éo entre oo elemenfoo de uma baoe
u

B=(€,...,6,) de E e on eementon M,,.-., Hn obtidoo pela
Ortogona(j.%aqa‘o de B € dada por :

-
epz = /492 + <82 &1> )—{4
< Hi, g >
ep=Hp, * <n H12 Hy +--+ <ln, An42 Hp-4
<M, Ja? </q‘n-a l/{n“>
L

Annim | em termon de representagoeo matriciain muma baoe arbitraria
C de k

[cenl el 1 cen)d = Coup) ). 10Hn)] 1 < WL <Enfiy?

| e— R i} |<— 2 e

matriz triangular

nuperior
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Como jo& Joi mencionado, M= (fy,..., Hn) € uma bane orto onal,

mao mcdo mormalizada. A normalizagao de M jaz -pe dividindo
cada vm dwo peun elementom pela nual norma .
59\).0 N = (

..., Mn ) . A reprenentagdc matricial doo
7L R /N
elementor de N € entdo dada por:

— ) -—
[(I_I}/f;_‘“) | (%H)] - \[jﬁ)l_(l”/i)]: u/fm\O |
O il

|<_ 'D"4 __)I

matri2 diagonal
Co'noequen temente -

R= nb'DdT s R - UT
Lud LTy L
| / matriz l:n‘angular
matriz Quperior
(nvertivel

A matria U tem por coluncw an representugceo matriciaio

doo elementon de N | que conntitvem uma baee de E ortonormal
relativamente a <-,-7.

Veremon adiante que esta propriedacle oe pode exprimir de
uma ,}orma bewtante olmpleo em termoo matricicin.
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4.3 Subenpagoo orl:ogonou'o

(E,<-,-») enpago vectorial com procluto interno ; dim Ezm.

J

F,6 ¢ E

J

Dg,/:ini_czao : Dia -ne que F € ortogonal o G (motagac : F _LG)
ne

xly VrxeF, YyeG

Into €, doio aubconjunton de E 0do orfogonain  oe todo o
elemento de um ¢ ori‘ogcmal, c qucn/quer elemento do ovho.

—

Dado um oubcory'unfo S<c £, definimo o ortogemail de S
(noleigio : ST como o co;:»junfo Jormado  por todeo oo elemenien
de € que wco orbgonaio a qulquer elemento de S, i-e.:

5Tz jue£ | ulu Vues}

4. V5 ¢cE : 5% € um oubeopago de E

R. VY F ovbespago de E E-FeF™

Dem . :

(4)  Bavta memtrar que Va‘/jellﬁ Vo ye 5" « o<x+/37eS'L
(X)L+/3ye st o> <An+fy,v> =0 Vuoe S

& <X, U>+p<yur=zo Vues

(~— (~—
=0 =0
. L
poin xed poino ye s

Brtanto xx+3y € st o
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(2) SeJ’O F um nubenpago de E .
Vamon primeiro ver que F+Ft = Fe@® F"LJ ouw ec]uiva/en—
temente que FnrFt = Joef -
duponhamon entdo que xe€ FN Ft . Atenclendo a
clefnic,cTo de orfogonal (e uma ver que xeF e xé€ Ft)
tofo Implica que <x,x>»> =0 , ou nejca x=C¢.
Potanto FAFL = Joey .

E' evidente que Fe Ft = F+ Frc £ . Para preavar
que Fe rlt - E banta provar que E ¢ Fo FL
56{)'0 ey, ..., eP) uma bane ortonormada de F. Dado

Uve E ,connicleremon (a projecgdo ortogenal de o oobre F):
W= <U, Y€ +---+<U,ep>ep € F

Vames  ver que U-U € FY. Para tal baotc ver[#‘car
que <U-u, € > =o , =1, P
P P

<U-uw, e > = <J-;1<u; e;> ed-)ei>=<qea>-‘§{ <vgvce; e

= <U € >-<V 6> =0

L:POI'/J <€ ,€e.> '——é‘-‘:lﬁ = {" y=v

l o JE L
Concluimon dente modo que :
L L
U= wu + (v-u) e F+F = Fe F |
—J L—J_L
e F & F
L.e. Ec¢c Fe& FL. Yortanto E = Fe& Ft a
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5 Matriz de um _procLuto interno

5.1. Q_eﬁm‘g&’a

(E, <,>) e.v

unitdrio (ou euelidiano) ; dim E=m .
B = (e,..., en) bane de E .
De}lnamoo a matriz
D= |« €1,64> <€3, €% ... <ln.e> i
<€y, €7 <€, e <en, e,
<€, en> <e;, n> <€’,.';‘€n>
-

Afirmagdo :  Vu,ve E

< > (o) J (w)
LL‘U' = U
on B &

<WuU7 = V*Ju.

Notagao : Para Ve c”
com V= (U')B e U.= (U)B .

- T
V¥ v
Dem. :
u = u,1 e4+'+Uneh
U= Uy €4+~-‘+-U'n €n
<u/‘ Uy = <u‘ e4+---+ unen, U-,{ e.{ +--- + U-n en>

-

Uy Uy <eq, ey + L_)iu4 <€y, Y+ + Uy, Uy <€, enY

+" + G{ un < en‘e,{) + G:Lun <en‘ e_z>+"' -+
+ Opun<én,en>
' (Wg
oy
= LU Igl...1upl [<e ey ... <en,e7 | [u,7 "
x <€4,67 -.. <€n g2 u,
(U)g ] %

<e4;en> g e ¥ <€h‘e‘n>-j u”

:______ J i, .



Decorre da alirmagéio anterior que , uma vez ,}.:‘xadcn a bare B,

a matriz J caracteriza completamente o produto interno
<-, .

Dizemon portanto que J € a matriz deote produto interno
na bcane B.

Oboervacao

Se a bape B Jér uma bane ortonormacla (relahva -
mentea<->), J= I | i.e. a matria do produto imterno <., >
¢ a identidade.

Nente canmo < w,uv= V* W (onde ,como € unval,
Ve U demignam ao reprepentagce matriciafo de v e w na
baoe B) Se k=R <Wu7 = vilw . a

Obwervacdo -

A matriz J e tal que J=3% i.e e
uma matriza hermitica . (veri_fique'.).

Se =R , J é oiméhtrica ,ie. J=3T7 o
5.2. Mudanga de baove
5ejam B - (¢f),...,€n) uma nova bave de E e S a

matria de mudanga de bane de B para B’.
Denotemon por J' a matriz do produf'o interno <., > mna

buoe B’
Qual a relagao entre 7' ¢ T 7

Notemoo que | para fodo o par w,v de elementmn de €
o produto interno <u u> € dado por:

<u,o>= V¥JU =) u

onde V'e U denotam ao representag® matricicus de U e w
na bae B, mopechivamente.
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Uma ves gue Vi=sv e U'= sSu:

s,y = ¥l s R 7 38) = ¥ (57 T5)0.
fortanto V*JU = V¥ (5% 7'5) U VV,ueik",
O que implica gque :

de 5*J S (Veti)igue ! )

ov equi valentemente :
FHs (59)* J67)

Se k=R . JH o g 8%
Notagéo Duao matrisen cemp lexan A e A clizem -oe
COngruen(?w Qo A = P* A P pore a{guma

matriz invertivel P . -
No cavo real , A e A' wdo wngrvenkto we . A'=PTAP.

9.3. Oboervagceo

Otwervacao 5.3.1.

Vimey em 5.1 que a matriz J de uvm procduto  intermo
€ uma rnedriz hermihics /) mimétrica . Mlém clioso oo
¢ difful wedjicar que J € depinicle poihva €.
X*Jx o VXe I\ j0¢).

Reciprocamente,  pxcioler ume bewe pona E | deelec umc
mabriz heamitica definida  peorhva  exvote Um (e vm nd )
proclko  imterno que lhe vobd amocicuclo .

&xeachcio Ind:‘que c/uaéf



Oboervagao 5.3.2

Dada uvma matriz  hermitica depinida peoitiva J | dizemes
qw a matria U € J- ortorormada/-unitaria se:
B*Ju=1
Dizemm que U ¢ ortonormada ou unitdria ne:
u*u =1 y

t.e. Qo ¢ J-altonormada com J=1 .
No cano de U nerreal bteremeo UTJU =I e UTU=L

reopech vamente .
Mota . U € Jortonormada me ar muas colunas reprecentam

uma bare cortonormada  relahvamente a vm procluto
intermo com reprecentagao matricial J.

Obmervagio 5.3.3

bomo conaequéncia da interprefugcio matricial clo método de
Gram- Schmidt (¢}. 3.2.3, pdgo. 46-4F) Vimeo g
quadquer matriz inuetuel R e pocle decompon cemo
um procluto

R=UT

am T mang,ulcm augerior ¢ U =L ClU)l...1un)d , onde

-—

o elementon de £ uyq,...,u, wado ortoncrmacles i.e.
<Ug, Up> = dij i, j=1..,m
Dendtundo per J a matriz do procude interno <., >

kemeo pois que - U*¥JU =TI | ie., U € J-ortonermada.
Aooim , coneldimeo guce

J

—

—V—Qe Konxm (€) invertivel VY Je fnyn (€) hormitica e
dof. powitiva JU J-ortonormaca 3 T triangular oup. -

R=UT

.

——



Exemplo 14

Kt P S A IR ]

Uy = l‘} Uy = [3] [1 -23l4) L‘

De%inamoo primeiro
2 4 L4 —.ZL]J,[4 ]
21
1 - ]
4 C./ UZ‘ —1 %Z. + 35_ )
b _ 64
S5 5

Sejam agora Up= by = [ {/vs’ ] e
2/V5

u [(12"&)/\/.&60 X
2
Huz”_, (4-6i) / V260
- i o) .
R- [u) uz] { (3 &)/5] Uy [\/ ] ;
0 V0[5

/
—~) T

R = [l/\/S‘“ (12+§i )/ [3_6?)‘] [ﬁ‘ (3-8")/@]

20/V5 (4-6i) / V260 O V460 /5
L ] 1 w
U~ ortonormada T

(dy-) L f‘ficmgu/ar
Oupor'ior )

E}ectue umca decompooic,cb anciloga

Kxercicio -
agora com W J,- unitdria (oncde J, € dada acima).
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6. Aglicagao do Erodufo interno ao cdlcvlo do trabalho
realizado por_uma £org

il
Conniceremon uma ,,Porgcn F  no empago fridimennional que
— -
electua um denlocamento rectiineo o . Tanto F como
d’ poclem ner encaraclon como elemente do espago vectorial

E = B> munico do produto interno umval - < W, Uy = U _.

Como eabemoo atraveo dan leto da Oinémica , o trabalho
. - -
realizado por F mo denlocamento d ¢ dado por :

6 = F.d conux , onde f € a intennidade
. de F, .
F d o comprimento de d
) ox

A € o 6nguJo ,}ormado
P ' 2 de F e
- /3721610 clm%goeo

d o .

formulando  eota igualdade em termea do  procuto interno <>
vem que : - =
6 = < F,d>»

EXQI’T)E/O :

Gual o labalho realizado pelo Pe/.)o/?de uma manoq m
de { Ly quanclo emta re denloca dencle o topo ate o bane
da rampa indicada na Jigura ?

m -
N > F = (0,0,-mg) = (0,0,-9)
F d N s
d 3
2

N 4 metros —> ! J )

f mefros

— —_—

1
-
Q
8

|
W
:
Yy

u
W

6= <(go0-9), (04, -31> 2 9 (Newton x metro)
2

G = 0_219 ( Jovle) -
5%



