
5. Controladores e observadores

5.1 - Controlo por realimentação do estado

Esquema geral de realimentação
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5. Controladores e observadores

Esquema de realimentação estática do estado ẋ = Ax + Bu

y = Cx + Du
→ u = Fx + v →

 ẋ = (A + BF )x + Bv

y = (C + DF )x + Dv
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5. Controladores e observadores

Prescrição do polinómio caracteŕıstico (PPC)

Dados: (A, B) - com A n × n e B n × m

π(λ) - polinómio mónico de grau n

Pretende-se: Determinar F tal que χ(A + BF ) = π(λ)

Notação

χ(M) - polinómio caracteŕıstico da matriz M

χnc(A, B) - polinómio não controlável de (A, B).

χnc(A, B) = χ(A22)

onde A22 é o bloco (2, 2) da forma escalonada de controlabilidade de (A, B)

Convenção: se (A, B) for controlável, χnc(A, B) = 1
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5. Controladores e observadores

Lema 1

O problema da PPC tem solução para o par (A, B) e o polinómio mónico

π(λ) ⇒ χnc(A, B) é um factor de π(λ).

Demonstração

• Seja F tal que χ(A + BF ) = π(λ)

• χ(A + BF ) = χ(S(A + BF )S−1) = χ(Ā + B̄F̄ )

com Ā = SAS−1, B̄ = SB e F̄ = FS−1

• Estando (Ā, B̄) na forma escalonada de controlabilidade de Kalman e

F̄ = [F1 F2] particionada em conformidade:

Ā + B̄F̄ =

 A11 + B1F1 A12 + B1F2

0 A22



• π(λ) = χ(Ā + B̄F̄ ) = χ(A11 + B1F1) χ(A22) ♣
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5. Controladores e observadores

Lema 2 Se B é n × 1

O par (A, B) é controlável ⇒ o problema da PPC tem solução para o par

(A, B) e todo o polinómio mónico π(λ) de grau n.

Demonstração

• (A, B) controlável e B n × 1 ⇒ ∃S invert́ıvel tal que (Ā, B̄) = (SAS−1, SB)

está na forma canónica de controlo:

Ā =


0 1 . . . 0

...
...

...
...

0 0 . . . 1

−a0 −a1 . . . −an−1

 B̄ =


0

...

0

1


onde os ai são os coeficientes do polinómio caracteŕıstico de Ā (e de A).

• Supondo que π(λ) = λn + πn−1λn−1 + . . . + π0 e tomando

F̄ = [a0 − π0 | . . . | an−1 − πn−1], que forma toma Ā + B̄F̄ ? E χ(Ā + B̄F̄ )?

• Conclua que F = F̄ S é tal que χ(A + BF ) = π(λ) ♣
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Lema 3 Se B é n × 1

O par (A, B) é controlável ⇐ o problema da PPC tem solução para o par

(A, B) e todo o polinómio mónico π(λ) de grau n.

Demonstração

• Atendendo ao Lema 1, χnc(A, B) é um factor de todo o polinómio mónico de

grau n, π(λ).

• Mas isto só acontece se χnc(A, B) = 1.

• Isto significa que (A, B) é controlável. ♣

Teorema 1 Se B é n × 1

O problema da PPC tem solução para o par (A, B) e todo o polinómio

mónico π(λ) de grau n⇔ o par (A, B) é controlável .

Demonstração Consequência imediata dos Lemas 1 e 2. ♣
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Teorema 2 Se B é n × 1

O problema da PPC tem solução para o par (A, B) e o polinómio mónico

π(λ) ⇔ χnc(A, B) é um factor de π(λ).

Demonstração

⇒ pelo Lema 1

⇐
• S.p.g podemos supor que (A, B) está na forma escalonada de controlabilidade.

• Estando F = [F1 F2] particionada em conformidade:

χ(A + BF ) = χ(A11 + B1F1)χ(A22) = χ(A11 + B1F1)χnc(A, B)

• Por hipótese π(λ) = p(λ)χnc(A, B) para um certo polinómio p(λ)

• χ(A + BF ) = π(λ) ⇔ χ(A11 + B1F1) = p(λ)

• Como (A11, B1) é controlável existe F1 tal que χ(A11 + B1F1) = p(λ)

• Portanto existe F tal que χ(A + BF ) = π(λ). ♣
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5. Controladores e observadores

NOTA: As afirmações dos Lemas 2 e 3 e dos Teoremas 1 e 2 permanecem

válidos para o caso geral (mais do que uma entrada), mas as demonstra-

ções são neste caso mais complicadas.
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5. Controladores e observadores

Estabilização (PPC)

Dado: (A, B) - com A n × n e B n × m

Pretende-se: Determinar F tal que σ(A + BF ) ⊂ C−

→ Diz-se que (A, B) é um par estabilizável se existir uma solução F para

o problema anterior.

Teorema 3

(A, B) estabilizável ⇔ Todos os zeros de χnc(A, B) ∗ estão em C−.

∗ modos não controláveis de (A, B)

Demonstração (Exerćıcio!) Consequência do Teorema 2.

Corolário (A, B) controlável ⇒ (A, B) estabilizável.
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