
Telecomunicações 2 (2005-2006) Exame de Época Normal (10-1-06) 

Resolução 

1. Consideremos o seguinte diagrama de blocos: 

 

Fonte 
analógica PCM 2B1Q 

Cosseno 
elevado, α 

Bm BPCM Bs Bα 

fm Rb Rs Rα 

Débitos (bit rate e symbol rate) 

Larguras 
de banda 

 
Sinal analógico: cos 2 .4000A tπ  (isto é, fm = 4kHz); frequência de amostragem: kHz; 

número de níveis do codificador 2B1Q: M = 4; factor de roll-off: α = 0,5. 

2 2 4000 8s mf f= = × =

a) As larguras de banda ao longo da cadeia de blocos estão relacionadas com os débitos binários e débitos de símbolos 
como segue (N é o número de bits do conversor A/D: 

 Rb = Nfs = 2fmN (bits/s) 
2log
b

s
R

R
M

=  (símbolos/s) sR Rα =  (símbolos/s) 

 Bm = fm (Hz)  BPCM = Rb = 2fmN (Hz)  
2log

PCM
s

B
B

M
=  (Hz) (1 )

2
sR

Bα α= +  (Hz) 

Temos, portanto, Rb = 96 kbits/s e ksímbolos/s. Encadeando as expressões obtemos 48sR Rα = =

2

2
(1 ) (1 )

2 2log
s mB f N

B
Mα α α= + = +   ⇒ 2log

(1 )m

B M
N

f
α

α
=

+
 

Substituindo valores obtemos finalmente 
3

2
3

log 36.10 2 12
(1 ) 4.10 1,5m

B M
N

f
α

α
×= =

+ ×
=  bits 

b) Com quantização não-uniforme (lei A) e uma potência de sinal baixa a relação sinal-ruído de quantização é 
aproximadamente a mesma se o conversor A/D usar menos quatro bits que com quantização uniforme, ou seja, se 
usar oito bits por nível. 

c) 20A = mV, N = 10 bits e mmax = 1V∗ . A potência do sinal é igual a 
2

510
2

AP −= = W (ou -50dB). Relação 

sinal-ruído de quantização: 2
2 2
max max

3 3 22N

Q

S P PL
N m m

  = = 
 

. Sendo mmax = 1 então 2 2
2
max

3 2 3 2N N

Q

S P P
N m

  = = × 
 

. 

Em dB vale 

                                                 
∗  mmax = 1V porque, segundo o enunciado, a quantização é normalizada. 
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( ) 10log 3 2 10log 2

14,8

dB
Q

S dB P N
N

dB
−

  = + + × 
 

=

=
 

Nota: a expressão ( )  (dB) é válida para sinais sinusoidais de amplitude A = m1,8 6QS N N= + max. Como aqui 

A ≠ mmax esta expressão não pode ser usada. 

2. Temos duas funções densidade de probabilidade (fdp) de ruído gaussiano (ver figura seguinte): uma fdp 
(chamemos-lhe f1(y)) está centrada em X1 = 1 e tem variância , e a outra, f2 2 2 2

2 2 2

)

1 1Xσ α α= =
2

2(y), está centrada 

em X2 = 2 e tem variância mais elevada,  (logo, esta fdp está mais espalhada mas é mais 
achatada): 

2 2 4Xσ α α= =

 2
1| (1,N X α∼ N  ⇒ 

2 2

1 2 22 211

1 ( 1) 1 ( 1)( ) exp exp
2 22 2

y yf y
σ απσ πα

   − − − −= =   
     

 

 2
2| (2,4N X α∼ )N  ⇒ 

2 2

2 2 22 222

1 ( 2) 1 ( 2)( ) exp exp
2 82 8

y yf y
σ απσ πα

   − − − −= =   
     

 

 

Limiares óptimos

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 
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N(1, α2)

N(2, 4α2) f1(y)

f2(y)

y 

região de 
decisão de X1 α = 1 

 

a) O limiar de decisão óptimo, γ, deve satisfazer a condição 2 1

1 2

( ) ( )
( ) ( )

P X f
P X f

γ
γ

= . Substituindo valores temos 

2

22

2

22

1 ( 1exp
22 / 3 2

1/ 3 1 ( 2exp
88

γ
απα

γ
απα

 − −
 
  =
 − −
 
  

)

)
 ⇒ 

2 2

2 2
( 1) ( 2)2 2exp
2 8
γ γ
α α

 − − −= + 
  

 

ou 
2

2
3 4exp 1

8
γ γ

α

 − + =
  

 , pelo que terá de ser 
2

2
3 4 0

8
γ γ

α
− + = , ou (4 3 ) 0γ γ− = , donde se conclui que, ao contrário 

do que é costume (em que há um limiar único), há dois limiares óptimos, γ1 = 0 e γ2 = 4/3, já indicados na figura 

acima. A regra de decisão óptima é a seguinte: 

   1X̂ X=   se 40
3

Y≤ ≤  

   2X̂ X=   para outros valores de Y 
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b) Probabilidade de erro: . 

1 2

1 1 2( ) ( | ) ( ) ( | )
e e

e
P P

P P X P erro X P X P erro X= + 2

De acordo com a figura seguinte a probabilidade condicional Pe1 – que está associada a 2(1, )αN  – vale 

( )
1 10 4 3 |

1 4 / 3 1 1 1/ 3
eP P y y X X

Q Q Q Q
α α α

= < ∨ > = =

−       = + = +       
       α
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y 

α = 1 

Cálculo 
de Pe1 

4 / 3 1Q
α

− 
 
 

 Q(1/α)

 
A probabilidade condicional Pe2 – associada a 2(2,4 )αN  – calcula-se de forma semelhante, como se mostra na 

figura seguinte: 
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2 4 / 31
2

Q
α

− −  
 

 
Q(2/2α) Pe2

 

( )
2 21 0 4 3 |

2 4 / 3 2 1/ 3 11 1
2 2

eP P y y X X

Q Q Q Q
α α α

= − < ∨ > = =

 −       = − − + = −               α




 

Portanto, a probabilidade de erro procurada é igual a 

1 21 2( ) ( )

1 1 1/ 3 2 1/ 3 1
3 3

1/ 3 1 1
3

e e eP P X P P X P

Q Q Q Q

Q Q

α α α α

α α

= + =

         = + + −                  
   = −   
   

 =


T


n

 

3. Na figura seguinte é apresentado o esquema de igualização adaptativa previsto. Nele os dois coeficientes 
 do igualizador são actualizados no algoritmo LMS de acordo com a expressão 0 1( ) ( ) ( )n c n c n= c

( 1) ( ) 2 ( ) ( )n n e nµ+ = +c c a , 
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em que a(n) é um vector de dados de entrada de dois elementos, ( ) ( ) ( 1) Tn a n a n= −  a , e o erro e(n) é um escalar 

igual à diferença entre a resposta desejada d(n) e a saída do igualizador . Ou seja, 

. 

( ) ( ) ( )Ty n n n= c a

( ) ( ) ( ) ( )Te n d n n n= −c a

 

T
a(n)

y(n)

c0(n) c1(n)

a(n-1)

d(n)

e(n)

+

-

 
Os dados do problema repetem-se na tabela seguinte: 

 

Contagem de iterações n 100 101 102 103 104 105 … 

Saída do canal a(n) 1 -2 -5 4 3 -3 … 

Resposta desejada d(n) 1 -1 1 -1 -1 1 … 

Coeficientes do igualizador 
usando o algoritmo LMS 

c(n) … … 1/ 6
4 / 3

 
 − 

 
1
1

 
 − 

 
??
??
 
 
 

 
… … 

Da tabela vemos que 

4
(103)

5
 

=  − 
a   

1
(103)

1
 

=  − 
c   d(103) = -1 

o que permite calcular o erro na iteração nº 103: 

[ ]

(103) (103) (103) (103)
4

1 1 1 1 (4 5)
5

10

Te d= − =

 
= − − − = − − + = − 
= −

c a

 

Só falta determinar c(104), o que faremos através de (104) (103) 2 (103) (103)eµ= +c c a , com µ = 0,1: 

(104) (103) 2 (103) (103)
1 4

2 ( 10)
1 5

1 80
1 100

7
9

eµ

µ

µ
µ

= +

   
= + − =   − −   

− 
= = − + 

− 
=  
 

c c a =

( ) 10log 50sR dB R= = ( ) 10 log 120N dB N= = −

 

4. Modulações QPSK e 4-FSK. Se Rb = 200 kbits/s, então em ambas as modulações é Rs = 100 ksímbolos/s, ou 
dB. Quanto a N10s 0 = 10-12 W/Hz, em dB temos dB. 0 10 0
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a) QPSK e Pe = 8.10-6. A probabilidade de símbolo errado é dada por 6

0 0

2
2 2 8.10s b

e
E E

P Q Q
N N

−   
= = =      

   
, ou 

seja: 

6

0

2
4.10bE

Q
N

− 
=  

 
 ⇒ 

0 0

2
13s bE E

N N
= = dB  (do gráfico da função Q). 

Vamos apresentar duas alternativas de resolução: 

10
0

13 10log 2 13 3 10bE
N

= − = − = dB 

⇓ 

Eb/N0 = 10 

⇓ 
12 11

010 10 10 10bE N − −= = × = J. 

b
b b

b

E
P E

T
= = R  

⇓ 
11 3 610 200.10 2.10b bP E R − −= = × = W = 2µW 

⇓ 
6

10
6

10 10
3 60

10log 2.10

10log 2 10log 10 57 dBW

P −

−

−

= =

= + = −  

Resolução alternativa 

0
13sE

N
= dB 

⇓ 

( ) 13 120 107sE dB = − = − dB 

 

s sP E R=  

⇓ 

10( ) 10log 107 50 57s sP dB E R= + = − + = − dBW 

(como esperado) 

 

 

 

b) 4-FSK, P = -59 dBW. Com detecção coerente a probabilidade de símbolo errado é majorada por 

0
( 1) s

e
E

P M Q
N

 
≤ − 

 
  e esta está relacionada com Pb através de / 2

1b e
MP P
M

=
−

. 

Vimos atrás que N0 (dB) = -120 dB (W-Hz) e que Rs (dB) = 50 dB. Ora s sP E R= , isto é, s
s

PE
R

= . Logo, 

( ) ( ) ( ) 59 50 109s sE dB P dB R dB= − = − − = − dB 

0 ( ) 109 120 11sE N dB = − + = dB. 

Consultando o gráfico da função Q para este valor de 11 dB verificamos que 4

0
2.10sE

N
− 

=  
 

Q  e, portanto, 

4

0
( 1) 3 2.10 6.10s

e
E

P M Q
N

− 
≤ − = × =  

 

4− . Finalmente concluímos que 4 4/ 2 2 6.10 4.10
1 3b e

MP P
M

− −= = × =
−

. 
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5. Constelações especiais 8-QAM + e 8-QAM ◊. 

 

1 -1 3 -3 

1 

3 

-3 

-1 

1 -1 3-3 

1 

3 

-3 

 

-1 

8-QAM 8-QAM +

 
a) Segundo o enunciado, a unidade de medida dos eixos é d/2 (por exemplo, os pontos de 8AM+ que estão no eixo ψ1 

têm abcissas ±d/2 e ±3d/2). Em ambos os casos se verifica min 2d d= . Vamos ter: 

Constelação 8-QAM +  

2 28
2

1

1 1 3 54 4
8 8 2 2 4i

i

d dE E
=

    〈 〉 = = + =    
     

∑ d  min
2
52

dd E= = 〈 〉  

Se  então 1E〈 〉 = min
2 2
5 5

d E= 〈 〉 = . 

Constelação 8-QAM ◊  

  
28

2 2

1

1 1 34 4
8 8 42i

i

dE E d
=

   〈 〉 = = × + = 
   

∑ d  min
2
32

dd E= = 〈 〉  

Se  então 1E〈 〉 = min
2 2
3 3

d E= 〈 〉 = . 

Concluindo: se ambas as constelações tiverem a mesma energia média a distância mínima é menor em 8-QAM+. 

b) As regiões de decisão adequadas são as seguintes: 

 
8-QAM + 8-QAM

 

6. 64-QAM: M = L2 = 64. No receptor os decisores têm L – 1 = 7 limiares. Se, por exemplo, os pontos da 
constelação tiverem coordenadas {±i, ±j}, i, j ∈  {1,3,5,7}, os limiares de decisão em cada eixo estão situados 
em 0, ±2, ±4 e ±6. Eis o diagrama de blocos do receptor coerente: 
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Canal em fase

Canal em quadratura 

Sinal 
recebido 

Multiplexador 

2 cos 2 cT f tπ  

0

T
∫

0

T
∫

Estimativa dos bits 
de ordem ímpar 

Estimativa dos bits 
de ordem par 

Estimativa da 
sequência binária 

transmitida 

L - 1 = 7 limiares 

Decisor

Decisor
2 sen 2 cT f tπ  

L - 1 = 7 limiares 
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