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Codificacao aritmética:
Representacéo binaria de nimeros reais
positivos inferiores a 1

Problema a resolver: dado um namero real r entre 0 e 1, qual é a sua representacéo

binaria se r for dado como uma fracgdo ou como um nimero decimal?

Hé& vérias maneiras de resolver o problema, que passa por exprimir 0 nimero r na

m )
forma r = ij 271, em que os coeficientes b; séo binarios (0 ou 1). A partir dai a solugéo é
j=1

imediata:

m

r=>b;2 =(bb,..,), = bb,.. by,
j=1

em que bb, ..., € arepresentagéo binaria pretendida.

Se o nimero r for uma fraccdo em que o denominador é uma poténcia de 2 (fracgao
diddica) a representacdo binaria é muito simples: acha-se a representacdo binaria do
numerador com um numero de bits igual ao expoente da poténcia de 2. Por exemplo, a
expansdo binaria de 13/64 = 13/2° é (.001101),, ou 001101, porque 13=1101, e precisamos
de 6 bits.

E se o denominador ndo for uma poténcia de 2? Nesse caso pode ndo ser muito facil

ou imediato exprimir o nimero r através daquele somatorio.

Receita’:

Duplicar o nimero. Sempre que o resultado for menor que 1 o digito binario
correspondente é 0, sendo € 1. Neste Gltimo caso subtrai-se 1 ao resultado e prossegue-se

com as duplicacOes.

! De acordo com Neal Koblitz, A Course in Number Theory and Cryptography, Springer Verlag, 22
edicdo, 1994.




Exemplos
. 2
1) Fraccéo: r =7

Vamos construir uma tabela com os passos a dar:

Duplicacdes e ajustes a/7 8/7 2/7 4/7 8/7 2/7

Bits 0 1 0 0 1 0

Na quarta coluna a fracgdo 2/7 foi obtida assim: (8/7-1)x2.

O padrdo 010 repete-se indefinidamente (representemos esse facto por 010). A

representacéo binaria de 2/7 é, portanto,

~N N

:(.m)2 = 010010010...
2) Decimal: r=0,8776

Poderiamos construir uma tabela analoga a anterior, disposta na horizontal. Em vez

disso facamo-lo na vertical para melhor visualizar as duplicacdes:

Duplicacdes e Bits
ajustes

1,7552
1,5104
1,0208
0,0416
0,0832
0,1664
0,3338
0,6676
1,3352
0,6704

b O B O O O O O P P PP~

1,3408

O processo prosseguiria como até aqui. A representacdo binaria de 0,8776 ¢,
portanto, 11100000101....



Codificacao aritmética:
Como representar um intervalo com o
menor numero de bits?

Ou: “Como calcular fraccdes diadicas com o menor
denominador’”?

Queremos representar um intervalo [a, B[ de largura L por uma frac¢do diddica r

para dai se obter a menor representacgéo binéaria (representacdo binaria com menos bits).

Uma fraccéo diadica € um nimero racional da forma

r=— (g - inteiro; m - inteiro ndo negativo)
Trata-se de um caso especial das fraccGes p-adicas g/p™, em que p € um niimero primo.

Estamos interessados em obter uma frac¢éo diadica que tenha o menor denominador
possivel. Para isso g devera ser impar e m o menor possivel. Sendo os extremos do intervalo

ndo-negativos, q serd também néo-negativo.

Mas porqué uma fracgdo diadica? Porque a sua representagdo ou expansdo binaria é

muito facil de calcular: repare-se que sendo g inteiro e inferior a 2™ podemos escrever

1 m . m .
r:zimzz—mijzm F=b27 = (b)), = bbby,
j=1 j=1

onde os m coeficientes b; sdo binarios (0 ou 1) e bjb,...b, representa a expansdo binaria

de r. Vé-se entdo que o expoente m € o numero de bits a reter na representacéo binaria do
numerador ¢. Assim, a expansdo binaria de 11/32, por exemplo, é imediata: com 2° = 32

precisamos de 5 bits para representar 11 = 1011,, isto é, (.01011), ou 01011.

Seja entdo o intervalo [a, B[. Qual o melhor representante binario deste intervalo (no
sentido de necessitar de menos bits)? Por exemplo, qual é a palavra binaria que representa

com menos bits o intervalo [0,352; 0,493[?

Ha dois métodos de céalculo da fraccéo diadica adequada:

2 De acordo com Hankerson, Harris e Johnson, Introduction to Information Theory and Data
Compression, CRC Press, 1998, pag. 123.



Método 1:

L 1
Passo 1: Encontrar o menor inteiro t tal que ? <L=pf-a ou 2! >1/L.

t+1

(é equivalente a determinar o inteiro t tal que 27" <L <2 ou que t= [—Iog2 L'|)

. ~ X S . s .
Passo 2: Resolver a dupla inequacéo « <— </ para inteiros x. Ha um inteiro, no maximo
2
dois, que satisfaz a dupla inequacé@o. Se houver dois inteiros, serdo consecutivos e devera
. . X ” .
escolher-se o inteiro par. Em qualquer caso r =— simplificando com os menores termos
2

possiveis, é a fraccdo diddica com menor denominador no intervalo [a, B[.

Método 2:

Expandem-se o e B na forma binaria até que as palavras binarias comecem a ser diferentes
(em a o primeiro bit diferente é um “0” e em B é um “1”). Tomam-se 0s bits comuns e

acrescenta-se um “1”.

O problema com este método € que ha duas excepcdes: quando pelo menos um dos

extremos, o ou B3, ja é ele proprio uma fraccéo diadica.

Exemplos
Exemplo 1 com o método 1: Intervalo [0,4936; 0,5008], largura 0,0072

Vai ser 1/2 pois 0,5 = 1/2 pertence ao intervalo e 1/2 é a sua fracgdo diadica com

menor denominador. Mas se ndo soubéssemos? Aplicando o método 1:

Passo 1: encontrar o menor inteiro t tal que %s L=p-a=0,0072 (ou que

2! >1/L.=138,9), ou o inteiro t que satisfaca 27' <0,0072 < 2"} A solucdo é t = 8.

Passo 2: agora determinamos o inteiro x em asz—xt<ﬂ, isto é, 0,4936§2—);<0,5008. A

solugdo, dupla, é x=127 e x=128. Escolhe-se x =128 por ser par (é que assim vai

permitir simplificar a frac¢éo).

A fraccdo pretendida ¢é, finalmente, r:Z—Xt:%z:%, como se esperava. A

representacdo binaria € (.1), ou, desprezando o ponto, simplesmente 1.




Exemplo 2 com o método 1: Intervalo [0,876; 0,8776[, largura 0,0016

Passo 1: encontrar o menor t que satisfaz 530,0016 ou, de modo equivalente, t que

satisfaz 27 <0,0016 < 27**1. A solucéo é t = 10.

Passo 2: resolver 0,876s2% <0,8776, isto €, x = 898 (s6 ha uma solucdo inteira). Assim, a

fracgdo diadica com menor denominador é:

X _ 898 _ 449
2! 1024 512

Daqui se tira a representacéo binaria que desejamos:

449 256+128+64+1 1x2° +1x2" +1x2° +1x2°
512 512 512

=(.111000001),
Representacdo binaria: 111000001.

Exemplo 2 com o método 2: Intervalo [0,876; 0,8776[, largura 0,0016

. Representacgdo binéria de a:

a =0,876 =(.11100000010...),

. Representacdo binéaria de B:
S =0,8776 =(.11100000101...),
. Nem a nem B sdo fraccdes diadicas (ndo sdo dizimas finitas) pelo que o intervalo

dado néo faz parte das excepgfes do método 2.

Os bits comuns a o e B sdo 11100000. Acrescentando um bit “1” obtemos
r =(.111000001),, como ha pouco. Logo, a melhor representacdo binaria do intervalo é:

111000001.

Situacdes de excepcao do método 2

. Se a=(&ay...3_1), aexpansao é finita, isto €, a € uma frac¢éo diadica. Nesse caso
r=oa.
L] Se o > (.alaz .. .at_l)z e ﬂ = (.a1a2 . at_ll)z



(isto é a=(aa,...5_40..1..)), e p=(xa,...8_41000...), € uma fraccdo
diddica)
Em o o bit 0 a seguir ao bit a_; € o primeiro bit diferente de . Depois desse bit 0

ha-de aparecer um bit 1. Se depois deste apenas aparecerem zeros toma-se r =« ; se nao,

0 primeiro zero depois do 1 passa a 1 e trunca-se a expansado ai, originando r.

Por exemplo, se «=(.101010111), e S =(.101011), (primeira excepgdo), toma-se

r =(.101010111), imediatamente.

Se a =(.10101011001...), e B =(.101011), (segunda excepg¢do) os bits comuns aos dois
nameros sdo 10101 e em o aparecem mais alguns “uns” (10101011..). Se depois destes
“uns” os bits fossem todos 0 a expanséo seria r =(.10101011), mas como néo é assim, o bit
0 que surge logo a seguir passa a 1 e a expansdo binaria procurada fica encontrada:

r =(.101010111), , como se ilustra na figura seguinte.

10102011001...

011001

¥

10101 0111  —p 101010111




Codigos correctores de erros:
“Receita’ para multiplicar um vector
binario por uma matriz binaria

Receita:

Somam-se as linhas de ordem i da matriz, em que i € a posi¢ao dos “uns” no vector.

Exemplos de aplicacéo:

1) codificacédo de codigos de blocos binarios

A palavra de codigo Y é obtida multiplicando o vector de informacéo X pela matriz
geradora G: Y = XG.

2) descodificacdo de codigos de blocos binarios: calculo da sindrome

O vector sindrome é obtido multiplicando a palavra codificada Z pela matriz de

verificacdo de paridade H: S = ZH.

Exemplo numérico de geracdo de palavras de codigo:

Seja X =[XXX3X4]=[1011] e a matriz geradora de um c6digo (7, 4)

o O O
= O O O

1
0
1
1

o o o -
o o r o
O Rk
o R Bk

Com esta matriz geradora a palavra de codigo Y correspondente a X é igual a
Y = XG = [1011c;c,c5]. Quanto vale Y?

Uma maneira de calcular os trés bits de paridade C = [c,c,c3] € fazer a multiplicagédo
matricial habitual linha-coluna, obtendo-se as chamadas equagdes de paridade,
C3 = Xl + X2 + X3




de que resultaria C=[1+1 1+1+1 1+1]=[0 1 0],ouseja, Y=[1 0 1 1 0 1 0].

Uma maneira mais rapida é somar simplesmente as linhas 1, 3 e 4 de G:

100011 1 (@

001001 1 (3
® 0001110 (4
Y=1011010



Teoria da Informacao:
Simplificacédo de canais discretos
compostos

Um canal discreto sem meméria como a da figura seguinte pode ser representado

pelo diagrama de probabilidades de transi¢céo ou pela matriz de transi¢éo.

Canal discreto
sem memdria

Assim, por exemplo, se a entrada tivermos um sinal discreto X com dois valores
possiveis, Xo € X3, e & saida tivermos Y com trés valores possiveis, Yo, Y1 € Y2, 0 diagrama de

probabilidades de transicdo e a matriz de transi¢cdo sdo como se apresentam a seguir.

P(YolXo) ® Yo

Xo
P(Yolx1) ’ &
p(yz21x1) e >
P(yo %) Pyilx) P(y21%)

E se tivermos dois canais em série como nas figuras seguintes? Como determinar o

canal global equivalente X — Y?

Canal discreto .| Canal discreto
sem memaria sem memaria
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P(WolXo) p(Yol Wo)

Yo

Y1

Ha duas maneiras:

1. A partir das matrizes de transigao:

Receita:

A matriz de transicdo global € igual ao produto das matrizes de transicdo individuais.

2. A partir do diagrama de probabilidades de transicao:

Receita:

As probabilidades condicionais p(y; |xi) (xi - entrada; y; - saida) séo iguais a soma das

probabilidades associadas aos diversos “trajectos” de x; para yj.

Exemplo 1 (com matriz):

Na figura anterior seja

[P(\N|X)]{E§"\Avlo|xo) P(w, | %) P(Wzlxo)}{o,z 0,3 o,5}
ol%) Pwlx) Pw,[x)] [04 05 01
e
0,6 0,4
[P(Y|W)]=/0,5 0,5
0,7 0,3

A matriz global do canal binério resultante é dada pelo produto das duas matrizes:

0,62 0,38}

(PO 0[Pt D)) {pty 0] -| 0 22 0%
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Exemplo 2 (com diagrama):

Seja o canal composto seguinte:

. Ha dois percursos de x, para Yo:

P(Yo | X0) = P(Wo | X0)P(Yo | Wo) + P(Wy | Xg)P (Yo | W) =
Xo—=>Wo—>Yo Xo =W, Yo

=0,4x0,8+0,4x0,3=0,44

Xo > Wo = Yo

Xo >W — Yo

. Hé dois percursos de x; para Yo:
X >Wo>Yo P(Yo [ %) =P(Wo [ X)P(Yo [ Wo)+P(wy [ x)P(yo | W) =
X =W > Yo =0,6x0,8+0,4x0,3=0,6

. Hé trés percursos de xo para y;:

Xop >Wo 2> W%
Xo 2>W > Y
Xo > Wo =y

Logo, a probabilidade P(y;|X,) € a soma das probabilidades associadas aos trés

percursos.

No caso que falta, de x; para y,, far-se-ia de modo semelhante. O resultado final

seria o canal binario seguinte:

pP(Yol%0)=0,44
Xo

Yo

P(Yol*1)=0,6 P(y11%0)=0,56

X1 Y1

p(y11x1)=0,4
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